ODHADY PRO REPARAMETRICKY REGRESNI[ MODEYL COXOVA TYPU
Petr VOLF

Modei @ proporciondlnfm rizikem slouz{ jako alternativnf{ model pro
pepis regrese a md nespornd vyhody v oblaatd analyzy prezfivdanf(. Um{
zachézet 8 nédhodné cenzorovanymi | nendhodneé useknutymi daty. To lined&rnf{mu
modelu regrese pisobf{ znafné potf2e. A pritom si tyto dva modely nemus{ byt
tak vzdaleny. V mnoha pr{padech se nam podar( modelovat dobu pre2it{ pomocf
we ibulova rozlozenf{ pravdépodobnosti. Pokud zde pouzi jeme pro regresi doby
T na regresoru X modelu = proporciondin{m rizikem, tj. doba prezitf{ bude
mit distribuen{ funkcli 1 - exp<(-Bx>.t">, tak regrese logaritmu doby
prezit( apinuje linedrn{ model In T @« S = 3(x> + e, ndhodné odchylky e majf
dvo jné exponenclialn( rozlozen{ s distibuénf({ funkcf{ 1 - exp{(-exp 3%2), kde
B(x) = axpl-30Gd+adul, b = 1/u. Vidime na tomto ptikladé uz | vztah mezi
linedrnim parametrlickym modelem regrese = [¢x> = o ., x a Coxovym modeliem
regrese s B(x> = C . e”*. Takze zkoumén { prabéhu funkce Bd{x)
neparametrickymi metodami, co2 je téma tohoto prispevku, je aal stejné
motivovéno snahou udélat si Jjasno o tvaru =zévislosti, Jjako v pripade
lineérnfhc modelu neparametrické odhadovaén( prdbéhu funkce A<x>. Jen pro
pordédek muafme ffcl, 2e 1| po této tranaformaci je¢ regrese T na X
vy j&dfitelnd ve formé modelu s proporclondlnim rizikem, s toutéz funkc(
Bix). Je to zplscbeno t{m, 2Ze In je ryze rostoucf{ funkce:

Pri{S > y|x} = Pr{T > eylx} = exp(-eY.BxOD.

Ma jme tLedy N nezdvialych n. v. Y(xi), 1 = 1,...,N, tj. v N hodnotéach
né jaké veliciny - regresoru x € I < Rl' Predpokléddme regresnf model =s
konatantn{m pomérem intenzit poruch <s proporciondln{m rizikem>. To
znamendé, Ze n. v. Y(x)> md kumulativn{ intenzltu poruch (XIP)> vyjadritelnou
Jjako

LCL,x) = ACLY . Bdxw).
Hned vidime, %Ze funkce A, B jmou urCeny a na ndédsobek {(pod(l) kladnou
konstantou. Budeme proto spfd mluvit o ldentifikaci néjakych vhodnych
funkcf{ A, B neZz o odhadovanf.

Jenzte realizace n. v. Y(xl) jsou cenzorovdny zprava prostrednictvim
M.v. Vix ) nezévislych vza jemnéd | na {Y(xJ)J. Tekze pozorujeme T(x > =
-~ min(Y(xA),V(xi)) a 6(x1) - I[Y(x‘) -3 V(xx)). Distribu¢nf funkci n. V.
Vix) budeme znad&it GCt,x), QCL, x> = 1 - QdtL,x). Pro distribuéen( funkci
. v. Y(x> pouzl jeme oznalen{ FdL,x), a Pt ,x) = 1 - Ft,x) » expl-LIt,xd).
Zmifmé nés chovén{ funkcf pro t € (0,71, kde T jJje takové, 2e stdle jekte
PCT, x> . QCT,x> > 0 pro vaechna x € I. Samozre jmé, aby odhadovan( mélo
smyal, mélo by byt PC(T,x> < 1.

Predpoklad 1. Funkce B(x)> je spojitd na X, nabyva pouze kladnych hodnot.
Funkce AC(L) je spojit&, nezdpornd, neklesajf{c{ na [0,T7).

Predpokind 2. A(L,x) je funkce spojitd v obou argumentech t | x.



Postup identifikace funkcf{ A a B by mohl byt néasledujfci: Zvolfme v XY

peynd nékollk bodd ZoocaZy @& Vv nich odhadneme KIP L(L,zJ). Odhad
provedame be#2nym “product limit® zplsobem (1], ale 2z hodnot T(x‘),

é(xi>namargnych v okolf bodu zj, tj. v bodech x‘eodN(zJ) - {xiztxx'zj|5du}'

POjde viastne o jJjednoduchy Jjédrovy odhad. Pfi N « o vol(me dN + 0 tak, aby
N . dN - o Po rozlozen!{ hodnot regresoru x budeme po2adovat uréltou
rovnomérnost v Y. To uz pak staldf k tomu, aby polet méfenf v okolf zJ roatl!
boz omezen!{. Oznallime tento poclet HN(ZJ)-. né8 poZzsdavek miZ2eme zformulovat

tlreba jako:

FPredpokiand 3. Necht piri N + o; MN(zJ)-o @ a to tak, ze

0 < llm(HN(zj)/NdN) < lim(HN(zJ)/NdN) < @ (pro kazdé §j = 1,...,K.

Ted tody budeme mit odhadnutd kumulativn{ funkce rizika «KIP> wv2dy =2
tdsti dat, pro uréftou droven hodnot regresoru. TakZe nynf je ta pravd
chvile pro testovdn{( proporcionality rizika, a to metodami (at uz
grafickymi ¢! numerickymi), kterd prcver(, zda skuteénéd In L(t,z)D> =~

3

in L(L.zk) Jsou (jako funkce t na [0,7]1) vie¢i sobé posunuty. O metodéch
takovychto teatd viz | prfispévek V. Lénské v tomto sbornf{ku. To posunut( by

v nasem model!u mélo odpovidat In B(zJ) = In Bz ). Zde Jje vidét | jing

k
cesta k ldentifikacl funkce B(x)>. Jenom bychom fixovall v néjakém Z, B(zo)
® 1 @ tim | ACL) = L(L.zo). Tato ceata je vhodnd 2zejména v pripadeé, kdy
zvydu jems pocetl vybranych bodd zJ (j wi1,...,K, K= KN + o, nevyhodou je,

2a k ideantiflkacl funkce A vyuZ! jeme jen malou &dst dat.

Pokud se spokojfme = predstavou, 2e¢ K a body zi.....zK zZvolime pevna,
tak pomyslnou nfsobfcf konstantu mdZeme vybrat tak, aby

1 K
R : B(Z.) L lo
J
K J=1
Potom ale mdme ACL) = %— L L(t,z)) & z odhedd KIP LyCt,z ) tak také primo
J=1
z{skéme odhad AN(L). Pak u2 zbyvd& jen odhad K *parametrg” B(zJ).‘ treba
N
matodou ne jmendich &tvercd B _(z Ddmarg min T < T ,z )-AN(T.).B )z.I[T‘ST].
N B isi N 1’73 i J i
J
Ffunkce B bude tedy charakterlizovéna odhady funkénfch hodnot ve vybranych
bodech zj.

Asymptotické viastnosti odhad@ KIP

AL uz je daldéf postup jakykoll, pro kvalitu identifikace funkc{ A a B
Jsou rozhodujfcf viasatnosti odhadd KIP. Predstavme s, 2e jsme v okol{ bodu
2 (jeden z vybranych z, ,...,zK), okol( me zuzuje pri celkovém poctu méfen
N- » ale v sculadu s predpokladem 3 pocet bodd v tomto okolf M = MN(Z) -
-+ @, V kazddém okemziku precfislujeme mérenf tak, aby prdveé Xyveo e Xy

v o, @ a Tix, 2 = T(xz) = ... % T(xH). Odhad KIP v bod& z 2z realizacf v
N

lezely



G, {(z) pak je

dN
M 6(x‘)
SeeI—— ( ) S ]-
LyCt, 2> = 1}.;‘ T - T, t

Véta 1, Jmsou-ii v okolf bodu z splnény predpoklady 1 - 3, pak

lim sup (LN(L.z)-L(L,z)) = 0 s. .
Neo tcl(0,T]
DOkaz mi2e krok za krokem sledovat postup v [3). Dfk predpokladu 2 ném

kompl ikace neplsobf fakt, 2e empirické odhady jsou zaloZeny na reallzacfch
v bodech bl {zkych z, kde2to (3] se tykd pripadu bez regrese. vV (3] =se
vygetruje konvergence odhadu distribuéni( funkce, resp. jejfho doplnfku, coz

v nadem modelu pro okolf( bodu z je
N S(x D.I[T(x,)St]

M- i i I
PyCt:z> = [MM-£+1]

i=1
(s konvenc( 00 -1 a 6(XHR - 1),
To je tzv. "product limit” odhad - viz i [2]. Ale k vliastnostem odhadu KIP
se dostaneme lehce pomoc{ tvrzen{, které je opakovdno v mnoha ¢ldncfch, i v

{(il. My je potrebujeme ve tvaru:

lLemma: Za predpokladd 1-3 jJje lim sup MUn P (L, z)+L (L,2)) = 0 =s. j.
N N
N+ tel0,T7T]

Jak je vidét, maximdlné vyuzfvéamo predpokladu o spojitosti vsech funkc(
rozlo2en{ v proménnd x. Je mozZnd, e piri dikladn® j&fm rozboru by =se tento

M
predpoklad dal vyrazné ji zeslabit (poZadavek existence limit r Q(t,xi)/ﬂ
imt
pei X, € Od (z) nen{ vyrazné zeslaben().
N

Véta 2. Necht plat( predpoklady 1 - 3, navic spojitoast vdech diatribuénich
funkc{ v proménné x je Lipschitzovskd a s&(trka okna je volena tak, aby YH.dN
- 0. Potom ndhodnéd funkce ZN(L) - fH(Lh(L.z)-L(L.z)) konverguje na (0,71
slabé ke gaussovaké ndhodné funkci 2Z(L), kterda je centrovand a ma
nédsleduifc{ kovarianénf( strukturu pro 0 € £ € L £ T:
S aF
cov(Z(s),Z(t)> = Cls> = [ -
. c PQ
DOkaz tentokr&t sleduje postup dikazu podobndho tvrzen{ (opét bez regrese)
v (11, edat 7. Zdéklad ddkazu spoéfvd v tom, 2 ZN(L) vy jadt {me Jéko
linedrn{ transformacl ndkollka empirickych procesd. Hlavn{ roli tu hrajf

distribuén{ funkce
L

FCt,z)> = Pr{T(z> < L & 62> = 1} = [ Q¢s,z)dF¢s,2),
0
Hee,z) & Pr{Tcz)> < t} = 1 - PCL,z2QCL,2),
které lehce odhadneme prifmo z natich dat jako relativn( cetnostl!. Taed si
tylc odhady predstavime jako normované soulty nezavislych nulajednickovych
velldéin:



) = 1} m HCL,x,)D),

K, (2> = & T &Ct,x >, kde Prisct,x .

X i

F it,zs = 1 L ect,x,?, Pricct, x

x ) = 1} = FCL,x D).

i i

1 -~
Pak ’—rozmérnv nAhodnv proces uN(L) - YM(H (v,z> -4 T H(t,xl)), pN(L) -

- fM(F t.,z) - z F{L xt)) na (0,71 je cenLrovan9 a mé& kovarianénf
~

ubrukhuru danou kovarsunceml n. v. ¢ ac, pro s £ t je naprik!lad

a » 1 ~ 1 ~ ~
cov(vN<s),pN(L)) - r cov(c(s.x$),c<L,xx)) - X b (F(s.xi)-H(s,xl).F(b,xi))

Predpokiady 1-3 by zre jme atacily ke konvergenci kovarianc{ a tedy dfk
%
C.L.V. k nsymptotlcké normal | té vN<L) pN(L), a jiste 1 k silnd konzistencl

H Ly ¢l FNKL 2> na (0,T}. Pro plaLnosL nas{ veéty potrebujeme navic, aby
fﬂ(i L H<L,x )~ HCt,z2)) » 0, totéz pro F Protc ty dodateiné predpoklady ve

Vets 2. Pokud volfme d tvaru c.N %, tak poZadavek VH.dN - 0 spolu s

predpokladem (M ™ N.dN) znamena j{, 2e & € (%,1).

Méne ted k dispozicl v pevné zvolenych bodech 2z, .....,Z, dobré (aspon
ssymptoticky) odhady kumulativnich intenzlit poruch, a chceme odhadnout
funkcl ALY a hodnoty B(zJ), které jsme svéazall podmfnkou % T B(zj) = 1.

Dimledek: a) Za predpokladd 1-3 je AN(L) - E- T LN(L,ZJ) na (0,71 silné

konzistentnim ocdhadem funkce AdL), stejnomérné v L.

b> Necht imou spinény predpoklady Véty 2. Oznaclme M; - ¥ MN(z > a poZzadujme

J
existenct 1imit I - MN(z )/HN (které jsou kladné dfk predpokladu 3J. Pak

W, = fHN (AN(L) A(L)) je na [(0,7) sassymptoticky centrované gaussovakéd
n‘hodni funkce, s kovariancf pro 0 S a8 £ t LT

" K CJ(s)
ascov(W (s).W (L)) = — § —==—, kde
N N 2 1
K™ j=1 J
= dF(u,z 2
C (nr = I J (srovnej s asymptotickou kovariancf ve Vété 2).
J O P Cu, zJ)Q(u zJ)

Odhady metodou ne jmendf{ch ctvercd pro B(zJ) jsou (pri oznalen( T1 =
<
Tdx > BN(zJ) = L Ly(T,z )AN(T YL AN(T >2, kde soulet Je pres T, < T.
Podivdme-1i mso na popsaneu metodu z praktlckého hlediska, je jistéd rozumné
odhadnout AC(L)> jako pramér kumulativnfich funkcf{ rizika na rdznych Jdrovnfch
hoxinot regresoru. Pak B(z ) charakterizujf( vliiv regresoru na pteZ2i{van( pro

J
drovefl hodnot x ckolo zJ.

Tectovénf shody modeiu s daty. = Samozle jmd, predpokladéme=-il urcity typ
modelu, pak procedurami analyzy takovéhoto modelu do jdeme k jeho
identiflkaci, k odhadim parametrd, regresnf funkce apod. Je dobré mft k
ruce procedury, které otestujf(, zda zvoleny typ je vidbec vhodny. Treba v
r&mci Coxova modelu s&a pro teat hypotdézy ¥ = ¥, nabf{zf{ statistika
vytvorensd na zdkladé asymptotického rozlozen{ odhadu y. Ale tento tlest naAm
v ptipadé zamf{tnutf( hypotézy nefekne nic o pripadném lepdf(m modelu.
Jednoducny postup pro test hypotdzy Ho . B(x) = Bo(x). ktery Jje schopen
ukézat | odchylky od této hypotézy, mdZze vypadat nasledovné: M&me nase

pozorovén {T(xl), 6(x‘)}, { =1,...,N a hypotézu H,. Pokud v hypotéze nen



zahrnuta i funkce A(L), mizeme |l max imélné véerohodné odhadnout jako

£ )2
Aoit) - E {6(xl).I[T(x‘)-L]/§ Bo(xj)l('!‘(xJ T(xi)]}
Pak se tato funkce pro néds stane gsouddst( hypotézy. Transformujeme

pozorovén{ na S(xi) -1 - (exp-Ao(T(x‘))Bo(x‘)l = FOKT(xi),x‘), kde PO
predstavuje hypotetické distribuénf( funkce n. v. Y. Dostaneme zase
schema néhodného cenzorovéanf{ s S(xi) - _mln(Ui,H(xi)). 6(x1) z0stdvajl
taté2, V(xi) - FOCV(RI)’xl) a Ul = FO(Y(x‘).xl) jsou n. v. 8 rovnomérnym
rozlozenfm pravdépodobnostl na €0, 1). Tak2e kdy2 z takto
pfetransformovanych pozorovénf{ udéldme PL-odhad distribuén{ funkce, pti Ho
by méla projft testem dobré shody 8 distribucn{ funkcf H.(u) = una <0,1).
A tuto shodu lehce otestujeme treba testy Kolmogorova-Smirnova,
modifikovanymi pro néhodné cenzorovand data (viz Robust 84).

Jesta bychom pottebovali néjakou proceduru na testovdnf{ nevyznamnosatl
regrese, tj. pro test hypotézy B(x) = 1. K. tomu se jiste dd vyuzlt
predchoz( test. Nebo md2eme tuto ulohu pojmout jako test rovnosti rozlozenf
n. v. Y(x) pro rdzné urovné velicliny x. K tomu by mohly poslouzit ji2
zm{ndné testy na proporcionalitu. Nabfzej! se i testy homogenity, zobecnénd
pro cenzorovand dats. O takovych testech pro 2 vybéry (zde 2 urovnw) se
psalo uz v Robustu 84. O testech pro vice vybérd nardz je mozné se dolist
napt{klad v Breslow N.: A general ized Kruskal-Wallis test for comparing K
samples subject to unequal patterns of censorhip, Biometrika 57(1970>,No 3,
579-594,
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