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Po jem velkicrového Gauts ~Markovova néhodného pole je urcitym zobecnénim
pojmu staciondrn{ autoregresn( posloupnosti - jeho spektrdln({ hustota v
Jjistém mmysiu predatavu je v{cerozmarnou verzi prevracené hodnoty
trigonomeirickéhe polynomu, co2 Jje préveée Lvar spektrdalini( hustoty
staciondrn: autoragrzsn{ posloupnosti. Pfresné je tento pojem zaveden v
prvnf cast. préce. V druheé s4sL] zobechujeme postup pro odhad parametrd,
ktery pro ska:arni Gauss-Markovova ndhodnd pole odvodil Janzura (1988), na
vektorovy ~ripad. Tretf CAst se zabyvd predpok ladem separability kandld,

jeho2 piijetli umoZNuje vyrazneé z jednodus i t odhadovédn( parametrd.
1. Zékladn( po jmy

Vektor.ws ndhodné pole X je systém n-rozmernych ndhodnych vektord,
kterd jsou iiexovdny d-ticemi celych cfsel, X = X<L);s Le T, kde T = ZP
a X<t) = (Y?(L),,...Xn(T)). (’ znaci transpozici). Budeme uvaZovat
gaussoushkd polae tohoto typu, tJ. predpoklédat, 2e ka2dy koneény soubor
néhodnych velidin z X ma sdruzené normaln{ rozdélenf. Déle pti jmeme
predpoklad stactonarity, podle néeho2z vaechny n;hodné veli¢iny v X majf
nulovou sifedni hodnotu a existuje matlicovd kowariancni funkce R Lypu n‘n n
takovd, 2e pro vsechna s, t € T platf BX(s)X(Li‘ »= R(s-t). Staclondrn(
vektorove nahodne pole ma (maticovou) spektrdint hustotu f, Jjestlize pro
viechna L ¢« T plat(

RC(L) = f e‘(t'x>

[d

"kde 1 = [~7,m), integruje se "po slozkéch”, tj. [ M(x)dx]Jk = IMJk(x)dx. a
<.,.> znaz{ bérny skaldrn{ souéin. Pritom matice f(x) je pozitivne

semidxyiniin{ pro skero vdechna x € Id.

f(x)dx, 1)

Jako VAM-pole (vektorové Gauss-Markovovo néhodné pole) budeme oznacovat
ndhodné pola, kterd vyhovuje véem vyde uvedenym podminkdm a navic pro
vischna x € Id je prisiugtnou hodnotou spektréinf hustoty redind pozitivne
definltn{ matice IU(X) dand vztahenm

f'l(x)'- £ U, cos<t,x>, 2>
u €A L
kde -1 znadi malicovou inverzi, A je konednd mnozina, ktera obsahuje nulovy

index » vadechny nenulové prvky mnoziny A jsou v lexikografickém uspoféddn{
indexové moZiny T vétd{ ne2 nulovy index, U = (UL= t € A) Jje soubor
symetrickych metic a matice U0 je navic pozitivné definitnf,

Oznacme syvmbolem UCA) mnozinu vdech soubord matic U = (Ut; L e A,
které vyhovuj{ véem téamto poZadavkim.



1. 1. Poxznwimks. Predpoklad, 2ze spektrdlnf hustota je reslnsa, implicitne
obsahu je pfedpokiad, Ze véechny matice R(LY, t € T jsou symetrické, tj. 2e

uvazovand nahodné pole je v tomto smyslu symetriché.
Konedny soubor matic U™ (Ut= t € A) miZ2eme povazovat za parametry,

které urdujf{ pravdépodobnostn{ rozdélen{ dandho pole; tyto parametry majf
pfirozenou interpretaci jako interakce mezi dvojlceml ndhodnych velicin
daného pole. Takové Interpretace uzce souvisf s pojetfm Zz hlediska
statistické fyziky, Vv Jjehoz rémci se na tato pole pohl{z( jako na
gibbsovaké ndhodné pole pifaluind phrovym potenci&ldm U. Podrobné il o tomto
pojetf viz napf. Dobrusin <ived>, Kansch (1981,

Dilezitym a z hlediska aplikac{ zajimavym prf{padem VGM-pole je pole s
interakceml omzenymi na nejbliZs{ sousedy, jehoz mnozina A obsahuje pouze
ty nenulové indexy, které majf{ jednotkovou eukl idovskou normu. Pro pripad
rovinnych poif, kdy T = ZF, to znamend spektralnf{ hustotu twvaru

f’t(ul.x ) = U0 + U1 . cos x, *+ U_ . cos x_, 3>

2 1 2 2

kde U = (UO'Ui'U2) - [U(O.O)'U(O,l)‘u(i,O)] je prislusiny soubor parametrd.

2. Odhady parametr@

Nech{ je ddna kone¢nd podmnozina M indexcové mnoziny T. Uvazujme konecény
Gsek VAM-pole X urcteny touto mnoZinou, tj. XH s (X(L): LeM. Predpoklsde jme,
Ze je zndma mnozina A prfsludnd poli X podle vztahu (2> a 2e¢ soubor
parametrd U € UCA) je nezndmy. NasS( snahou bude odhadnout U na zdkladé XM.
K tomuto odhadu zobecnime postup, ktery pro skaldrnf{ pri{pad (n = 1) odvodil
JanZurs (1988). Viaatnoati odhadu budou studovdny asymptoticky pro M - T.

Pro ¢t € T oznacme ML - {s € M;: a+t ¢ M}. Pro pozdé j&{ aaymptotické
dvahy definujme konvergenci M -+ T v tom asmyslu, 2e pro ka2dd ¢t € T plat(

IHt] Z |M} 2 1., kde |.| znaef po¢et prvkd mnoziny.
Pro takové t. € T, pro kterd je ML = O, a pro j,k = 1,...,n oznalmu
&M (LY = 1 L <X s+td () + (gs+t)X (8)) {4)
Ik z. ™ 1 X X, <o 3
t seMt
a déle
M =M n
R (L L) <
- [R_ik t ]J,kﬂl P

2. 1. Véta Vztahy 4 a (5 uréujf nestranny a pro Mo T konzistentn( odhad
hodnoty kovarianénf{ funkce R(L),

Dbkaz by bylo moind provédst bozérostfodn(m zobecnénim standardnich technik
analyzy &éasovych rad, viz napfr. Anderson (1971), 8.3.2. Zddraznéme jen, 2e
na pravé stranéd vztahu (4) se provéd{ asymetrizace odhadnuté matice RH(L).
kterd vychéz{ ze symetrie uvazovauného pole ve smyslu pozndmky 1.1. a



Oznedcme symbolem Ru kovarianen( funkci, kterd podle vztahu (1) odpovida
u
spektri'n{i hustote fu dané souborem parametrd U ve vztahu (2), tj. R
oznadlu ie kovarianén( funkci VaM-pole, Jehoz parametry Jjsou u.
Predpokiéce jme, 2e ML # & pro videchna t € A a definujme odhad parametrd U
Jaxo ten soubor matic UM) = (UL(")' Lt € A), pro ktery plat(
RU(M)(L) - R pro vsSechna t € A 6>
Kazdému odhadu RH hovariantn( funkce odpovidé ne jvyse Jeden odhad UMD,

Jak plyrne z ndsledujficfho lemmatu.

22 lemma. Necht U,V € UCA) a

RU(L) - RV(L) pro vdechna t € A. 7>
Potom platf U & V,
D&k az. Oz sime 3’<x) - f t/2(x)t'v(x)f;‘/2(x), 8,(x> = I;l/z(x){ (x)f 1/2 (x)
a ddle necnt ll(x).....ln(x) (resp. k?(x).....li(x)) jsou viastn{ ¢&fsla
matlice 81(“) (resp. gz(x)). Predpoklad U, V € UCCA) mé =za nds ledek, 2e

v#ecine tato viastn( &(sla jsou kiadndé pro vdechna x « Id. Mé proto smysl
definova: pro j =» 1,2
n .
- - J . - J
hj<x) = Tr gj(x) n In det gj(x) = 7 Ehk 1 In lk]' @

k=t

Platf

I . -1 -1

§ th O + h (x)ddx = Tr [1 > - of (x)] [t‘ oo - f (x)]dx.

1d 1 2 {; u v v u
Integrdi nepravo je roven nule vzhledem k (7>, protoze podle (1> a (2> Je
linedrn{ kombinac( matic [RL R |. t € A, Z (8) plyne hl(x) 20, hz(x) 2 0,
a Ledy platf h (x> = hz(x) = 0, Opét z (8) dostdvéme XJ = {1 pro j = 1,2,
k = i,...,n, coz vzhledem k symetrii matic gi(x) gz(x) Znamend fai(x) -
- tv () pro skoro vaechna x € ld. proto podle (2) je U = V, ]

2.3 Laman Odhad UMD exlastuje s pravdépodobnost{, kters pro M &4 T
konverguje k 1.

Dfksz plyne z konzistence odhadd RN(L), t € A-viz veta 2.1.

Obdobné jako JanZura (1988), véta 3.4, bychom mohli dokdzat konzistencl
a amymptotickou normalltu odhadu G(M).

Poznamene jme, Ze tento odhad jednak v Jistém =smyslu minimalizuje ve
tr(dé VAM-polf vzddlenost od vybérové distribuce. jednak je na nej mo2né
pohif2et jakc na aproximaci (iptﬁsnuJIc( 8€ pro M 4 T -max imdlneé
véronadného odhadu parametrd U. Podrobné jI tyto otézky zkoumé napr. K;nsch
{i981).



3. Separabilita kandld

Hieddnf{ odhadu G(H) na zékladé odhadnutych hodnot kovarianénf funkce
podle <5) piedatavuje velmi obtf2znou ulohu. Pro jejf zjednodusenf budeme
predpoklédat jisté dodateéné viastnosti zdvislostn( struktury uvazovaného
pole, které umo2nf pfevést tuto Ulohu na vzdjemné nezdvislé skaldarn( ualohy.

Konkreéetné budeme predpoklédat, 2e je mozné separovat kandly uvazovaného
vaM-pole X. tj. najit takovou I|inearn{ transformaci, predstavovanou
regulérnf maticf ‘L typu n %R n, 2e skalarn{ ndhodné pole Y
def inovansd pledplsem

1....,Yn
Y(t> = L . X<Ct)y, T €T 9>
jsou vzé jemnd nekorelovand. Ekvivalentné to znanund, 2e matice
L. R . L' je diagonélnf pro t e T. €10)
Nyni se budeme snaX2it vyuzit tohoto predpokladu pro odhady parametrd U.
Ne jprve ukazeme, 2@ viastnost (10) se prends( na matice parametrd v U.

3. 1. iLemma. Necht je pro VGM-pole X s parametry U € UCA) splindna podminka
)
€10). Potom pro ka2dé t € A je malice VL a L . UL . L diagondlnf.

DOkaz. Vektorové ndhodné pole Y definovanéd v (9) je zfejme VAM-pole =
paraneiry V = (VL: T € A) € UCA). Specidiné mdé, pro véechna J = 1,....n,

skaldrn({ ndhodné pole YJ spektralnf hustotu fj(x) - 1/[ T (VL)jJ cos(b.x)].

»* teA
a teady oznalime-l1i Sj(b) e (L.R(WL.L )JJ' platf

(L f (x>
1 . 0 i<t, x> 1 . o
. - I e . dx.
d

o S _<v I o f <x>
n n

Podle predpokladu (10) stojf v posledn{ rovnosti nalevo primo hodnota
kovariandn{ funkce pole Y v indexu L, tj. diagondlnf matice L . RC(L) . L.,
tak2e vzhledem k jednoznalnosti vzéjemného vztahu mezl kovarianéni{ funkcf( a
spokirélnf{ hustotou (viz napf. Stein, Weiss <1971), vela V11.1.7Y jsou

vaachny matice VL, Lt € A diagondlnf. o

Je-11 déno VaM-pole X s kovarianenf funkc{ R, z pozitivn{ definitnostl
spektrdalnf{ hustoty plyne, 2e matice RC0> je pozitivne definitnf. M4 proto

smys! definovat koreladnt funkci

pcv R LR LR e an

itw jmé je p<O) = [, kde | znac(: jednotkovou matlei.

3.2 Lowmwa. VAGM-pole X 8 kovarianén{ funkcf{ R a xorelacnl funkecf o vyhovuje
podmince sepurabllity kanéld (10), prdave kdy2 existuje ortogundlnf matice Q
takovd, 2a

Q. pL . ;f je diagonalng (2>
pleif pro veechna t € T. .
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DOkaz. 1. Plati-li <12>, volbou L = Q . R plyne C(10).
2. Ehvivalentnim prepisem puodminhy <10) plyne, 2e matice
L . R(.O)nf2 . R(O)‘/z . L’ je diagondin{ pro veechna t € T, takze Q =

= L . R(O)l'/2 vyhovu je podmfince <12). Specidlnf volbou t = 0 v (12) plyne

»
Q. Q = I, coz znamend ortogonalitu matice Q. o

Lvazu jme nynf{ situacl castl 2., tLj. odhady kovari‘nCn( funkce (4>, 5
a definujme pro L € A v '
Al - (R 0» 12 . M . ®Mon a3
Tatc definice ma smysl, protoze pro VAM-pole X je mabice aH(O) skoro
jiste pozatlvn‘ doflnitn(. Navic z konzistence odhadd R plyne konzistence
odhadd p Pro p véak nemus{ platit podminke (12>, a to ani pri restrikci
indexd na L €A. Abychom mohli provést rozklad (12) na A‘aluspoh priblizne,

- L]
budeme hiedat maticl Q tak, aby se matice £ . F (L) . R pro t € A co
ne jvice bl{zily diagondlnf{m.

Oznacme A= AN {0} a symbolem On oznaéme grupu vsech ortogondlinfich

matic typu n X n. Definujme funkci € na On predpisem

n n aM 2
c(P) = z T )N [P .p CL.P ] K’ 14>
CeA Jj=1 k=i 3
J=k
tj. jako soucet ctvercd vsech nedisgondlnfich prvkd vsech matic, které Jsou
4proatrednlcbv(m matice P ortogondiné podobné vsem maticim P"(t), t € A.
Jako odhad matice Q z <(12) pak vezméme tu maticl Q € On, pro kterou je
minimal izovéna funkce c:

c(Q) » min clP). 15>
Pco

Protoze ¢ je spojits funkce definovand na kompak tnf grupé O , matice Q dand
v €(15) vidy exiatuje; nemual( viak existovat jednoznacne. Zpldsob jejlho
nalezenf{ je zaloZen na tlzv. al goritmu redukcibilnt aproximace, viz Otdéhal
1988). '

Rozkliad C12) pfibllznb provodomo tak., 2e “zapomeneme” nediagondlinf
“M

prvky matic D(L) = Q . p (L) . Q , L € A, To znamend, pro j = 1,...,n
polozfme r €0 = {, r (L) = D, (L) pro t € A a definujeme odhud u, = =
(uj(t): t € A) soustavou rovnic
L = i coact, x? dx pro t € A, (e
ld T u_.(s)cos<s,x>
SEA

tedy jako skalérn{ verzi odhadu <6). Pro u; tedy specidlne platf lemma 2.2

a 2.3: odhad uJ je definovén s pravdépodobnoust(, kterad honverguje b 1 pro
M- T a pokud u existuje, Jje wurcen judnoznaéné pro dané hodnoty

J
(rJ(L): L e A,

Pro zpeétny pfechod Lk odhadu pdavodnfich parametrd U polozme K =

o Rar>t7% . Q"



- o
uceY = K . - K pro t € A. 17>
o u (L
n

3. 3. Véta. Necht VGAM-pole X s parametry U € UCA) splnuje podminku
separability kanéld ¢10>. Potom systém matic U= (UCL): t € A) definovany v
(17) je konzistentn(m odhadem parametrd U pro M - T.

Dikaz. Kdybychom nalezenf mftice 6 podle (14>, (15> a vypocet uj, B v (16>,
(17> proviédéll pro p misto pH. matice Q Ey presné diagonal izovala ‘ﬁ ve
smyslu (12>, =» muselo by proto platit U = u. Protoze odhady p jsou
ronzistentnf. ;H konverguje h PM pro M - T, plyne odtud L - U pro M= T.

o

Literatura

Anderson T. W. C(rg7r); The Statistical Analysis of Time Series, Wiley k
Sons, New York - London - Sydney = Toronto.

Dubrusin, R L. (1980): Gaussian Random Fields - Qibbsian Point of View,
in: Multicomponent Random Systems, eds. R. .. Dobruain, Ya. Q. Sinai,
M. Dekker, New York.

Janfuera, M. Cro88): Asymptotic Theory of Parameter Estimation for
Gauss -Markov Random Flelds, Kybernetika 24, No. 3, 161-176.

K;nsch N C(r1981): Thermodynamics and Statistical Analysis of Gaussian
Random Fields, Z. Wehrascheinlichkeltatheorie wund verw. QGebiete 58,
407 -421.

Otahal 4 (r988); Algoritmus reducibiinf aeproximace symetrickych matic,
vyzkumné zpréva 1512, UTIA CSAV Praha.

Stein E. M.. Weiss G. (1971): Introduction to Fourlier Analysis on Euclidean

Spaces, Princeton Univ. Press.

Adresa: Antonfn Otdéhal, UTIA CSAV, Pod vodérenakou vez( 4, 182 08 Praha B



