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L, uvor

PFL prOzkusové enalvze dst Je ulelea kvantifsikovat jejich statistické zvlsdtnosti, kteréd se
tykaj{ zejménrs tvaru vybdrového rozddleni, Bdlind se pro tyto ulely poulivé kventilovych cha-
rokteristik diksoati e iptlstosty /1/. Dald{ moZnosti je pouZiti vhodnédho systému empiric-
kych frekvenénich funkci, posoc{ kterého se sproxiauje vybdrové rozxdéleni, Oba tyto pfistu-
py Je »0in® spojit s vyuliti{w tekovych systémd frekvenlinich funkci{, kterd vychézejl z kven-
tilové funkce (jako jJe napf, Tukeyldv systém lesabde rozddleni), vzhledea k tomu, 2e¢ p’t ans-
lyze dat je refaranéni rozdéleni normélni (e odchylky od normality jsou obylejnd pfipisové-
ny transforsaci pAvodnd norsélnd rozdélenych dat), je vhodné, aby empiricky systém rozdéle-
ni byl generovén  sko trensformace normélnd rozddlenych nahodnych velilin (jeko je Johnso-
ndv systéa),

Syntezou téchio poledavkd Je tzv, systéa g-h rozddlen{, jehol pareametry jsou pfimo kvanti-
lové a' vy d#ikzosts & Ipilatosti, Lze ho tedy konstruovet velai jednoduie p’fmo z experimen-
télnion dar, Navic je “eutomaticky” zejidtdna robustnost resp. lokélni cherskterizovatelnost
2vlgdtnosty rozdéeleni dat,

Systéa 3-h roxddleni lze kroad prizkusové analyzy dat uplatnit také pro generaci nshodnych
velilin z rezdéleni » definovenymi £ikmostai a dpilatostmi (které mohou byt zivislé na vzdsé-
lencett nd medidnu), Tyto ndhodné veliliny lze s vyhodou poulit pfi rdznych simulslnich stu-
difch resp., ovdfovéni robuetnich metod,

v tomto pifispdvku jeou pPehledn? uvedeny zéklasdni vlasetnosti g-h rozddleni, které se dosta-
lo 4 dc ztariecickéd encyklopedis /2/,

Je popséna strukture Zésti progremu EXGR, kterd vyuliva g-h rozddlen{ pro ulely prlzkumové
snalyzy,

2, DEFINICE ¢-r ROZODELENTS

Systém ;-b ¢mgirickych rozdéleni je zalolen ns monotonni transformaci standsrdizovend néhod-
né veliliny s noraélnis rozdélenim, Jde o jeden 2z translalnich systémd rozdéleni, kdy sa
nsjprve provéd{ standardizece pGvodnich nahodnych promdnnych (kvantill) & ns noraslizova-
né kventily

Tom (ks )/ R (1)

~ ,
kde Jiqs je parsmetr (medidn) s R je parsasstr adf{tkas.
Pre tfidy g-rozdéleni (pouze sedikmenych) se voli obecnd transforsace typu

4’};0 () = &<). & | (21
kde 6%52? i@ liché funkce, pro kterou sus{ plarit, 2e
G(Z) je vicatné operstor Aikmosti, ktery zévisi na psrsametru 31kmosti g. Je vhodné, aby

pro ¢ > O vychézela rozdéleni sedikmend vpravo, pro g < 0 rozddlen{ sedtkmens vievo »
pro g « U iwursdlnl rozdéleni, Viea timto-poledsvkda vyhovuje jednoduchd funkce

¢(2) = Lepcg 2)-1]/ (74

Lze jednodud: nslézt, 2e frekvenini funkce g-rozd#leni ‘CU) Je déns vitahes

. 15 & 7.,, 2 p
5§{;5)“ 7:/1{;5; .I(b&-—.tiﬂy)-é?+»£?lj7x eg?”(ijcbiizb:"q}SZ)}ﬁh/a?i“7:432?‘//?r:€;g /)/)
Jde tedy o lognormélni rozdilen{ (rozddlent typu S, v Johnsonové systému frekveninich funk-

ci}.
Pry v#idy h-rozddleni (sysetrickych s rbznou dpitatostd) se vol{ transforasce typu

Gpe @) = HE) & o)



Sperdtar amiéﬁfﬁau /‘/@ susi byt rostouci klasdns sudé funkce zévisls na psremetruy dpiletos-
ti h. Proh « o tde ¢ normélni rozdédleni s &{m je h > O vitdi, tis aé odpovidajici rozdile-
n{ delés Lonce, Vom: vyhevuje volbs
F
HiE) = exp (AS2/2) (5)
2 rov. (5) plyne, %e p.ronotr h =0%e byt t zéporny., Podainks sonotonnosti funkce 69 2,0 3e
vieok narubena, pohud je ;.2' 7z - ///4 . Trida herozdéleni definovené rov, (4) s (5) se

v oblassts koncd chovéd jeko Paretovo rozddleni, Volbs faktoru 1/2 v rov. (5) tqkl zejtdtuje,
20 pro b X 1 je [fo‘ rozdéleni bli{zké Ceuchyho rozdéleni /3/.

Frokvenénf funikci x rozdilont lze viak ziskat pouze numericky, protole nelze nelézt asnaly-
ticky transformsci iaverzn{ k rov. (4),

Pro obecnou tlidu g-h rozddleni{ se vol!l dvoupareeetrické trensformace

oy ) = GE) HE) £ - (6)

kde GY' '3} jo volsno podl. rov.(3) //C}) je definovéno rov, (5)., Tské v tomto pripadé je
t Poba odpovide}&cg frokvenni funkci politet numericky,

Pro genaraci rchodrnych £{sel z g-h rozdéleni se zvolenymi parsamctry g a h postalujs genero-
vet kventily vﬁn svienderdniho norséln{ rozddleni (zde © urluje 100 P XEni kventil) s doss-

zovet do row, (H) za o= .ék

3I MOHMENT Y

I kdyd s« #ny: pfi gensraci nshodnych proadnnych ani prOzkumové anslyze dat momenty nepouli-

veii, je pro iisly porovnéni s ostetniai systémy empirickych rozdéleni vhodné znét vyrazy pro
prvnt &tyii womenty, Ty zde budou funkceai paremetrd g. h, Pro standardizované néhodné pro-

ndnne Y =0y *('Cf} 2 g=-h rozdblen!i je ttPodni hodnote definovénas vztahea

ECY JM ;*;éf—-w_—;—;[@" % )) 1 o< A st (7)
8 pro rezptyl plescd
.’D(W‘f, —““f/‘:“’("‘) ~2ep(z)+1 jjqr 7 [up(}/,/

kde &= ,Zﬂj”{”i"‘ 2‘) .

Pro pfipsd g-rozdélen{ je h « O » pek z rov, (7)

‘f(’y) =[¢x,o@“’/-?}- /] /’¢-  (7a)
2rY) = epl(yl)- [ ep(g)- f_]/f'z (8a)

Sikeost g‘; j& u g-rozidleni vyjadPitelns ve tvaru —
g1 = [op CF)=3ep @I ]/ 1CrG )
8 pro §piistont ﬁ, pistt
q -[ap(é'i) {‘Uf(vy)-f Kex,q(i)—J_]/(upW /) (10)
Pro pPiped horozdélen! je g = O, takle [(7)-; -7 Pro rozptyl zde pletg

(Y) = 1/ 7 (7-92)2 0 AL < 95 (ab)

&8 gpListant Jo ve tveru

Fo = B(-2L)2 ) ) (-4 (108)

\w’ 1

(8)
0 £ h < 0,5




PP wydsitu wyddich momentd g-h rozdélend Jeo mo2né poulit Martinezove vztehuy

A WP N SN ‘
(Y e = Z 1) (0 )eswe o
(7 ,fm,-.o ) /.?(/-tz()

ktary plati pro g 0 a0 £ n £ 1/n /3/.

0
4, ODHADY PARAMETRU g-h ROZOELENT

S ohledea o néweznost na prgvzku-ovou snalyzu dat se pro odh&d perametrd g, h resp. obou po-
ulivé vybérového msedidnu VCO.S e dvojtc kvojntlle e, 034_? pro vhodnéd 0 < p < 0,5,
U salych vydéri se pro tyto Glely vyulivé viéech potédkovych statistik x{a’/ . U vdtifich
vybdrd ae poutive tzv, plsmenovych hodnot, kde p e 2=t 1 = 2,3 ( odpovidaj{ kvertilda, ok-
t110s, sedeciitm etd.) '

g ~ Rozddieni

Pro zvolend v ize urtit parametr g (e tokéd R) dvou typd
o Z, s+ RY = .2 :+R[QPC7'%/-,]

A ~ 2o (-27%)~ 7 7
¥ = o+ K
7-p q!f éz

kde .-.‘;;7 Jnou wtandardizovend kventily narsélniho rozdélen{ (vzhled & symetrii je a%-: -,é' )
Po jednoduchych Gprawvsch vyjde 7-p

(128)

(12b)

A

e
X - &
P DY ks Y,
qJp -
% Kgs T p
Index p zde ukazuje, 2e parsmetr d1kmosti obecné mdze zdviset ns poloze kvantild vzhledes
k sedidny,

Pokud ’g'a 12,, pfibli2né konstantn{ (resp, nent{ funkei P) postupuje se tak, 2o se uri{ me-
dién y e viech o . Jednodude JLP“ noiné odhadnout, parasetru R jako saérnicy

v 0-Q gr'a'm kde se vynédej{ hodnoty "f ve. %,0@). P?{ake v tomto grefu tndikuje, 2e
1zs pouit g-rozddleni s konstantng hodn’g’tou .g.~Pro stejny Ulel je moiné poulft teké graf
Sywetrie. kdy se vynéfe3f polosuay O,S(MP . u&,‘_'o) ve. u:'o/-? . 5 vyulit{s rov, (12s) »
(12b) snadno urlime teoretickou zévislosti

~r 2
qs(ycp + :&;_P) = %5 +75?-[u/v&7‘a)+ vp(-;«},}—-?]z
© X5+ Rg %5/ »
Pleti-l1 tedy predpokled konstantnosti parasetry sedikaeni g, vyjde v grafu symetrie pfi-
bli2nd linearni zévislost,

Pokud nent v konstantni, p’fedpokladd se obyéanl‘. 2e jeo to Jednoduchy polynom vzhledem
k normalizovanya kvantilis “()'v reep, jJejich ltverclm, Jednoduché Jo zobecndn{ typu s3/

5 !
= ¢ (1s5)
Fr =%t Fiks )

Rov, {15) lze snadno ovdfit na zdkladd grefu #ikmosts, kdy se vynbdi{ fp vs. Oé;g ., Poe-

kud vyjde v toato grafu pfibliing linedrn{ zévislost, je tfebs uvelovat obecndii{ rozdéle.
ni s nekonstantnia ﬁ, vyjédfenya rov, (15). Paremetry ;o/ % v rov. (15) lze snadno
urdit z Jseku & smdrnice v grefu dikmosty (doporuluje se poutit{ robusta{ regrese),

;t - Rozddlent

(14)

~ ~
P*i znaloati paremstry polohy lzo 5 & perametru mé/{tks R lze urédit pro ka2dé »& odpove~
dejic{ hodnotu 0 pfimo z dofinicnlhg‘vzuhu (4). Vyide

(&g - T P
Ay = L2t (L2F ;’5)/'?)]/% |

(16)



v pfipadd, iz te¢ wybdrove rozdéleni symetrické, musi pochopitelnd byt Ad;,= ﬁ;ﬁﬁ .Jako vhod-
ny periastr sélfitke ve doporutuje tnterkvsrtilovy odhad sadrodatnd odchylky mediénu /3/

a
B e 0.926 .( 2y L - g a) /[0 (17)

kde n je rozesh vybéru,
Zs pfedpokisdu stymetrického rozdéleni lze ptimo z definifnich vztashd

Ly - .,2;,5 + .Q-};oiezxp(/é'{:/éf) (188)

~ " 2
5= Bgs - R e (L L)
{zde },’o< 0 a 01’;}," "'a;) ) dospdt k linedérni funkci vzhledes k h
K - & 2
/ﬂ«[ Lif fad =,5zz€+/£a/%/a? (19)
..47{;,
Lo P .z
2 rov., (19) je petrné, le vynesenia /&[("?—p-"rf’)/éz%jvt. '};o/a! vyjde v prfipadd plat-

mesti k-rozddleni » konstentnia psrasetres épilstosti h plfiblidné lineérn{ zévislost, Tato
sévisiost se oznalule jako gref pseudo-sigma s umo2nuje odhad h 1 R ze smdrnice resp, use-

ky regresni plfimky.

Pro noradlni rozddleni je graf pseudosigma prakticky horizontélni pfimks s nulovou saérnici
e Osekes &~ R | Pro nesymetricks rozddleni vychézejf grafy pseudosigma nelinesrni.

Pokud naeai f4gp konstantn{ (ale /4;,2,4;70 } pPedpokléds se, 2e jde opdt o jednoduchou

zévisloet typu rov, (15), Tedy

Ay = Ay + /4‘%‘? (20)

Rov, (2U} lze jednodude ovéfit na zdkladd grafu dpilatosti, kdy se vynéii 4<: v zdvislosti
ne -%; . Pckud vyjde v tomto grafu pfibli2nd linedrni zévislost, znasmens to, Ze plati
obecndji rozdélan{ s nekonstantnim parametres §pilatosty vyjadfenya rov, (20).

fch rozddlent

To je nejlsstdjii pfipad. kdy je rozddleni det nesymetrické # ani po symetrizaln{ trensfor-
saci neodpovids délkou koncd normélnimu rozdélen{. Vzhledem k volbl@ £ (-2) ve tvaru rov,
(6] 8 funkcis (?C%z ffC}J . lze snedno urlit, %e rov, {13} plati nozfzacln ne velikosti h,

To znemend, e lie nejprve nalézt odhad pesrsmetru ipilstosti g (stejnd jeko u "Iistého™ g-

-rozddleni) s pak provést symetrizaln{ trensforsaci det pled odhades h,

PPy 2znsloati g mOZese snadno urltit s vyulitim z rov. (6) polorozpdt{ )
A ~ 4 ?
“&f—,b - MO,S’ =}—(vﬁ€?‘¢”)“’)’ Up(;f,’a/.!) (21)

Po upravé vyjde linesrni zévislost vzhledea k h

(Zrp=246)]_ 5 o, ?
3 4[5 (i;w—fsj‘ﬁ‘“ A /2 (z2)

<
_Vyn.oonil J ve, %’o/a? (modifikovany graf pseudosigms) vyjde v pfipadd pletnosti g-h
rozdéleni s konstantnisi g, h pfibli2nd linesrni{ zévislost,
Jednoduds lze také postupovet v plfipedd, le 529 jo vyjasdlfeno rov. (15) a /‘;D Je vyjédfeno
rov, (20}, Protcie je odhad g&b nezévisly na ) 1ze stejnd jeko u “Tistého" g-rozdidleni
neslézt parasetry 5%9 ; G¢ o Pro odhad psrassetrd , ks vbak J11 nelze poullt rov, (20),
sle je tlebs provést symetrizalni transformact (stejnd jeko u rov, (21)),
Po Upravéch vyjde vztsh

A

¢ .A( <
&P "&gffo‘%u""‘i“% (27)



o , (Lep = %95) I
3 - ol e Gz 4

se urluje pPi znslosti fg . G, pro xedé p. Zévislost ', ve. ’A’ se oznatuje jsko
zobecnbny grat épicatosti, vyjda-11 psrabolicky, zaomend to, 2e je nutnd poulit zobecnind
g-h rozdéleni s nakonstantnimi parsmetry g, h,

Pro ovéPovéni platnosti rOznych typd g-h rozdéleni lze pochopitelnd pouiit forsélni aperét
lineérni regrese o testovet vyznesnost esdrnic, resp. usekd ve vyde uvedenych grafech, Pro
vlely pPedbéiné analyzy dat viak bdZnd postsiuje posouzeni visstnich grafd,

S PROGRAM EXGR

Progrem EXGR byl vytvolen v jazyce MPL pro stoln{ politel HP 9825 vybaveny plotterea, Sklé-
dé se z Pady réznych grefd pro posouzeni stetistickych zvlédtnosti datr, Kromd Fady dsléich
se pro posouzeni dikmosti poulivé grafd 2

- symetris, t,J, zévislosti O 5(«5’9. v54 P) ve, .5;0 /o

« fikmonti, t.3. zévislostl p V.

Pro posouzeni Spilatosti se poulivéd grefd :

- pseudosigms,t.j. zévislosti ,&[(-g’—w,)/(.?%!/n

- dpidatosty, t, ), zévislosti o ve,

v ptipedé, 2e vyjde vyraznéd dikmost vthdFonJ perametrem g (resp. ;a, ),providt oo pled po-
suzovénie 8pilstosti symetrizaéni transformace kvantild

12,;“- j,g//aﬁ(i)o’f?)—/_] (24)

vihledes k Ulelu pouliti se pouze kresli jednotlivé grefy spolu s cdpovidajicis robustniam
(nediénovys) odhadem regresni plisky,

6, ZAVER

Z wylde uvedensdho je pstrnéd, 2e manipulace s g-h rozdélenia je velai snadné, Nevic js moiné
nejdPive urlit dikmost (et g-rozddlen{) a» pak zprecovévat ipiletost (Zést h-rozddleni) po
syaetrizelni transforassci. Pro Ulely genersce nshodnych &isel je vyhodnéd, 2¢ je g~h rozdi.
len{ definovanéd ples kventilové funkce, Toho se také s vyhodou poulivé pfi odhadech pars-
sstrd, Pro Glely pFeddilné snalyzy dat je zese vyhodné, ie lze jednodude popset § plipady
rekonstantni Sikmosti resp, dpilatosti v zévislosti na vzdédlenosti od medisnu,

Také grafy sysetrie s pseudosigme lze interpretovat s ohledea ns jejich vyznea vzhledea ke
g=h rozddleni,

Pfi poultit{ g-h rozddleni jako systéau empirickych rozdélen{ je viask nevyhodou, Ze nelze
obscnd snalyticky nalézt odpovidajici frekvenini funkce, Pokud je to GC.IO‘ISUdI zlejmd vy-
hodndjdi pouliti{ jiného translalniho systému empirickych rozddleni., jeko je Jghnsondv, Shs-
pireo - WilkQv atp,

7, LITERATURA

1/ #ilitky J,: Zpracovini esperimentélnich dat I, pledbdlnd enalyze, Skripts OT Oetrava
1986

/2/ ncyklopedis of Statisticel Sciences, vol 4, atr, 298-301, J.Wiley New York 1982

/3/ Hoeglin D.C,, Mosteler F,, Tukey J.W, Eds. : Exploring data tables trends and shepes,
J.Wiley New York 1985, kesp, 11



