ANALYZA PREZtVANL, coxOv MODEL

Véra Lanské, IKEM, Praha

Prispévek je zaméfen na statistickou analyzu dob prefivani. Bude uveden piehled zidkladnich statistickich
matod. Hlavni cOraz bude kladen na vy¥etXovani vlivu tak zvanich vysvitlujicich promiinngch . Tento _p?“xst.up je
velmi dasto udivdn v medicinské statistice, i koy¥ oblast wwuditi je jistd daleko ¥ir#l. Zikladnim pXedpokladem je
axistence nezipornéd valiking s odhadnutelnum rozptulam, £asto cenzorovand zorava.

10vOD

PRedmitem analyzy plefivani ja vufatXovani jedné nebo vice skupin objektd, kde pro ka¥dy jednotlivy objekt
méma cdnu udilost (salhand) , kterd nastivé po n¥jakém ¥asovém intervalu (doba do selhdni, doba pKe2itd). PRiklady
doby do selhdnm xarrmuii dobu fivolnosti soulistek, dobu pre¥ivani pacient8 v klinickgoh exparimentech, dobu trvani
stivek, délku doty nezamistnanosti, dobu pot¥ebnou k vykondni ndjakého specifického tkolu a dal¥i. Problémy, které
sa najlasidii ¥ekl, jsou odhad pravadpodobnostnino rozlofeni doby piefiti v dané skupind nebo statistické porovnani
#cb prefiti v n¥koika skupindch. Pokud mime pro ka¥dého jedince k dispozici vektor wwswitlujicich proménnich,
milame analuzsval iajicn vztah k dobd pefivini. K jadnoznaénému urdenl doby do salhini potéebujeme zndt
jadnoznalng politek, méXitka ¥asu musli byt shodné pro véechny jedince a okam¥ik selhdni musi bit také jednozna&né
urden. Mo¥nost wiskytu netplndch pozorovani zabrakuje ufiti klasickych statistickich metod. Tato pozorovani nim
dévaii pouze informaci, ¥e k salhdni do n¥jaké doby nedo¥lo (canzorovanl). Dile¥ity pledpoklad je, ¥e selhini
naovliviuji cenzorovdni. Existuje n¥kolik tupd cenzorovini, v ndsledujicim wikladu budeme pXedpokladat nihodné
canzorovéni. Vedle specidlnich matod, které budou uvedeny v prisplvku, existuje mnoho jingoh, které 1ze také vgu¥it
*&ontingenni tabulky, diskrimina¥ni analgza, logistickd regrese nebo regresni analyza pokud nemime cenzorovand
pazoravénl). Programové vebaveni je z velké &isti obsaZenc v souborech programd BMDP, SAS nebo GLIM.

2. PARAMETRICKE MODELY

Uvaduime nezipornou nihodnou vali¥inu T, kterd popisuje dobu do selhani. Funkci pkefitl rozumime S(t)=P(T2L).
Budema predpoklidat, ¥a existuja hustota rozlofenl f(t) = -Sb). Intenzita selhdnl (rizikowvi funkce) je definovand
~ vatahem '

. P@LTCten 1 tKT £4)
MO = lm | h = &5

Mezi funkel pReiti a intenzitou selhdnl plati

t
S(usz-I Ns)as ) .
]

Intanzita selnini popisuie okam¥ité riziko selhdni a je velmi Zasto pou¥ivana v analize pre¥ivini.

A Nuni uvecene nékterd pravdépodobnostni rozlofeni vhodnd pro dobw do selhdni:
i) axponanciilni rozlofeni, ML = X ‘
Gi) Gamma rozio¥enl, intenzita mi komplikované wwjddkenl s 2 parametry
" id) Waibullovo rozlo¥enl, M0 = kx 0w K4
(iv) 109 ncrmalni rozlo¥en!, intenzita neni monoténni a ma dva parametry
(v}  irversal Gaussovo rozlofend, m;rmtfické, neni vhodné pro cenzory



PXi odnacovani reznémich parametrd v parametrickich mocelech se neifastdii w¥ivd metoda maximalni
vérohodnosti. Necht £(t; 6 je hustcta rozlofen! doby do selhani. Vektor neznimich parametr8 wvadujeme ve tvary & =
= W', \), kde vektor parametrd w nds zajlmd a vektor )\ obsahuje rufivé parametry. Jedinec, u kterého dojde k
salhdnl v okamfiku t pXispivd k funkci vérohodnosti Xlenem f(t; 0) a jedinec, ktery je cenzorovan v-okam¥iku c
plispivd &lenam Sic: €. Funkce wérchodnosti pro n nezidvisldch jedincd s indexem i md tvar

o = ] wge T sepe.

necenzor. cenzor.

Tedy pro logaritmus véronodnostni funkce plati vztah

Ko = > loa f 0 « > log S 0
necenzor. cenzor.

t
Qpl&in.-u X; = min (j, ) a At 0) = J. Ms; 0) ds, pak dostaneme
i, "u" i o

. n ' n
18) = E log Mxj; 8 «+ E log Stx;; &) = g log Mx;; @ - E Atxg; o).
necenzor. i=1 . i=y™

Tento vztah pro logaritmickou wérohodnostni funkci ukazuje jednu z wghod zavedeni intenzity selnini. Odhady
nazndmgch paramatré maximalizuil 10). Testovani hypotéz o nezndmdch parametrach je zalo¥ano na asymptotickych
viastnostech maximln vérohodndch odhadd. Uvedame tXi zdkladnl statistiky pro testovani hupotézy H: w = w;.

A

@ virohodnostn! pomkr W wo) = 2 £ 1B, 0 - Mug Ry 2

(i) Waldova statistika Wlwg) = € & - wo vitd, 0 (8 - wp, kde vy, je submatice inverzn informaknd matice
i) sk = Ulag) Viwg, hg) ,  kde Ul :3-1(‘»,»|,

i) skorovd funkce Halng) o} Viwg hyy) g , o = = X-ﬁgo

2 ,
vechny tyto statistiky mail za platnosti hupotézy X rozlo¥en pravo¥podobnosti se stupni’ valnosti , které se
rovnail dim wg. (Podrobnad odvozeni 1ze najit napX. v [1], [2], [S), [73)

3. NEPARAMETRICKE METODY

V pfedchozi ¥isti jsme pRedpoklidali, ¥a znime tXidu pravddpodobnostnich rozle¥en, ktarou se Kid! doba do
salhdni. Nuni uvedeme dva zikladni neparametrické odhady pravdépodobnosti prediti. Klasiokd matoda, ufivand hlavnd
v epidemiclogii a v poji¥lovaci matamatice, se nazgvi ‘life-table’. Sladovany Yasovy Usek sa rozdéli na pevné
podintervaly Iy = 0.7y, ... Jy= (1., 7) ( napK, 0-6, 6-12, 12-24, 24 a vice). Dzna¥ime si

nj = # %ivgch jadincd na poatku I , di-asalhani-b&mll.
p; = Pretiti 11 na poditku I; je nafiw),

W + 1; = # cenzorovanich pozorovini v intervalu L.
Pro pravolipodobnost, pfefiti plati

S('rk)-P(T)'rQ-ﬁpi.

ini



Metodou ‘life-table’ odhadneme p; pomoci B; = & - di/n{’, kde N’ = n; - 1/2 (W; + 1)) sa nazdvé efektivni
rozsah a odhad pravd®podonnosti pleiti je pak

. K
S(‘Tk) = Hp i

i=4

Rozptyl odhadu je dir izv. Greenwoodovou formuli
o d
A A 2 N
var(Stry, ) = Sty 2 w .
E2Y
Tento odhad se nehoc. pro malé vibéry, kdy rdznou valbou intervald miZeme dostat velmi odlifiné vislediy.

Pro plesn¥;si odnad funkce pXefitl se u¥lvi Kaplan-Meieruv odnad (nazgvany t&¥ product-limit). Odpovidi
pledchozimu, kde za 7; bereme i-té uspoXidané pozorovidnl. Tedy predpoklideime, ¥a pozorujeme dvoiice (Yy, 8y, ...
&¥n, 8, kde §; oznadume indikitor salhdni a plati Y(4) ¢ .. ( Y, (nenastdvajl shody). Pak odhad funkce pRefiti mi

tvar
dv = ” @ - AW
Neivrl ’
stt

 Paiad 8= O Je thaba dodefinavat §1) pro t ) u(, neiastéii se v tomto pKipadk Klade 8() = 0 . Rozotyl odhadu je
opdt dén Greenwoodcvisu formull. Dale lze dokdzat, $e &) md asumototicky normilni rozlo¥eni. Parametr polohy
sa najastdii odnhaduic medidnem &1/2)° anabooanademswedmhodng_[sxudz

Ke srowndni dvou a vice vibérd existuje mnoho statistik. Pro jednoduchost budeme uva¥ovat pouze dva wibéry
a uvedeme dva zéxlacni testy. Necht pro prvnl wvibér T,, ... .T, (doby do selhand) jsou iid. s distribu¥nl funkci Fy
Cu - Ln s0u iid. s sistribuéni funkel Gy K nim pKislukné okam¥iky cenzorovinl). Pozorujeme dvojice X, &), ...
K 8o kde X; = T ALy a 8§ =X T; <C). Prodrund vibér mdma Uy, .. Un s Fp & Dy ..Da s G a
pozoruieme (Y, €5, .. (Y ée). Obwikld hupotéza j@ Ho :Fy = F, .

Prvni tast se nazgvd Gehandv a je zobecnénim Wilcoxonova (resp. Mann-Wnitnew) neparametrického testu na
cenzorovand pazarovani. Testovaci statistika ma tvar

1pro t;)u;

n »
1 3
U= E E U.. kde U, = 0 jinak.
=1 =1 v ! { -1 Dl‘oti)u’

" Druhy, Mantei-Haanzellv, je zalo¥en na posloupnosti &tu¥polnich kontingen¥nich tabulek. Vibdry slouXime,
uspofddima a pro ka¥dé necenzorované pozorovini vutvoXime tabulku pro po¥ty v kategoriich skupina 1.2, selnal
nasalhal. Testovaci statistika se rovnd

kde 2, je poiat jedincd v levém hornim poli¥ku kontingenéni tabulky u i-tého necenzorovaného pazorovani.
Ooa vife uvedend testy lze zapsat pomoci

E Ni(ai - EO‘AI»‘

kde w &L pro Mantal-Haenzaldv a wsn; pro Gehandv tast, kda n; ia palat hdirnﬂ‘vrlﬂkuvckamiikui-wn
uspoXizaneno selhdni. Odtud je vidkt, e Gehanfv test klade vit¥i vihu na poXite¥nl salhénl, zatimoo MH test diva
viem stejnou. Oba testy maji zobeondnl pro vice skupin. (Podrobndifi literatura viz napX. [2), [6), [91)



4. REGRESN! MODELY

V nislecuiici 2isti uvecame ndktaré modely, které jsou vhodné pro vuletrovani vlivu wesvitluiicich faktord
(nezdvisle promEnnich) na dobu do selhdnl. Pro kafdého jedince mime din p rozmérnd vektor z vusvétlujicicn
faktord. Slo¥ky z reprezentui rdzré velifing, jako napX. zpdsob ofetXeni, vnit¥ni vlastnosti jedinc8 (pohlavi, vik) a
_vndi¥i viastnosti. Daifi slofky vektoru z mohou bit dodate¥nd vytvoXenw; napX. slo¥ky k velat¥ovdni interakci mezi
faktory. Vusvitluilct faktory mohou byt konstantni a nebo proménné v ¥ase. Lasto je vihodné definovat vektor z
tak, aby z = (0,...0) odpavidal néjakeé ‘zékladni’ mno¥ing podminek. Modelovini pak mé dvé Grovnd:

(2) modael pro dobu do selhdni pki z = (0,...0)%;

(@) reprazentace zmén pXi nenulovém z.

4.4 Parametrické regrasni modely

Intanzita selhdni Mt, z; & je urfena a$ na vektor neznamich parametrd © = (¢, f), kde ¢ ovliviuil intenzitu a 8
se vztahuil k vusvitluiicim faktor8m. PResnd pravidla, kdy aplikovat pln¥ parametricky modal neexistuil, ale je
vhodné mit na mysli nasledujici doporudent: :

@) pro valmi slofité siluace i@ vhodnd alespoX Xiste¥nd parametrizace

.‘) pro pouné srovndni nékolika skupin s relativné velkim podtem pozorovdni je  vét¥inou nejlepkl u¥it test
_ " na parovnini emairickdch funkci prefiti .

u:.‘-u studovat relativné slo2ité zdvislosti a data jsou canzorovani, pak proporciondlni Cox8v modal je
(@ klademe-li hlavni giraz na vysvitlujici faktory, odnad funkce pladiti nenl dBleXity

(@ jast tXeba provast alespod ndjakou kontrolu sprivnosti paramatrického vujadieni

) statistické ziwdry jsou citlivé na extremni hodnoty jak v prostoru z tak v prostoru dob do selhdni

Analdza plné paramatrickuch modeld je opét zalo¥ena na matodd maximilni vérohodnosti. Rovnice maximdlni
virohodnosti j@ obvwkle Fefena iterativmi numerickou matodou. Hupatézy o parametrech se testuil pomoci statistik
wedanych v paragrafu 2. Nuni uwedeme niékteréd neilastlii u¥ivané modaly. o

(i) exponencidlni roziofeni s intenzitou M, Z; ©) = expl 82 )

(ii) Weibullovo rozlo¥eni s intenzitou A, z; O = k t5 exp( A’z )

(iid) cbacny proporciondini madal s intenzitou Mt, z; 0) = Ng(t; #) NB; 2), kde N\g a h jsou znimé a nezdporné
funkce

v} aditivni model s intenzitou AL, Z; 0) = Molt; #) + WG 2)
(Podrobndi¥l literaturu 1ze najit napX. v [2), (6), [91)

42 caxBv REGRESN! MODEL
Tato ¥ist bude vnovand proporcionilnimu semiparametrickému modelu s intenzitou

M, 2) = N\g(t) exp(g'zd,

kde g je neznimd nezipornd funkce a 8 je p-rozmérny vektor neznimich regresnich koeficient8. Nejprve se
budeme zabyvat odnadem regresnich koeficient8. Odvodime funkci, kterou Cox nazval ‘podmindnd’ wérohodnost. S jeil
pomocl ziskime odnady regresnich koaficientl, které majl stainé asumptotické viastosti jako odhady maximlng
\irohadné a jajich¥ efficience je pomérn¥ velkd. Predpoklideime, ¥e v jednom Zasovém okam¥iku nedoide k vice
uddlostem (nenastivail shody). Pro uspoXidand pozorovinl platl W, ¢ wg( -« Cuiy » & J@ indikitor salhdni a 2, i
veitor vysvitluiicich faktord pRisluling k w, . R cznaluje mno¥inu jedinol, kteX! jsou v riziku tésnd pXed okam¥ikem
iy ‘tady mno¥ina R, cbsahuie jedince, ktedi pXislueil k ¥as8m uy, i,y - o ey Pro kafdé necenzorcvand



pazoravani clati
gz,
P{ dojoe k selhdni v [ Yoy YeytBu ) I Ry ) = _;_ e ' dolug A
€ Ry
expls'z;)

P sel¥e G-ty v Ease y, | jeden jedinec z Ry, selfe v Lase w,) =
exp(g'z )

€ Ry

Vezmema-li soufin téchto podmingndch pravddpodobnosti; dostaneme tzv. ‘podminénou ¢ viirohodnost

X exn(8'z;)
o . ?TITS
i€ R

PXi odnadovini regresnicn komficientd zachizime s Lo® jako s obwwklou vérohodnostni funkel. Tedy k nalezeni
oonadd ijeme skorovy vektor a vibdrovou informadni matici

WD = 2 loole® & i@ e- 2 1og Le®
-3 2, .

. Mo B je ¥edenin soustavy rovnic W8 = O, kierd vt¥inou vadaduie iterativi metody. Steind jako pro maximilng
wlirchodné odnady plat , Je 2 je asumototicky normiln! se st¥edn! hodnotou 8 a rozptulem i@, K testovini
Bmotdzy  Ho: B=0 l1za ufit skérovou statistiku QY 4 WD), kterd md za platnosti hupotézy  X° s p stupni
valnosti. Jednatlivé slofky skérového vektoru a informadnl matice mail pro B=Q jednodulf! tvar

s T, o

wp= > {4 ;u,-.-iwea-w}.
neceizor.” ' &R
kde Z,=nt ;zja n, = pofet prvkd mnoting R
&%,
Sp-ciiln&prcp-iaw;sv&nuiicifakwr,ktwom&uhnﬁs}u*mstmmudgzﬁwmz

islaping a z=1 pro jedince z 2skupiny. Vife uvedend statistika odpovidi Mantel-Haezalowd -za pledpokladu , ¥e
nedochizi ke shoddm. :

Dile uvedeme odhad funkce prefiti Stt). V literatuke existuje mnoho pi‘isn.p&. 2de uvedeme pouze jeden.
Funkci ple¥itl wiia®ime ve tvaru

1 g8'z
Sit; 2 = expl -0 2 .[).o(s)ds)-sg(u“ .

a S5(t) adhadneme podla Braeslowa pomoci
&waTT (s- " )
. > axp(p'z) *
st €R
Literatura tikajici se Coxova modelu je napX. [2), [6), (8), [9).

Mumzmvazmmwmwammmw.mw
waduse margindlni virohodnast pro ‘po¥adl a pladooklideime, ¥e nedoohdzi ke shodim. Pozorujeme dvojice Xy 64
- Mo 6w, ke k nim plislubnd T; mail distribuln funkei F; s hustotou # . Vaktor poXadi
R = R, .. Ry je witvoXen nisleduilcim zp8sobem: '

'R = po¥adi mezi necenzorovangmi pozorovanimi pRi §ei,
R; = pofadi pKedchoziho necenzorovaného pki  §e0.



Marginilni virohodnost pro poXadi ma pak vgjddfeni

Nnec
e, §) = J I 'I'[ {Fuatap I[ (4 - Fyupl} duy ... g
=i iSCiivs

U . (I.Jﬂ"e<

Dosadime-Li o s
_ Fith = 1 - expl-a  * [ ds 3,
dostaneme °
L@ = pir, 8.

Dile predgoklidesme, ¥e mime posloupnost dvojic ndhodnjch velidin XSy ... XaSe. Necht 4, oznaluje i-té
uspokddané nacenzorované pozorovini, X; obsahuje informaci o c.nzorov&nl v intervalu ly,..,. ¥, a informaci o tom,
$o k salhini doide v u,, a S cbsahuje informaci o tom, a privil jedinec se z,; salfe v w,,

" Potom plat, $e marginilni vérohodnost Sy, ... Sa md tvar ’

m
PSy . Sald = [[ BSIS, ... Seii B.
: . i=l :

_ Pudnhl viirohodnost Sy, ... .S ddno Xy, ... Xa md tvar

. .
DS, . Sul Xy o Xg i) = ]'[ BEIS, ... Sigi Xgu e Xuil).
=4

Mv&‘dﬁd‘\aﬂ sa rovnd

m .
Py - Sus Xy o Xai® = [[ 0K | Xpu o Xiogs Sy v Sy yi8) =
i=g

[11] m
n H PO, | Xy . Xy Sy oo S i) T[ B8, | Xy o Xeegs Xii Sy o Sy
iai ixi
Cox v [15] dokizal, ¥= plati

m
Le@ = ] oS 1 Xp o Xews Xji Sus o Sy,

. i=si
Proto se Lo také nazgva Edstednd V¥rohodnost.
PXed poufitim Coxova modalu j@ vhodné ovdKit, zda jsou splndny pradpoklady proparcionality. Cbwikia se

poufivé test graficky, ktery j@ vhodné ve spornich pKipadech doplnit testam numerickum. Nyni uvademe hlavni
myllanku grafického testu. Vextor vesvtluilcich faktor8 napifeme ve tvaru z'= z, .. 2z, 2, kde prvnioh &
slodek splfuje pfadpoklad proporcionality. Intenzita pro i-tého jedinca md tvar ,
M, 2jpind... kel = Dolt, Z; 1) @xp(B'Z)).
Za platnosti n?‘-doddm proparcionality plati
Lolt, zi‘ ked! = Rolt mkﬁ-i‘ki—lé'
u..sv&nnici faktor 2, se kauwm do p trovni. Potom platd
Mt 2jpdel,... K+l = Aog(t) exn(f2)), S=4, ..., 0.

hosei(l) = dogtt) ™5, sat, .., p.



Oznadime-li .
As®) = [hosw) du, s=L..., p
Q

pak grafy 1og Azit) s=1,..0 versus t majl za platnosti pRedpokladu proporcionality konstantn diference B3 ... s Bp.

Pomérnd jednodury numericky test 1ze najit v [42] a nebo v [241.
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