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1. Model polohy.

Necht xl,xz,... je posloupnost nezdvislych pogqrovén( z populace s distribuén{ funk-
cf F(x-8); distribuén{ funkce (d.f) F je obecné neznimd, pouze ptedpoklddime, Z2e patti
do tridy 95 distribuénfch funkci symetrickych kolem 0. Chceme ocdhadnout parametr & na

zdkladé pozorovan{ xl,...,xn.

Jednu z rozssdhlych tfid robustnich odhadli parametru polohy tvor{ M-odhady zavedené
Huberem (1964). Definujme M-odhad M, parametru 8 jako globdlni minimum statistiky

Xi-t
(1.1) R (1) g Q¢

vehledem k t € Rl, kde s = sn(xl""'xn) jel!kilovt statistika vyhovujict podminkém"

) = min

ksn

(1.2) sn(XIOC,...,Xnoc) z gn(xl,...,xn)oc
1
sn(cxl....,cxn) = ¢ sn(xl,....xn) , ce&R
a k>0 je volitelnad konstanta. 0 statistice sk ddle pfedpoklddime, Ze

(1.3) Sh —P, & :6(F)>0 pFl nepco

kde G(F) je néjaky kladny funkciondl d.f.F. Rada autord doporutuje volit konstantu k
tsk, aby ziskany odhad byl vydatny pro néjakou specidlni distribuéni funkci F, vétsinou
pro normélaf rozdélen{.

Ochad, definoveny pomsaci (1.1), je ekvivariantni vzhledem ke zméné méfftka, tj.
{1.4) Mn(cxl,...,cxn) = cMn(Xl....,Xn). ‘c > 0.
Casto se téz vol{ S, # 1; pak posloupnost s, oviem nevyhovuje (1.2) a vysledny odhad

n
nen{ ekvivariantnf ve smyslu (1.4). Nejtastédjs{ raobustn{ volbou Sh je bud mezikvartilovs

odchylka
{1.5) Sn ° ant%n] - Xn:[% n]

kde X &... $X,, . Jsou porédkové statistiky ptfslusné X,,...,X, (pak ©'(F) = r‘l(%)-
- F'l(%-) ) nebo medidnové absolutn{ odchylka (MAD)

(1.6) s, = med lxi - ;n‘
4¢idn
hds X je medidn X,,...,X (pak &(F) = F~1(3/4) pro symetrickou F).
;cstliZe Q Je konvexn{ funkce symetrickd kolem 0, 2 tedy AV(x) =-§§—-— je neklesa-
Jtet antisymetrickd funkce, lze M-odhad uréit jednoznainé ve tvaru

Mo = M-+ M*
n n n

€.7) N; = sup it : g;; ﬂ?(x;;t) o Oj
n
u"‘ = inf {t : inji 1‘;(%,—) (0}.
n .

JestliZe navic ng-t)df(x) md jediné minimum v t=0 , pak Mn konverguje k 8 v pravde-



podobnosti i skoro jiste pti n—oco (Huber (1981)). V téze Huberové knize mGleme najit

i obecnéjsi podminky pro konsistenci posloupnosti Mn . Specidlng, jestlize ¢ neni nutne
konvexni, ale je to absolutne spojitd,zdola ohrani¢end nekonstantni funkce symetricka ko-
lem 0 a takova, ?e je neklesajicf na [0, =), pak pro konsistenci M stacf, ze F md
silne unimoddlni hustotu f(1j. [ Je rostouci pro x< 0 a klesajfci pro x > 0) [Yil napf.
Freedman and Diaconis (1981,1982)7 .

Nyn{ uvalujme, CO S& stane, kdy? funkce

(1.8) n(t) = SQ(x-t)dF(x) :
. nems globdlni minimum v bodé t=0. Pak plati ndsledujic{ tvrzeni (Freedman and Diaconis
(1982)): .

Tvrzeni 1. Nechl funkce { je symetrickd kolem 0 a mé ohranicenou spojitou derivacl

.Necht Xl. Xz.... jsou nezdvisla pozorovédni se spoletnou distribuin{ funkci F(x-8),
kde F je spojitd, symetricka kolem 0 a takova, 2e funkce h(t), definovani v (1.8), je
ohranicend a nemd globalni minimum v bodé t=0. Pak existuje ¢>0 tak, Ze s pravdépodob-
nosti 1 statistika

n
(1:9) R_(1) = $“ (x;-t)
pro dostateéne velké n nemd své globdlni minimum v intervalu [S -t , e,a] Specidlné,
M-odhad defincvany jako globdlni minimum R (t) neni konsistentnim odhadem 9

Dikaz. Bez ujmy obecnosti muieme poloZit 8 = 0 . Pak mGZeme pséat

n'lkn(t) = h(t) » SQ (x-1)d(F_(x)-F(x)) = h(t) - S(F (x)-F(x)) P (x-t)dx

kde F_(x) je empiricks distribueni funkce prislusnd X,...,Xn, tj. F ()= n 1:£:1 [x; ¢ %]
i=1

Pak tedy k libovolnému h]>o existuje n, 3 pron 2 n, plati

(1,100 |n7lR (1) - n(t) | < .

ProtoZe h nenabyvad globdlniho minima v bodé t= 0, existuje t #(]tak ze h(t) > h(tc).
Zvolme &»0 a q'>0 tak, 2e h(t) 2 n(t ) + 3Mpro It ¢ e . Pak projti{e plyne 2z
(1.10)

-1
n Rn(t) > h(to)¢2nL

-l .
n" R (%) $ oh(t)em
a tedy
n“Rn(t) 3 n’IRn(to)onl

pro it|€&¢ , odkud plyne tvrzeni.

Rada autoru (viz napf. Hampel, Ronchetti, Rousseeuw and Stahel (1985)), doporudujf
u2fvat tzv. redescentni M-odhady, jimZz pfislusnd funkce qr( Q' ) je bud rovna 0 pro
{x] 3¢ nebo konverguje k 0 pro |x{=—poe . Hlavnim argumentem pro poulitf téechto funkeci je,
2e zcela potlalujf vliv odlehlych pozorovdni na vysledny odhad. Takova funkce ay samozfe]j-
a2 neni neklesajfci a pfislusnd Q nen{ konvexni, a mohou tedy vést k M-odhadim, ktereé
nejsou konsistentn{ pro nékterd rozdéleni pravdépodobnosti.

Uvedme si nékteré pfiklady.

(a) Q(x) = log (1+x)?
NW(x) = 2x/C1ex)?
(Funkce Q je veérohodnostnf funkc{ Cauchyho rozdélent).
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M-odhad, vytvoteny témite funkcemi, se v knize Andtews a kal.(1972) nazyvd "skipped

mean®,
( ce <
e) Q"‘) .Fl I«
1 N I
sign x ver |x 1
ﬂf(v)- ¢
n [t' 1,

Pfisludny odhad je v literatufe nazyvan “skipped median®,

Prdvaé k nekteréd 7 tachte funke{ mdle oxistovatl distribucni funkce F, absolutnd spo-
Jitd » symetricksd, ale takovd, Je funkge (1.R) nahyvd v badh L:0 nikoli minima, ale
maxims. Pochdzejf-14 posorovan{ 7 rnsddlen{ ¥ (x-R), snamond to, de globdin{ minimum
Rn(t) (1.9) nen{ konuintcnl“ln odhadem 9, Néktet! autofi doporutuji jako odhad para-
metru 8 to feden{ rovnice S (X -1):0 , kterd je nnjhlide ndjakdmu konsistentnimy

k31

polétetn{mu odhadu, napt, medidnuy, V situaci, ktrrnu jnun nasnacili, by takovy odhad
i mohl byt konsistentin(m ndhadom, ale kanvergujicim & hoda masima funkee h(t)(specidline,
u funkce(a) bhycham tedy doatali “minimding virohndny uphad™.

Friedman a Diaconis (1981, 1982) ukdzali, e takovd disteibucng funkee (2 hustoty)
skutetne mohoy exintovat. Priklady nalnzli mesi multimodAInimi hustotami 4 ohranifenym
nosicem, Popfseome néktnrd 7 injich pfikladd.

(1) Q(l) v |0l7, LY N‘(vﬁrmmdmmtnl funkee Cayrhyhy' rozddleni) a Q.‘(\\Q(E‘.
\
Pak



\,"(,) C -y ®)?
Polo2me x : JV??iiiré 0.81; zvolme libovolné k z intervalju (I.I/NC) a x, 7 intervalu
(xgs 1/k). Nechl 7 je ndhodna velitina, kterd nabyvad hodnot skx, a sky3, kazdé s

pravdepodobnostf 1/4. Pak
2.
E QD -tk R () <o
s funkce E{Q k(l&) nabyvad maxima v bodé t:0.
Nechl nynf Y je nihodnd velilina ze symetrickou hladkou hustotou g, kladnou na
(-1.,1) a rovnou 0 jinak, Pak, pro dostatelné velkd m, nahodnd velicina

7_ = + ¥ m& nladkou symetrickou multimoddln{ hustotu na nosiéi [-2.2] a funkce

Z
m m o om '
[uek(l;-t) nabyvd maxima v bodé t-0. Podle tvrzenf 1 odtud plyne, Ze maji-1i XI-B,
Xz-B,... stejné rozdélenf jako Z;, je M-odhad vytvoteny funkc{ {?k nekonsistentni,

vV tomto pfipade¢ mdleme dokonce dokdzat:

n n
a) Rovnice ?;i'vk(\i-t)=0 m& tfi koteny, M-n Hon M‘n. Vyraz Rn(t)= %;qek(xf4)
md lokdln{ maximum v t=M_ 3 lokaln{ minima v bodé t:=M__, M_,, . Jeden z bodd M, ., M__

je zdroven globdlnim minimem, 3 tedy M-odhadem 8. [xistuje }r'z 1r(F) >0, tak, Ze
M_n — -Y, Mon —0 a Mm-—t\r s pravdépodobnost{ 1 pti n-—pe= . D5le existuj{ pod-

posloupnosti n‘J a n_J pfirozeﬁych tisel tak, e Rn (t) md globdlni minimum v tzM‘n

+) +]
a R (t) md globalni mimimum v t=M__ . Tedy M-odhad nekoneiné mnohokrdt osciluje mezi

-) -J

-T a 7 a nemic byt si1lng konsistentni.
(1i) Uvatujme Tukeyho funkci (b). Pak, podobné jako v ptedchazejfcim ptikladeé, polo2zime-1li
P [3- JEN /1§‘§ 0,185 a zvolime k v intervalu ( 45/3. l/xo). miZeme najit hladkou
symetrickou multimodadln{ hustotu s ohranitenym nosicem tak, e odhad vytvoteny funkci(@k

je nekonsistentnf. 7 numerickych hodnot se ukazuje, e pro k > I/x0 : 5.41 je M-odhad
patrne ji? konsistentn{ (Jukey navrhuje volit k=6).

(111) Uvalujme funkci \9 2 ptikladu (c) a libovolné k>1, Pak existuje symetrickd hlad-
k4 hustota na ohraniceném nositi takovd, e t{di-1i se pororovan{ touto hustotou, je
M-odhad nekonsistentni.

7 tiéchto konstrukc{ nemb2eme vyslovit jednoznacny zdveér, spise nékolik pozndamek:

M-odhad je konstruovany tak, aby omezil vliv odlehlych pozorovani a rozdéleni's té2kymi
chvosty, Poulijeme-1i vsak redescentnich M-odhady, riskujeme, 2e odhad nebude konsistent-
n{ v pfipadé rozdelenf s lehkymi chvosty, ke kterym typicky patf{ useknutd rozdéleni

a jind rozdélen{ s ohraniCenym nosicCem, Pokud 7 povahy mtéfeni dat yime, Qe rordéieni je
useknuté, jsme opatrn{ pfi bou?itl redescentnich M-odhadd. Vzhledem k uvedenym proti-
pfikladim je vhodné nejprve porovnat vybtrovet rospeti s ovyberovou medianovou odchylhou:
pokud je rozpét{ mensf{ ne? ttytndsobek medidnoveé odehylhy o nepous jeme {taucthvho véro-
hodnostn{ funkci s hodnotou k blfizkou 1; a funkey ? 2 ptikladu(b) pouzijeme jen pro

k 2 6.

11. Linedrn{ regresni mode

. ¢

Uvadujme klasicky linedrnf regresni model

Yeap e



hap x S ""'Yn)’ 10 vektor pozoroving, 3 }" Je dand regresnf matice tadu nap,
ﬁ: ( Pl"") Pp)’ je parametr a ¢ (01.-...nn)‘Jp vektor nezavislych chyb, stejne
rozdélenych s distritueni funkcd b . M-odhad (nestudentizovany) definujeme jako fesend

minimalizace
n

(2.1) Z Q(Yl-!l’i) : o momin, L CRD
il

Wde !: je i-ty tadek matice X. Jestlile Q ju konvexnf funkce,je (2.1) ekvivalentnf

tedenf soustavy rovmic
n

) _ '
(2.2) ;;% T ASS-TE LA I
Jestlile obecne @ neni konvexnf a funkce h(t) = SQ)(x;g)d;(x) nemd minimum v bodé
t:0, mbleme vyslovit tvté} zdvéry jako u modelu polohy, a tedy pro nékterd rozdélenf

chyb mote byt teseni (2.1) nekonsistentnfm odhadem w,§ .

viimnéme si tedy podrobnéji situace, kdy funkce Q a rozdéleni F 3sou takové, 2e
Q je absolutne spojitd s derivac '*’ a platf

(2.3 X--quxmr0)> 0. |

1s tohoto ptedpokladu a 73 nékterych daldich podminek regularity na posloupnost {En}
‘galstuje teseni soustavy (2.2), které je konsistentnim odhadem l& a pro dostateiné

velhd n je tesenim minimalizace (2.1). Jestlile navic je konvexn{ funkc{, je toto
pedeni urieno jednoznatné. Timto pfipadem se zabyval Portnoy (1984) a za vice omezujfcich
podminek: Yohai a Maronna (1979); tito autoti dokonce ptipousteli situaci, 2e P oo pti
n =02, Portnoy ve svém dikazu zajimave pou2il vét 23 obecné teorie nelinedrnfch rovnic,
zalolenych na vétach o pevném bode (viz Ortega a Rheinboldt(1970)). Podstatné pro pou2it{
techto vet je, e levd strana rovnice (2.2) je spojitou funkci L.

’ .

Nevytebenou sosud s0stdvé otdzka M-odhadu, vytvoteného funkcemi ‘Q 2z ptiklady (d)
a (e) (skipped mean a skipped median u parametru polohy)a dalsfmi funkcemi, které nema){
absolutné spojitou derivaci. Za ptedpokladu, 2e funkce jJe zdola ohranitend a funkce
h(t) = SQ(x-t)ur(x) je ryze konvexn{ v bodé t:=0, studovala tuto otdzku Juretkova(1988).
2a uréitych podminek regularity na posloupnost {5 n} a na chovan{ distribu&n{ funkce
v okol{ bodd nespojitosti funkce ukdzala, ’e minimalizace (2.1) je asymptoticky
ekvivalentn{ minimalizaci konvexn{ kvadratické'funkce. 3 2e tedy existuje M-odhad,
konsistentnf vzhledem ke konvergenci v pravdépodobnosti a asymptoticky normdlni. Podstat-
ny je viak pfedpoklad, ’e h(t) je ryze konvexnf v bodé t:0 ktery, stcjne jako v
¢dsti 1, nelze zarutit pti nezndmé distributn{ funkci F.
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