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Uvod

Cflem &lénku je vylo2it zdkladn{ principy konstrukce testd 3 podat pfehled zd-
kladnich typd dloh, které jsou v anglicky psané literatufe nazyvény "testing of
constancy si cegression relationship over time" a "change point problem”.

Soustlfed{me se na jednodus3{ pfipady, kdy mime nezdvislé nshodné veliliny
xl,xz,...,xn pozorované v po sobé jdoucich tasovych okamticich tle t2¢ oot 2

X1 mg distribulni funxcl Fi’ i=1,...,n.

Detekc{ zmdny regrese budeme rozumdt dlohu testovat hypotézu
(1.1)  #, : 8y = ..., proti Hj s 3 en8 * o " 80 # 8nt 8

kde vychdzime e situace, le Xi ms distribu&n{ funkci F(x - 2;21)' i=l,...,n ,
gis(cil.....cip)', je vektor regresn{ch konstant, ktery znime, gi=(811,...,ﬂip)

-

Je vektor nezndmych parametrd, i=1,...,n.

Detekci zmény rozdélen{ budeme rozumé&t ulohu testovat hypotézu

o - = ., - - = =
(1.2) WS : Fis.F proti WYn 3 Fpalls Fo # Fpo=oeam Froo

Tedy hypotéza H, znamend, Ze al do urtitého &asového okam2iku T&(t ,t > ,
ktery neznidme, se pozorovdn{ fidila jednim regresnim modelem popsanym parametrem
21 a po néx docidz{ ke zmén& a pozorovdn{ se f1df jinym regresnim modelem popsanym
parametrem 8 ., . Casovy okam2ik ¥ se nazyvd bodem zmény (change point). Podobné
je tomu s hypotézou H: . Kromé verifikace platnosti hypotéz nés mb2e zajimat odhad
bodu zmény T (popt. m). Pti nékterych specidlnich Glohdch jsou nékteré z hodnot

parametra znamy.

Nyn{ si uvedeme nékteré modifikace zminénych Gloh, Pfi detekci zmény regrese

mdleme do hypotézy H, zahrnout i zménu méfftka (viz (3.1) dole). Daldf moinost jJe
uvatovat v alternativé vice ne? jednu zm&nu (t.}. existenci bodd zmén fl‘gf...
<Tq , g®1). Ddle zm&na hodnot parametrd miZe probéhnout ndhle, col odpovid4
(1.1), nebo mate probfhat spojité, s tim, 2e zatne v okamZiku T{. pak v &asovém
intervalu (T9, 'Z';) zména pokratuje (jde o jakysi pfechodny stav) a teprve v 1.'2'
se situace ustall a sledované charakteristiky se ul nemén{.

Se viemi témito dlohami se mbZeme pfi aplikacich setkat. Uvedeme si aspoh
ndkteré z nich.

PFi kontrole jakosti sledujeme ukazatele kvality vyrobkd a zajimé néds, 2da
do&lo ke zménd ukazatele &i nikoli, a pokud ke zmén& do3lo, co nejdtive ji odhalit
(vétdinou sledujeme podfl vadnych, napf. Page (1955,1957)).

Pti sledovan{ vyvoje ekonomiky nds 2ajimd, zda dodlo ke zméné strukturdlnich
parametrd &i nikoli. Indmé jsou aplikace v ekonomickych Zasovych taddch(Hsu(1979)),
vyvo) nezamdstnanosti v N&mecku, vyvoj cen na trhu (Deshayes a Picard (1986)). Dile
jsou znémy aplikace na hydrologické Etasové fady (Cobb(1978)), aplikace v biologiti
(zmény chovan{ zvifat - Dienske a Metz (1977), vyvu) stavu zvitat {(Deshayes a
Picard{1986)), v medicind (detekce zmény vysledkd opakovan& provéddanych vy3etfen{)

a8 poutit{ pfi rozpozndvdn{ obrazcd.



Pro Pfeden{ vyde 2formulovanych dloh (podobng jako u vétdiny statistickych uloh)
byly pou2ity rdzné ptistupy. V zdsadé se dajf roztE{dit do nékolika skupin:

A. Sekverérif a nesekvenén{ pt{stup. PFi sekveninim pt{stupu vychdz{me z po-
sloupnosti ne:4vislych ndhodnych velicin {xi }321 , pozorovanych v Casovych
okam2icich t1¢t2<' oo s )(1 méd distribudn{ funkci Fi. 7ajims nds, zda existule
' m, ptirozené takové, 2e F) = ... = Fon # Fp oy = --- - V tomto pFipadé je rozsah
vybéru N ndhodny a volba testového kr¥téria®izce souvis{ s volbou pravidla o za-

" staveni (ukonten{) vybéru (stopping rule). Je-li m kone&né, poladujeme, aby N-m,
bylo co nejmendf (t.j. chceme odhalit zmé&nu co qejdtive). Je-li m = +o0e (tedy ke
zméné v konetném tase nedojde), pak by pravdépodobnost, Ze N< +ee méla byt mald.
Popis testd spolu s dal3imi podrobnostmi 1lze najft v pracech Sirjajeva (1963, 1978).
V daldim se timtc obecnym ptipadem zabyvat nebudeme.

Budeme se vsak zabyvat tzv. kvazisekvenénimi postupy, pfi kterych je ptedem
pevné stanoven maximiln{ moZny polet pozorovdn{ n . Po provedenf i-tého (i < n,)
pozorovdn! s= na z4kladé i pozorovan{ (dosud provedenych) rozhodneme bud pro
Zplatnost alternativni hypotézy Hl(popr. HT) a ukoné{me vyb&r, nebo pro dal3{ pozo-
‘vovédni. Provedeme-1i vak ng pozorovdn{, rozhodneme se na zdkladé n pozorovin{ pro
' ﬁb nebo Hl( popt. H; nebo H;). Tyto postupy dzce souvis{ s tzv. rekurzivnimi postu-
. py zaloZené na rekurzivnfch rezidufch. Testovd statistika je zadéna rekurentné a
v i-tém kroku jejf hodnotu spotteme z jej{ hodnoty v (i-1)nfm kroku a xi. Tyto po-
stupy nalezly 3iroké uplatnén{ v praxi.

Pti nesekventn{m postupu nen{ rozsah vybéru ndhodny. V tomto ptipadé méme k
dispozici vysledky v3ech n pozorovdn{ a chceme védét, zda zména nastala a popt.,

kdy k n{ doiln.
| B. Bayesovsky a nebayesovsky pfistup

Pfi nebayesovském ptff{stupu povalujeme bod zmény ¥ 2za neznimou konstantu, za-
timco pfi bayesovském povalujeme T za nihodnou velitinu popsanou rozdélenimi

P Te(t ,t P=p, ml,...,n-1ap, = P(T> t ). Tohoto pfistupu se vyuZivs,
pokud mdme apriorn{ informaci, kdy mdZe nastat zména.

C. Klasicky a robustn{ pf{stup

Klasickym pfistupem budeme rozumét pffpad, kdy se ptedpoklddi znalost distri-
butén{ funkce Fi a2 na_neznémé parametry a vétdinou se pou2ivs testnvid stqtistika
odvozens metodou podflem vérohodnost{. lasto se ptedpokl4id4, Ze )(.1 maj{ normdln{
gozdaleni a k sestavenf testové statistiky se pou?fvajf odhady z{skané metodou
nejmendich &tverch. ' ’

Pti robustnim pfistupu se predpoklidad, 2= distribuén{ funkce Fi spliujl néjaké
podminky regularity, ale jinak jsou nezndmé. PPi sestavovan{ testové statistiky se

pouzivaj{ tzv. robustn{ odhady (R-, M-odhady, U-statistiky), popt. statistiky
Kolmogorova-Smirnovova typu.

Pochopiteln® existujf postupy, které jsou kombinac{ pf{stupd vy3e uvedenych
nebo které bychom td2ko klasifikovali podle tohoto tt{dénf{.

Byla napsédna celd§ fsds pfehlednych tlankd, vétdinou zaméfenych jen na urcité
typy pPistupd a postupd. Patf{ mezi n& nisledujfcf Elénky: Zacks(1983), Shaten
(1980), Schulze(1986), Hackl a Westlund(1985), Deshayes a Picard(1986), Hudkovd a

Seh(1988), Wolfe a Schechtman(1988). Pravdépodobné nejvéts{ popularitu zf{skal
tlének Browna, Durbina a Evanse (1975).



Zbytek tlénku je Elendn nésledovné. Paragraf 2 je vénovén problému posunut (t3.
zména se projevi v posunutfi). Je rozdélen do dvou Césti. V prvn{ jsou pro pripad nezd-
vislych normdlné rozdélenych xl""'xn vyloZeny zakladn! typy testd (bayesoysky, pod{lem
vérohodnosti, CUSUM a MOSUM). V druhé £dsti jsou pak jejich robustn{ analogie zaloZené
na potadich a M-odhadech, Ttet! paragrafl je vénovan detekci zmény regrese a je Clenen
obdobnd jako druhy. ftvrty paragraf obsahuje poznamky k postupim v pfedchozfch paragrafech,
o odhadech bodu zmény a daldfch testech.

2. Detekce zmény posunut{
2.1 Testy pti normdlnim rozdélent

Pfedpokldde jme, 2o xl,...,xn jsou nezévislé néhodné veliliny, Xi md rozdélent N(Gi,l)
i=l,...,n. V tomto pfipadé lze formulovat jako dlohu (1.1) s p=1, c;,=1 nebo dlohu (1.2).

Bayesovské reden{ problému (bod zmaény T ;e ~sdhodnd veli¢ina s rozdélenim
P( rc(t.'g”?)gp, mzl,...,n-1, p =PL{T > t.)) pro jednostrannou alternativu, t.j. pro
dlohu

(2.1) W :8y=...%8.0, proti Hy: Iy o 8,58 =<8, <0y 4= 0" By
navrhli Chervot? a Zacks(1964) a Gardner(196%) pro dvoustrannou alternativu:
(2.1b) Hg:8y=...30,28, proti H: - I TP I L IOUT PO N

Pro jednostranncu alternativu(pti rovnomérném apriornim roxdélenf T t.). (pm=1/n,

@z1,...,n) md testovd statistika tvar
n-1

(2.2) 1, = El (ie1)(X;-8,) pti 8, zndmém
(2.3) T, = 1=1cid)(xi-Yn) pti B, nezndmém,
4]

kde xn:ﬁ'l !: X.. Obé statistiky majf{ pti nulové i alternativn{ hypotéze normdln{ rozdéle-
ni. Ktitické=l oblasti s hladinou e maj{ tvar:

-1 Bl 132172
(2.) Ty, >¢70- )L (eDD
a

n-1 n-1
-1 2_ (n+l) 2,1/2
(2.5) T2 @7H(1- & Z (o)) TS T (0D
kde 4fl(.) je kvantilovd funkce normovaného normélnfho rozdélenf. Pro oboustrannou alterna-
tive mizems testovou statistiku vyjddtit ndsledovné:

n-1 n-1 21?2 -
(2.6) T 5= E1 Pyl 31=:t(x3ﬂ- N =

-1
= E n-t)*(X_ .-X_)
& Pt n-t%n)"

kde ‘J. b P(t < (t-at.’l> ) ﬂ'l,...,ﬂ-l 8

-1 &
(2.1 Y0, = (n-t) ﬁ-t;l X, -

Gardnar(1969) odvodil plesné i asymptotické rozdélen{ Tn) pfi H_ a ukdzal, }e 6 n Tn3
(n2-1)"! ng asymptotické rozdélen{ jako f euﬁ('l' K)™?, kde ?Uklk:l jsou nezdvislé
nghodné velidiny s normovanym normélnim ! rozdalenim.

Wetoda podflem vdrohodnosti vede pro jednostrannou alternativu k testové statistice



" ) 1/2
(2.8) Tp xmax, [, - Tpa-v/ m/? |
t -
smax,  {- T 0GR )(t-t)/ ) 1z f
l14t&n-] izl

Pro oboustrannou alternativu Houkins(1977)>navrhl testovou statistiku.

: -1/2}
(2.9) T = F (x,-x )| (t(n-t)/n)
Y Tes T T an-1 {,1=1 %)

s odvodil rekurentn{ vztahy pro rozdélen{ TnS'

Valai znémy je rekurzivnf postup zvany CUSUM (cumulative sums of recursive reziduals).
Pri sestavovin{ ti§t°v9Ch statistik se vychdz{ z tzv.rekurzivnid reziduf

x = -
(2.10) W+ X2l . (xk-Yk_l)Yn-kI K=2,3,...,0,

VVar(xk-xk_l

kters jsou nezdvisld a viechna ma)jf rozdélent N(D,1). Z téchto veliéin pak postupné po&fta-

ne
t -,
(2-11) “t srgzdr ® Mt_l * Ht) t=2'---)ni

N18U1=0.

Test pro jedgnostrannou alternativu (2.1.0).provédine nisledovné: déldme postupné pozorovini
a po ka2dem spolteme velilinu M,,
(2.12) je-li Mt<d" c(t) a t< n, délime dalsf pozorovdn,

je-li M. 3 q;'c(t), zamftneme M a nedéléme dal3f pozorovan{, pfi M < d;’c(t)

ptijmeme Ho.

L 4
lde d(,c
+

(2.13) PC3ppien Mk dy o (1) \H) =et.

(t) jsou kritické hodnoty ur&ené tak, aby

Pro oboustrannou alternativu postupné déldme pozorovén{ a
(2.14)  2-1i |Mt|< d* c(t), a t<n, délame dals{ pozorovani,
| .

Je-1i [M 12 dd’c(t), zam{tneme H_  a nedéléme dalidf pozorovén{, pfi IMn|<d“’c(t)
ptijmeme H .

Hodnoty d c(t) jsou uréeny tak, aby
(2.15) PCyg e Wb ay (0 B ) =
Hodnoty d‘ cft) lze aproximovat ndsledovné:

(2.16) 9 () Thy VAT o 2 hg (=112 tez,im,

kde h‘ Je urieno vitahem:

(217) 1 -@OG ng) » Png) exp {-2 02} - & /2,

0 dalsfch mo2nostech jJe pozndmka v zdvéru paragrafu.

Dalidfm rekutzivnim postupem je tzv. metoda MOSUM (moving sums of recursive reziduals).
Postup se shoduje s CUSUM jen mfato velidin Ht se pou2ivajl veliliny

(2.18) R, é ] 612 |t . ieG,...,n,
J=t-Gel
kde G je déno (Hackl doporutuje Sk G&20) a mfsto kritickych hodnot dg .(t) (popt. d g (%)
u dvoustranné slternstivy) se poulije q; nipopt. d o ) odpovidajfc{ tomuto postupu.
- ? »
Toto jsou nejpoul{vandjid{ testy pro problémy (2.1.a) a (2.1.b).

Pokud se tyte kritickych hodnot pro uvedgné testy neeéednoduss( je situace ero
bayesovské testy zan!cﬁZ‘*i'T;I"'Ynz , nebol obé statistiky majf noraaln{ rozdeélent



(keitické obory jsou popsdny vzorci (2.4) a (2.5)). Pro T 4 Je lepsf vyulfit asymptotické
rozdéleni. Pokud se tyte testd zaloZenych na T ., T o lze pouft Bonf:rmniholnerovnost
a pak dostaneme kritickou oblast (X, - X7 . md pti H rozddlenf N(O,t “«(n-t) 7).

(219 1,29 'a- =-n7h
(2.20) 1,247 11- ad2en-1)7h. |
Daldf{ moZnost je pouZit S5idékovu nerovnost, kterd ddvé kritickou oblast tvaru:
(2.21) rn5>¢“<(1.(1-¢)("""1)/2).
Kritické nerovnosti se dajf urcit téz na zdkladé tazv. vylepdenéd Bonferroniho nerovnesti:
(2.22) P(QlAi)‘ 12?1 P(Ay) -?—::P(Amn A, | |
kde Aj,..., A, Jsou libovolné jevy (Worsley (1982)).
Pro vypolet kritickych hodnot lze té? poutit limitn{ rozdalenf pti H, , pro které platf:
(2.23)  of (mex {n'l“’_f(xi-fn)] g(k/N)} —>
16§ k&n izl

d‘(sup
1€ (0
kde {B(t), tC(O,l)} je Browndv most a g je nezdporné funkce na (0,1) ln?cgrovnelnt se
Etverces. Je videt, Ze statistiky T , a T o neysou ptislusnsho tvaru ( [Cu(1-u) " dusces).
Je vdak molné pou2ft bud test s kritickou oblagt{

Kk
-1/2 - +
(2.24) ma -n Y x,-X)p> b

1£:£n[ inn 1 »} “

l){lﬂ(t)l g(t)}) PO N=p o=, .,

pro jednostrannou alternativu, nebo

. k
(2.25) max {n"”z [T (x; - ) g(k/N)} > ¢ (9)
1& k& n 1=1
pro obaustrannou, kde b" 3 by (g) jsou definovdny vztahem

*
) =
o1 fecrs vg)

(2.26) P(sup
te(

respektive
(2.27) P(sup Is(t)l g(t)}on,(g) ) =d
(et freet o

Tabulka hodnot bé 3 by(g), om! je ptipojena na konci 2lénku,

Pro metodu CUSUM a oboustrannou alternativu je molné poult’m& kritické hodnoty dané
(2.16), nebo opét pou2it Bonferroniho nebo Siddkovu nerovnost, které divaj{

(2.28) gy () T Vi1 @ C-gfhyy) te2,.0u0n

respaktive
-1
(2.29) dy (3 T VT @ 1e1-0) ™1 Tys2) we2,in
1
Pro jednostrannou alternativu Bonferroniho nerovnost ddva:
- -1
dg,cft) ¥ rio1 ? (1- E%-)v.
Konelnd 1lze vyu:it limitn{ rozdélenf. Pfi H, totil plat{
(2.30) ¢ (max {IM.]}) = of, (max ¢]W(t))
| izh&{r'r o} &o't t.{l .
kde {l(t), t€ (0.1)3 Je normovany WienerGv proces. Prislusné kritické hodnoty we 2 u;
Jsou definované nésledovné:

(2.31) P{sup Woly » ) =
tt(u,l){ } A <



respektive

(2.32) P(max {W()} > wl) =ec,
t‘(c{,l) b> o

Tabulky jsou na konci &ldanku.

Pro metodu MOSUM plyne z Bonferroniho a 8id4akovy nerovnosti nédsledujici aproximace:

(2.33) ddn(t)’4’-l(1' 'T(T\S-_UT) t= 14G,...,n
respektive 1
(2.38) " dg (1) ¥ ¢t (1-a)(P-C)7/2) ¢

Je nutné si uvedomit, 2e kritické hodnoty ziskané ptes Bonferroniho a 8iddkovy nerovnost
vedou ke konzervativnim testdm (tj. skute&nd hladina testu je ni28f neted), ale simulace

ukazujf, 2e skutetné kritické hodnoty jsou sice men3f, ale rozdil je ptijatelny (podrob-
néji viz Hackl (1980)).

= 1+G,...,n

Ve viech ptipadech lze zfskat kritické hodnoty simulacemi.

Testy lze celkem snadno modifikovat na ptipad, kdy X maj{ rozdélen{ N(Bljfz) kde
‘270 nezname, stati nahradit ¢? odhadem, col vede ke zméné rozdéleni exaktniho, ale ne
limitnino. Analogicky lze sestavit testy pro zménu rozptylu, popt. souCasné zmény posunut{
a rozptylu. Napt. 3sou-li X,,...,X, nezév1slé X, mé rozdelenf N(8, &Y, i1, ..,n a
uvatuje-e li ulohu testovat hypotézu “0.6'1 z 42 proti “G' Sm‘n 62 . -‘2 "‘mol

= 6}, pak CUSUH test pro zménu rozptylu je zalozen na statxstxkdch

i%(n 1) -1 Fz L ) 1, t=2,...,n. Podrobnosti o téchto postypech lze najit v Hacklovi
£r=2
(1980).

2.1 Robustn{ postupy

v tomto paragrafu budeme vychdzet z ptedpokladu, 2e nidhodné veliliny X jsou nezi-
vislé, X, md distribuen{ funkci F(x-8; ) i=1l,...,n. Budeme uvalovat jen dvoustrannou alter-
nativu:

(2.3%) H°:91=...=9 =8, proti H; Qm‘n 8, =0,=...2 B 8

n % a_.

Ill*l:." n
Modifikace pro jednostrannou alternativu plyne z ptedchozf{ho a postupd pro dvoustrannou
alternativu. PFi sestavovdn{ robustnich testd pro tuto dlohu vychézeli autoti vétsinou

2 tests uvedenych v ptedchozim paragrafu. Nejvéts{ pozornost byla vénovdna testim zaloZe-~
nym na potadich.

Bayesovské testy zaloZené na potfad{ navrhli Bhattacharya a Johnson (1968). Pro ptipad

90 zndmého a F spojité symetrie® kolem 0 m3 testovd charakteristika tvar

n
. + *
(2.36) T g = ?;lpi sign(X;-8,) a (R}) =

n i .
= P L sign(x, -8, )a’ (R’) R
izl k=1
kde (pl, ..2Py) je apriorn{ rozdélen{ ndhodné velxtxny 1!(bod zmény), O, = 1: Pjaiz=l,
R je potad{ |x -6 ] mezi ]xl o:....,]x -0 } a (al (1),...,a *(n)) Je 1=k vektor

skora u2{vanych pro test hypotézy symetrif. Za povsimnutt stoji fakt, 2¢ statistika Tnc
je linearn{ kombinaci potadovych statistik pro test hypntézy symetrie pfi rozsahu
vybéru i,i=1,...,n. £asto se pou2fvd test s a;(i)=l (tedy obdoba znaménhavého testu).
Fro ptipad 8, nezndmého a F spojité (ne nutné symetrické) navrhli autoli testovou sta-
tistiky -
(231 1T..wF0, a(R) = L i

, i 8 = p (R

nl i " i {01 i E;l an k)'

! " . .
kde vyznam 0, a pj Je stejny jako u ptedchozfho testu, R je potadf Xj mezi X},...,Xn



IS TR \a (1), N (n)) je vektor skord pro test hypotézy ndhodnosti (tj. xj,

R PR waji dlstrxbutnf funkci F(x-8,) proti alternativeé X,,...,X; majf distribuln{
tunkei F(x=85) # Xy pyeees X, majf d15tr1bu¢ni funkci F(x-8 ), 8,7 8, ). Optiméln{ volby
skord se v obou ptipadech shoduj{ s optimdln{ volbou pro test hypotéZy symetrie popf.
test hypotézy ndhodnosti. Pokud se tyce kritickych hodnot (pro jednu i oboustrannou
nlternativu), staéf{ si uvédomit, 2e ]né a Tn7 jsou opét linedrn{ pofadové statistiky a
tedy lze pou2{t kritické hodnoty pro ptislusné pofadové testy zaloené na exaktnim roz-

délen{ nebo limitnim rozdéleni.

Vyjdeme-1i z M-odhadd (pti distr.f.f symetrické), mi2eme sestavit nasledujfcf
bayesaovské teatové atatistiky:

n
{2.38) T o= }jln p(X;-8,)
is
a
n
(2.39) Tog = Z:1 B, ¥ (X;-8,(y))

pro ptipad 8  znimého respektive neznimého, kde 8,(y ) je M-odhad 8, generovany funkc{

¥ ¥ e ac .oten~{ lichd funkce splhujici obvyklé poZadavky. Pro nalezen! kritickych
hodnot se cuvykie vyu2fvd limitn{ rozdéleni (obé testové statistiky maj{ pfi H o3sympto-
ticky normdlni rozdélen{ s parametry (0,2: 02 f‘vz(x)dF(x))

Maximaind vérchodnému pif{stupu zde odpovidé t zv.pseudodvouvybérovy pol‘adovy test, jeho?
idea ja zi'egmé 7 testové statistiky:

. ,
(2.40) T"m(g) azialt‘.-n “El(an(Ri)-an)l g(k/n)}

n
kde a_ = a? Z a (i) a za g volili autoti:
(241 g (/) = Cvary {za @Y YT ke2,.u0n
(Sen, A. a Srivastava (1975)) nebo
2 -1/2
(2.42) gz(k/nh(varHo{ 1{:1 a, (RO} , k=2,...,n

(Pettit (1979)) nebo funkce tzv. U-tvaru g(t)=(t(1-t)"® , 06 @ <1/2 (Sen,P.K.(1978)).
Kriticke hodnoty l1ze nalézt bud simulacemi, nebo vyu2itim limitnfho rozdé&lenf, a to
statistik Z (a, (R )-% )g(k/ n), veoyn=-1 (pro kv=eea n-k ~» » majl asymptoticky
normdln{ toiaéleni) spolu s Bonferromho nebo Siddkovou nerovnustf. Dali{ moZnost je
pouft tvrzeni:

n
(2.43) o (g p0) ( zl(an(i)-anﬂ)"“ )
iz
— £ (sup  f18(0] g(t)
Jtcu(o,l){‘ | ()Y ) pro n—soe,

kde Ea(t), 1 &€ (0,1)} je BrownGv most'a g nezdpornd funkce na (0,1) integrovatelnd se
Ctvercem.

Zcelas analogicky lze sestavit testy zalolené na M-odhadech. Testovd statistika md
tvar '

k
(2. a4) 1_..(g) = max (X - 2 -1/2
1@ g {IZ P et IfE pRos,pd S,
xda Bn(y) jJe M-odhad zaloleny na xl"“’xn generovany funkc{ . Pokud se tyce funkce
3 8 kriificxych hodnot, plat{ toté2 co pro pofadové testy,
Robustnf postup odpovidajfcf{ CUSUM metodé zaloleny na M-odhadech vychdz{ ze statistik



X
’ -
(2.45) Wy = El?“x'“x-n(‘f‘” Kz2,..0y0

K
%2, -} 2 .
{2.46) € "= k Exv (X~ 91-1"{” P N
- ' 4 8 -« =
(2.47) W= Wf oM, A 0, K=2,...,0

kde gi-l(y ) je M-odhad zaloleny na pozorovdnich xl""'xi-l a generovany funkc{ ¥ .
velicéina G‘RZ je odhadem fyz(x) dF(x). Test lze popsat ndsledovné:

(2.48) je-1i na k-tém kroku n'll2 IM:IG‘k'lélc(x,k) kgn , pak zam{tneme H 3 nedéldme
dali{ pozorovan{, je-1i n'”le;\G‘;dc(d,k) a k<n, déldme dalsf pozorovan{,

je-li k = na p'”z ]H;IG';l‘ ic(at,k) ptijmeme H,, jinak Hj zam{tneme,

kde tc(d ,k) jsou kritické nodnoty odpov{dajic{ hladiné & . Pro z{skén{ fc(d..k) se dd
vyu2ft, bud limitn{ rozdelent, nebot pti H (a splnént uréitych podminek regularity) plat{:

(2.49) o ¢ (nd® VT ut ( W1} ) pEi n=s e
JZT:Gn ftn e "‘lj)_’q[iuf(o,{}) e

kde {N(t) i t £ (0,1)} je normovany Wienerdv proces. Dals{ podrobnosti lze nalézt v
Huskové (1968). Souvislost s CUSUM vyloZenou v pfedchozim paragrafu je vidét, poloZime-li
P(x) = x a8 (y) =X pozor v 2.1 Jsme znali var(X =X, ;) &2 (k-1/K).

lcela analogicky lze definovat robustn{ versi MOSUM. Pokud se tyte kritickych hodnot,
lze pou?it Bonferroniho nebo $iddkovu nerovnost, ale v tom ptipadé potfebujeme G dost velké
(kvdli asymptotické normalité).

2 vypotetntho hlediska je vhodngj3{ v robustnich verzich CUSUM a MOSUM pou2ft misto
M-odhadi (ty se toti? pot{tajl pomoc{ iteraénich metod) tzv. rekurzivn{ M-odhady nebo
jednokrokové rekurzivni M-odhady. Rekurzivn{ M-odhady jsou definovany ndsledovné:

(2.50) eY(y) eg_lgy)*(1r;°)“y(xi-9‘i’_l(y)) i52,...,0,
0 (oyiyl P 0 - 0 .- f
Qsn ¥ o T (yOp ) o By poxg-e -ty

kde 9‘1‘(,') ie rozumny potstetn{ odhad, 0 < (3£l/2, 170 pevné.

Jednokrokovy rekurzivn{ M-odhad je definovdn nésledovné

é . VY 3 L ¢ .
(2.52% @5 1yp) = 8 ()i ) 11:1 (x;-852,(p)) i22,...,N

i
as» ¥+ g L0y (et D g x-atp -,

kde t#0, 91(]’) je rozumny potdtetni odhad. Velifiny Jf ap, Jsou odhadem
3/3.(5 \Fv(x-a)dF(x)) . X

Vv obou pfipadech je nutné rg 3 f} pti vypottu modifikovat (ofezdvat). Podrobnéji se
lze s témito odhady seznémit v literatufe o rekurzivnich odhadech nebo stochastickych
aproximacich (napt. Novovitovd (1984), Huskovd(1988)). Pokud se tyte volby skorové funkce
¥, plat{ pro ni stejné doporucen{ jako u M-odhady parametru posunutf. Podrobnéjs{

poznémkuy nalezns ttendt na konci 3.2.



3. Detekce zmény regrese
3.1 Postupy pro nurmalng rozdélen(

Ptedpoklédejme, xl,...,xn jsou nezévislé ndhodpeé velitiny, xi m3d normdln{ rozdé-
lent N(gi Gi.if 3 isl,...,0.

Nejprve se zm{nime © raznych modxkaacich la pravé uvedenych pfedpokladli lze dale

uva2ovat dlohu (1.1) pti 6'2 0‘2, i=l, n(d’ znimé nebo neznidmé) nebo studovat obecnd)-
${ Jdlohus :
Gy W@, @D = s (8, @) proti
2 . 2 _ ~ 2
!12 allccn(gl’sl):”,"(g 8 ) / (2m+1'6 m+l o '(ugn"n) .

Dald{ mo2nost je uvalovat jen zménu rozptylu (t3. g1=...=gn platf{ i pfi alternativé).
2de se sousttedime na dlohu (1.1). Informace o ostatnfch lze nalézt v Hacklovi (1980).

Déle se nékdy misto udlohy (1.1) uvatuje dloha nazyvand "time-trending regression”
formulovana jaku diskriminace mezi hypotézami:

3.2) Hegy : E ¥ = &iBo) Vi
Moy + 8% 7§18y * B(yti) ¥ i
. R . g 19 -
H(g) P Xi = C (9(0) + g(l) i PP ggtl) v i,

kde viechna E(v)' (v=1,...,9) jsou p-rozmérné vektory, tl' t2 <... jsou &asové okamziky,
kdy se provadé){ pozorovdn{. Informace o dlohdch tohoto typu lze nalézt napt. v Fanley,
Hinich (1970). Pri Glore (1.1) nékdy ptedpokladéme, 2e v alternativE E X =h(t,), i=1,...,n
kde h je néjakd funkce, a rozlidujeme, zda jde o zménu skokem ("abrupt change”) nebo o
spojitou zménu (t.3., zdali md h(t) v bodé zmény skok nebo je spojita). Informace o tomto
pfi{stupu lze nalézt napt. v Hawkins (1980).

Bayesovské feden{ problému lze nalézt nap?. v Ferreira (1975), Esteby a E1 Shaarawi
(1981) a Choy a Broemling (1980). Testy jsou analogif bayesovskych testd popsanych
v 2.1. Autofi se v3ak vice soustfeduji na odhady nel na testovdni.

_ Test podflem vérohodnosti pro dlohu (3.1) dévd testovou statistiku(nazyvanou Quand-
tovou): '

1 ¥ ot 2 2

(3.3) max (-m In@€< - (n-m) lne"_ en 1n@%)

pemg n-n {? m n-m n } ’

kdca ?n ,&2 jsou maximdlné vérohodné odhady ‘2 odpovidajfc{ pozorovéanim

Nn-m
(Xl,... ) (ln‘l,.. X )s respektlve (xl,...,xn). Problém je nalézt kritické hodnoty.

Leps{ je sxtuace pro pt!pad C -62 , 4=1,...,n | zndmé. Hawkins (1977) a Worsley (1983)
ukdzali, 2e metoda podilem vérohodnost1 vede k testové statistice

(3.4) wmax v .
pe€k€n-p { n,k}
& A -1 -1y A 1
(3.5) Vo 0 G- B0 & ek G- B &
-1 ! -1
* @k'ﬁnﬂ.k - En (g En) 1

kde ﬁk ' Zn-k jsou odhady @ metodou nejmensfch Etvercd zaloZené na (Xl,....xk)respektive

(Xk 10° X, ) a C z Eglgigi v Enok ° 3? 312; s K=1,...,0,

Odhady @l\ 3 T jsou nezévislé, maj{ normdln{ rozdélenf{, var(‘gk k) 62(0 l L‘_t)

avar§ - ) - (Ek - ghel



Bonferroniho nerovnost pak vede ke kritické hodnoté xz (p), kde o ¢=(.(n-2p)'l F
2 4(p) e 100’ % kritickd hodnota ) rozdélenf o p st.v.
2a ptedpokladd, 2e

(3.6) n'lgtnsj-—vsg pro m® o~ , s & £0,12
3.7 n~! fcu = 0(1) pro n=—e o=, 3=1,...,P
i=1
(3.8) max {c“ } n~l = 0 pro n—wo®, j=1,...4P,
16 ik :

kdc‘s je pozitivné definitn{ matice, plat{

2
(3.9 (ma v g(k/n)k(n-k)/n D)
' df . :G'n -p { n,k
— o[( Tpp {B;(t)g(t)} ) pro N—s= o= ,
€(0,1

kde {s;m -élai(t). te (o.x)} , {8,(0), t € (0,1}

i21,...,p Jsou nezdvislé Brownovy mosty, @ je nezdpornd funkce na (0,1) integrovatelna se
étverces. Chceme-1i tedy vyu2ft limitn{ rozdéleni, pak bychom méli pou2it test s kritic-
kym oborem

2 ”
(3.10) max v k(n-k)/n 7 b
p¢k<n-J n,k } o,p

popt. asymptoticky ekvivalentn{ test s kritickym oborem

(3.11) max 6,-8.°c le, (8, 6‘)6’2 Db s
p< k< n-p { S &0 82 ]>ve

 kde b% (p) je definovdno ndsledovnd:

(3.12) Plsup [*0] > vy} -«

’
Tabulky q‘ (p) jsou v tabulce na konci elanku.

Metoda CUSUM (vylolend pro ptipady posunutf{ v 2.1) je asi nejznéméjs{. Vychdz{ z
rekurzivnfch reziduf:

X -c¢. 0
(3.13) W, = k_ Sk kol
""(xkfgkﬂk-l)

k=pel,...,N.

@ (e T Ry kel %
Pro vypotet 2k a 2;1 1ze pouzft nésledujict rekurentn{ vzorce:
-1 =1
R Li-1 ExExlk-1
ok " ekl

1+ S Cililx
- -1 ,
k" o1 ¢ Skoek (X - Sklk-1)
7 rekurzivnich reziduf potitéme postupng

(3.14) My = M ) + W, t s pelyeee,n

-o a test provédime dle (2.14) ptitem? za M, a Wy dosazujeme 2 (3.14) a (3.13). Kriticke
hodnoty lze aproximovat stejnd jsko pro posunutl (tj. dle (2.28) nebo (2.29) nebo (2.16)).



Metoda MOSUM pro regresn{ model se shoduje s MOSUM pro posunut{,pfiCea? do.(2.18)
dosazujeme za Uj z (3.13). Dals{ podrobnosti lze nalézt v Hacklovi (1980).

3.2 Robustn{ plistup
V tomto paragrafu budeme uvaZovat problém (1.1), ptitemZ budeme pledpekligat, ie
distribuénf funkce F splhuje néjaké podmfnky regularity (obvykle koneénost Fisherovy
informace) @ jinak je neznamd a pro limitnf rozddlanf platnost (3.6-3.8).
Uvedeme si zde testy zaloZené na M-odhadech, které jsou “odvozeny” z testd uvedenych v
pfedchozim paragrafu. (Testy zalo2ené na potadfch jsouv pt{1i$ komplikované a pro prak-
tické vyu2it{ nejsou atraktivni). :

Vyjdeme-1i z testu (3.4-3.5)(tj. z testu pod{lem vérohodnosti), pak mlteme zkonstruo-
vat robustnf testy zaloZené na statistice (v3echny )sou asymptoticky ekvivalentn{)

(3.15) max {Zn K &
p<k «n-p !

kde za Z_ , lze dosadit napt. jednu z nssledujfcich statistik
' ’

(3.16) 281 < gy - 8P Ll A B (y) - 8 (yn&?,

k , )
(3.17) zr(,zz (.ZIEiV(xi'Ei‘gn(y”)‘E;l( 1fl_g;,‘w(x‘-,gi,l'.l(y)))é" z
] i= 3

pro p< k< n-p, kde Ek(y) je M-odhad gene»rovany’ funkct v zaloleny na xl,....xk s
A _ n ” .
(3.18) @? = n! ZIVZ"‘i'E.iEn(V”'
1=

co? je odhad‘fglz(x) dF (x). Jestli?e plat{ (3.6-3.8) a ,l je lichd monotonn{ s ohranile-
nou prvn{ derivacf{ , pak pri H, ' ‘

(i) e
3. z ) e J ( 8%(t) ) — o,
(3.19) o ‘(’n‘ai"n_p { n,k} J:ts‘ur(:o.n { 5 } pro n

i=1,2, kde {Bg(t) , tc(o.l} je proces popsany pod (3.9). Poviimnéte si, le pro
¥ (x)sx, je-1i 8, (¥) odhad metadou nejmensich ¢tvercd a g(k/n)s1, pak

max {vn K k(n-k)/nzj je asymptoticky ekvivalentnf statistice (3.15) (v Je
p<k< n-p 4 ’

def. (3.4)).
Vyu2ijeme-1i (3.19), pak hypotézu H, v (1.1) zamftneme, jestliZe
(i) 4

(3.20) max b > b

p(k(n-p { ﬂ,k } «,p ' o
1s1,2, kde b:L(p) je definovano (3.12) (prislusné tabulky jsou na kongi &lénku). Uvédo-

- (B (4 el =1 -1 -2

mime-1i si, 2e U = (8, (w) - BR_  (@wNE "+ Lo \ ) " (B (y )-8, (¥ D872 b pro k=ewes,
n-Kep op asymptoticky %2-rozdélen1 op st.v., pak mi2eme (vyulijeme-1i Bonferroniho
nerovnost) test provést nésledovné:

. ) |
(3.21) je-lipu;a:‘ . {u.t> Yod (P), zamitneme Hy, jinak H, ptijmeme,

kde o= aL(n-2p)'1. Obdobny test dnstaneme, vyulijeme-li Siddkovu nerovnost.

Pri robustnf verzi mrtody CUSUM zaloZené na M-odhadech postupné potf{téme M-rekur-
zivn{ rezidua (odpovidajic{ W,  def. (3.13)) a odhady fy"(x)ar(x), tj. potftime

(3.20) W] = WX, - gl 8 1 (p)) izpel,..0,N,



i
.21y @2 - it .r-le“J‘E;EJ-l(V)) izpel,...,n.
Jx

a ”

P
(3.22) M7 = ME, e WL kepel,aaan, Wo=0.
Pro ptipad posunut{ dostaneme H:,UIZ a H: definované vztahy (2.45-2.47). Test provédime
dle (2.48) jen za H:.G:2 a H: dosazujeme 2 (3. 20-3.22). Pro limitn{ rozoélen{ plati
(2.49).

Zcela analogicky lze sestavit robustnﬁ verzi MOSUM, tj. v (2.18) dosazujeme za HJ
veliginy w¥ foi definované (3.20) a (3.21). Kritickou hodnotu miZeme 2iskat vyulitim
limitn{ho rozddleni (pro G dost velké pti H, md ¢-l/ixpt v, G’j" ptibliZné nor-
mované norméln{ rozdélen{) a miZeme pou2ft bud 3=t-0
Bonferroniho nebo 8iddkovu nerovnost.

M-odhady jsou definovdny implicitné, k jejich vypoétu se poulivajf jtera&n{ postu-
py, col vede v nasem pfipadé ke zdlouhavym vypoltim. Vypoletné méné ndroéné jsou tazv.
rekurzivni M-oghady 9: (1,) a rekurzivni jednokrokové M-odhady Qk(?) . Rekurzivn{
M-odhad je definovdn ndsledovné:

s] 1] 1 -1 , 0
(3.2 Emz‘? ) = gk“’)' CYORE E kst Y(‘kOI-EktlEk(y)) k» p
k

k ’ -
RO - e z (poy- g8t (Yl Bty pex;-ge82. (P - Byi® ), k>p

t#0, kde g? (,}) je vhodny potdtetn{ odhad, matice C je pozitivné definitn{ matice defi-
novans (3.6). S vlastnostmi odhadu 92.‘(yl) se &tendl mule sezndmit napt. v Novovilovs,
Robust (1982). Rekurzivnf jednokrokovad verze M-odhadd parametru 8 je definovdna jak
nasleduje:

Kel
— -1 8-l &
EJHI(V} b "k(Y) * £k+l yk. El S (xrz;Ek(Y)). k>p

[ |

1 K sod -1/2 ok -1/2

Pl 7 El (PO -e 10 (W ek 00 (Xy-g i@y (P) - K t)), k¥p
K

t40, kde @ () je vhodny potétetni odhad, [, L gg; - velicing ¥ a %} e nutne

pti vypottu ponekud modifikovat (otezdvat). i=1

Pokud se tyle volby ,I, plat{ pro ni stejné doporuten{ jako pti problému M-odhadu.
vzhiedee k tomu, 2e M-odhady ani M-rekurzivn{ rezidua nejsou invariantnf vOti zménd mé-
t{tka, doporuuje se nahradit funkct ¢/ (.) funkc{ W (./s), kde s je odhad méf{tka podle
konkrétniho postupu zaloZeny na vsech n pozorovdnich nebo na pozorovdnich provedenych
do okam?iku mezivypo&tu. Dals{ podrobnosti viz napt. Antoch (1984).

4. l4veéretné poznimky

4.1 Poznidmky k postupla v paragrafech 2 a 3}

Pod{véme-1i se zp&t na postupy vylolené v parasgrafech 2 a 3, je vidét, le se setka-
vime se tfemi typy testovych statistik. Prvn{ je soultem nihodnych veliZin (ptesnéji li-
nedrn{ kombinace testovych statistik uifvanych pro uvalovany problém pti zndmém bodu
zmény T(popt. m)). Daldf typ je maximum ndhodnych velid¢in (maximum testovych statis-
tik utivanych pro uvaovany problém pti znimém m). Ttetim ptipadem je opét typove

maximum ndhodnych velidin, pfesndji méme testové statistiky max‘ {"i}' kspel,... @
plifkk

hypotézu zamftdme, jakmile poprvé M pfekrot{ kritickou hodnotu, a nedélame dals{

pozorovdn{,



Sledujeme-1i jejich limitn{ chovdn{, pak v prvnim pf{padé dostaneme jako 11m1tn{

rozdéleni normdlni, ve druhém se shoduje s rozdélenim tsu {B (t)j kde B (t)
je soutet kvadrdtd p nezévxslycn Brownovych mostd. Ve ttettm ptfpadé se shoduje s roz-
délenim sup {Iﬂ(t)'} , {ﬁ(t) t€ (0, l)}Je normovany Wienerdv proces.

te(0,1)

Nyn{ se podivdme na porovndni rdznych testy . V literatute 1ze najit porovnan{
hlavné pro ptipad zmény posunuti. Nejprve uvedeme porovndn{ testd v 2.1. Lze ocCekdvat,
te vysledky pro zménu regrese jsou obdobné. Bayesovské testy (2.4)(2.5) jsou optimdln{
z bayesovského hlediska (je viak pottebné znalust apriorniho rozdélen{ ¥ ) . Z hlediska
Bahadurovy vydatnosti je test podflem vérohodnost{ optimdln{ (pottebujeme viak pitesné
znat distribuénf funkci F). Test optimdln{ ve smyslu Pitmanové neexistuje. Simulace toto
potvrzujf a ddle ukazujf, Ie bayesovské testy jsou ponekud lepSf jen, je-li ména T
pribliZné kolem t (/2] 3 e pro malé T CUSUM detekuje alternativu stejné dobte jako
test podflem vérohodnost{ (CUSUM vsak vét3inou vyladuje men3{ rozsah vybéru).

Pokud se tyle srovnani CUSUM a MOSUM, ukazuje se, fe MOSUM detekuje alternativu
dtfve ne2 CUSUM. Dald{ informace lze nalézt napt. v Hacklovi(1980), Deshayes a
Picard (1986), Praagman (1987) a Haccou a kol. (1985).

Pro porovnén{ postupld uvedenych v (2.1; 3.1) a (2.2, 3.2) plat{ to co napt.
pro dvouvybérovy problém. Je-li rozdélenf ndhodnych velitin skutefné normdln{, jsou
postupy uvedené v 2.1 a 3.1 lep3{. Je-li v8ak normdln{ rozdélen{ kontaminované nebo
. médme znadné neudplnou informaci o rozdé&leni, je lepd{ poulft n&ktery z robustnich
postupld. Je nutné si visak uvédomit, 2e vliv prvnich pozorovani po zméné bude u robust-
nich postupl potladen (budou klasifikovdna jako odlehld pozorovadni), col zpdsob{ pozdé-
81 zamitnut{ Ho (lze tedy oéekdvat, 2e odhad bodu zmé&ny bude vy33{ ne2 skutelnd hod-
nota). Zajimd-1i nds odhad bodu zmé&ny, popt. chceme-li podrobnéji prozkoumat pribéh
zmény, miO2eme nejprve néktery z postupl aplikovat na data (xl,...,xn) 3 pak na
(xn,xn 1,...,xl) a vysledky porovnat.

4.2 0dhad bodu zmény

V literatufe se mileme setkat s nékolika typy odhadd bodu zmény T . Pti nékteré
formsulaci budeme vlastné odhadovat m(viz formulace alternativy).

Pti bayesovském pfistupu odhadneme ¥ na zdkladé aposteriorniho rozdélen{ para-
metru ¢ (apriorni jsme znaCili p =P(TE(t ,t, P )m=1,...,n-1 , p =P(Tpt ) ) bud
jako medidn, nebo stfedn{ hodnotu aposteriornfho rozdélenf (v zdvislosti na volbe
2trétové funkce). Vzorce pro tyto odhady nejsou jednoduché. Pro nékterd rozdélen{
existujf tabulky (viz napt. Zacks (1983) pro daldf informace).

Maximdlné vérohadny odhad T 2iskdme jako bod t., kde m je bod, pro ktery dosdhne
testovd statistika maxima (statistiky def. (2.8),(2.9),(3.3),(3.4)). Vlastnosti odhadli pro
nékteré pffpady jsou uvedeny napt. v Deshayes s Picard(1986).

Pfi metodé CUSUM a MOSUM odhadneme 7T (pfesnéji feleno m) ndasledovné:
(4.1)  min {k; Mkad“,c(k)}
respektive
(4.2) amin {k; R 0wk}

kde M, je déno v zdvislosti na uvalovaném modelu (2.11) nebo (3.14) a R, ddno (2.18)
UJ z (2.10) nebo (3.13). Dalsf informace jsou napf. v Hacklovi (1980).

Pti robustnfs pfistupu mdleme T odhadnout zcela analogicky.



4.3 Neékteré oalif postupy

Testy uvedené v 2.1 a 3.1 se tykaly zmén parametrdé normalnfho rozdslen{, co? byl
ptipad nejtastéji uvalovany v literatute. Bayesovsky ptistup i test podflem vérohodnost{
1ze pou2ft obecné (informace lze nalézt napt. v Schulze(1986)). Nejvétsd{ problém je
nalezen{ kritickych hodnot.

Pt+i kontrole jakosti vyrobkd je obvykle problém formulovdn jako (1.2), kde
P(Xi=a) =p; @ P(xisb)zl-pi, i=1,...,n a g X, =0. Kromé bayesovského testu a testu pod{lem
vérohodnosti byly navrieny Pagem (1955) testy za}oZQné na statistice

K -
(4.3) T = max [Z X; - min b x-j'}
0O&k&n ~i=l 0¢ s< k ~ J=1

" Pt{slusné kritické hodnoty jsou tabelovdny v citovaném Elanku.

Dald{m rozdélenim, se kterym se setkdme hlavné v biologickych aplikacich, je exponen-
cidlnf rozdélent (dalsf informace jsou v Haccov 3 kol. (1985)). Pouzivaj{ se testy podflem
vérohodnosti, popt. jejich modifikace.

7 daldich testo stojf za zminku testy Kolmogorova-Smirnova typu pro idlohu (1.2).
Jsou zaloZeny na statistice

A v .
(4.4 K. = max su 1§ (y) - F (y)] o(k/m)k/n n =
N 1 akén y‘J { k'Y n-k }

A
mex s {1F ) - Pl & Gbetm ) rE
N idkéan y
v .
kde Fk a Fn_k jsou empirické distribuéni{ funkce odpovidajic{ pozorovanim xl""’xk respek-

tive X 1,...0X, 80 je nezdpornd funkce na (0,1) integrovatelnd se Ctvercem. Je-11i

xl"'°'xn nahodny vybér z rozdéleni se spojitou distribugn{ funkci F,pak
(4.5) o[(K ) e eC(sup sup [8Cu,t)|g(u) §) pro n—e o
n ta(0,1) uC(O,l){ lew} ’

kde {B(u,t), (u,t) € (0,1)2 J je dvourozméctny Brownliv most (tj. gaussovsky proces na
(0,1)¢ s kovarianén{ funkcf € B(ul,tl)B(uz,tz) s (min (tl'tz)'totz'(M1“(”1'“2)'“1“2) pro
ui,t1" (0,1), i=1,2).

S2n(1983b) navrhl test zaloleny na U-statistikdch pro pfipad, 2e se zména rozdélen{
projevi ve funkciondlu B(F) = E h(xl....,xs) kde h je funkce symetrické v proménnych

X peoosXg integrovatelnd se ttvercem, s<n.

Tabulka kritickych hodnot pf{sludnych Wienerovu procesu a Brownovu mostu:

% " bg v%, 1 bg, 2 be.s B b5
0,01 2,807 1,517 2,650 3,392 4,006 4,550 5,054
0,05 2,241 1,224 1,844 2,510 3,056 3,542 4,000
0,1 1,96 1,073 1,498 2,114 2,615 3,086 3,516

Ptipomenme definice jednotlivych kritickych hodnot:

P( sup Iw(tliz ) = &
t€(0,1) fwcad} Yo

P( sup 8, (t)lrpbY) = o
tg (0,1) {e) J vy

P o2 [
P BS(t b z
(is‘ugo’”{}:-l jk2 vl ) o .

kde {l(t). t € (0,1)3 je normovany Wienerdv proces, {Bj(t).t Q(O.l)} y 371,...4D
jaou nezdvislé Brownovy mosty.



Literatura

Antoch, J.(1984). Nékteré postupy pro vypolet robustnich odhadli v linedrnim modelu.
Robust 1984, 1-9.

Bhattacharys,G.K., Johnson, R.A.(1968). Nonparametric shift at an unknown time point.
Ann.Math.Statist.39, 1731-1743.

Brown. R.L.. Durbin,J.,Evans,J.M.(1975). Techniques for testing the constancy of
roaressxan relntion;hip o;er time (w. discussion). J.Roy.Statist.Soc. B37, 149-192.

Chernoff H. and Zacks,S.(1964). Estimating the current mean of a normal distribution
which 1% subject to changes in time. Ann. Math. Statist.35, 999-1018.

Chin Choy, C.J.H. & Broemling, L.0.(1980). Some Bayesian inferences for a changing
lineat model. Technometrics 22, 71-78.

Cobb, G.¥.(1978). The problem of the Mile conditional solution to a change point
problem, Biometriks 65, 243-251.

Dienske, H. and Metz, 3.A.2.(1977). Mother-infant body contact in Macagues; a time
interval analysis. Biology of Behaviour 2, 3-37.

Oeshayes, J., Picard, D.(1986). Off-1line statistical analysis of change-point models

using non-parametric and likelihood methods, 103-168, v Lecture Notes in Control
and Information Sciences 77 - Detection of abrupt changes in signals and oynamical

systems.
Esterdby, $.S. a £1.Shaarawi(1981). Inference about the point of change in a regression
model. Appl.Statistics 30, 277-285.
van Eeden,C.(1972).An snalogue for signed rank statistics of Juretkové s asymptotic
linearity theorems for rank statistics. Ann.Math.Statist. 43, 751-802.
Farley, J.N., Hinich, M.J.(1970). A test for a shifting slope coefficient in a linear
model. JASA, 65, 1320-1329.
Ferreira, P.E.(1975). A Bayesian analysis of switching regression model:known number
of regimes. JASA 70, 370-374.
Gardner, L.A., Jr.(1969). On detecting changes in the mean of normal variates. Ann.
Math.Statist. 40, 116-126.
Maccou, P., Dienske, E. and Meelis, E.(1983). Analysis of time-inhomogenity in Markov

chains spplied to mother-infant interactions of rhesus monkeys. Animal Behaviour
31, 927-945.

Haccou, P., Meelis, E. a van der Geer, Sara (1985). On the likelihood ratio test for
a change point in a sequence of independent exponentially distributed random
variables, Report MS-R 8507(Amsterdam).

Hsckl,P.(1980). Testing the constancy of regression relationships over time. Goettingen.
Vanden Hoeck und Ruprecht.

Heckl, P. s Westlund, A. (1985). Statistical analysis of structural change, an annota-
ted Bibliography, 2prdva IIASA CP-85-31.

Hinkley, D.V.(1972). Time-ordered classification. Biometrika 59, 509-523.

Hawkins, D.M.(1980). A note on continuous and discontinuous segmented regression.
Technometrics 22, 443-444.

Hsu, D0.A.(1979). Detecting shifts of parameter in gamms sequences with applications
‘ to stock price and air traffic flow analysis, JASA, 74, 31-40. ‘

HuBkovd ,M.(1986). Adaptive procedures for detection of change, submitted.

Hudkovd ,M.(1988). Recursive M-test for detection of change, v tisku v tasopise Sta-
tistics and Dscisions.

HuSkové, M. and Sen, P.k.(1988). Nonparametric tests for shift and change in regression
at sn unknown time point, v tisku,

De Long, 0.(1981). Crossing probabilities for a square root boundary by a Bessel pro-
cess. Comm,.Statist.Theor.Math. Al0, 2197-2213},

Novovilovs, J.(1982). Rekurentnf algoritmy odhadovdnf v linedrn{m regresnim modelu,
Robust 1982, 60-67.

Page, E.5.(1955). A test for a change in a parameter occuring at an unknown time
point. Biometrika 42, 248-252.

Page, £.5.(1957). On problems in which a change of parameter
pétnt. Biometrika 44, 248-252. o g s eccurs at an unknown time

Pct;;ttizz.?igl979). A nonparametric approach to the change-point problem. Appl.Statist.

Picard, 0.(1985). Testing and estimating change-points in time series.
Appl.Probab. 17, 841-867. o oe-p ¢s. Journal of



Praagman, 3.(1987). Bahadur efficiency of rank tests for the change-paint problem.
Annals of Statist.

Schechtman, £., wolfe,D.A.(1981). Distribution-free tests for the change-point problem.
Techn.Report, Ohio State Univ.

Schulze, U.(1986). Identifikacija momentu zmiany rozkladu w ciagu zmiennych losowych.
Roczniki polskiego towarzstwa matematycznego ser.II1., Mat.Stosowana XXVII,

Sen,A, Srivastave,M.5.(1975). On tests for detecting change in mean. Ann.Statist.3,
98"108-

Sen,P.K.(1980). Asymptotic theory of some "tests for a possible change in the regression
slope occuring at an unknown time point. Z.Wahrscheinl.verw.Gebiete,52, 203-218.

Sen,P.X.(1982). Asymptotic theory of some tests for constancy of regression relation-
ships over time. Statistics 13, 21-31.

Sen,P.K.(1983a). On some recursive residual rank tests for change-points., In Rizvi, M.H.
(Ed.) Recent Advances in Statistics: Papers in Honor of Herman Chernoff’'s Sixtieth
Birthday. New York, Acad.press, 371-391.

Sen,P.K.(1983b). Tests for change-points based on recursive U-statistics. Sequential
Analysis 1, 263-284. :

Sen,P.k (1984). Recursive M-tests for the constancy of multivariate regression
relationships over time. Sequential analysis 3, 191-211.

Shaban,S.A.(1980). Change-point problem and two phase regression: an annotated
nibiiography. Inst.Statist.Review 48, 83-93.

- Shirjajev, A.N.(1963). On optimum methods in quicktest detection problems. Theor.
Prob.Appl.10, 348-354.
Shirjajev, A.N.(1978). Optimal Stopping Rules. Springer-verlag, New York.

Wolfe, D.A., Schechtman,E.(1984). Nonparametric statistical procedures for the
changepoint problem. J.Stat.Planning and Inference 9, 389-396.

Iors;ey, k.).(1982). An improved Bonferroni inequality and applications. Biometrika 62,
297-302.

!orgley K.1.(1983). Testing for a two-phase multiple regression.Technometrics 25,
5-42.

Zacks, S.(1983). Survey of classical and Bayesian approaches to the change-point problem:
fixed sample and sequential procedures of testing and estimation. Recent Advances
in Statistics: Papers in Honor of Herman Chernoff s Sixtieth Birthday. New York,
Acad.Press, 245-269.



