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1. GvoD

V posledn{ dobé&, hlavné dfky automatickému zpracovén{ dat, se stdle Castéji pouZ{-
vaj{ robustni metody. Bohulel, dosavadn{ typy robustnich odhadd nevyulivajf{ pfedcho-
z{ch poznatkd v datech. Na druhé strand bayesovské odhady nejsou robustni{. Cflem to-
hoto ¢lénku je spojit vhodné vlastnosti obou tt{d odhadd (robustnost a vyulit{
apriorn{ informace) a vytvofit tf{du robustnich ochadd bayesovského typu.

Necht xl,xz,...,xn jsou nezdvislé stejné rozdélené nshodné velifiny se spolet-
nou hustotou f(x-8) (vzhledem k Lebesgueové mife), kde @€ ® < R. Budeme pledpoklédat,
2e parametricky prostor ® je otevteny interval a “gkutefnou” hodnotu parametru 8
budeme oznalovat 8.

Definice 1.1.

Odhad pacrametru polohy 90§ ktery je definovén vztahem

(1.1 . Jren T 0 (o (xy-0)} ()t
" Jeo{Z " fQ(xi-t) JE JOLL
i=

pokud oba integrdly existuj{, budeme nazyvat B-odhadem generovanym funkc{ @

Viimneme si blile zaveden{ B-odhadd. Vidime, Ze 8-odhad generovany funkci Q@ Je
vlastna bayesovskd aposteriorn{ stfedn{ hodnota nshodné veli&iny 8 majfc{ apriornf
hustotyu 7 (y) v ptipadé, Ze hustota pozorovén{ t(x) = c.exp(- @ (x)). MaZeme proto
olekdvat, 2e za urtitych podminek budou 8-a M-odhady ssymptoticky ekvivalentni a le
pfi vhodné volbd funkce @ (tj. takové, kterd se ulfvd v M-odhadech) z{skéme odhad
bayesovského typu s dobrymi robustnimi vlastnostmi. Tuto uvahu potvrzuje véta 2.1.
Jej! dbkaz je zaloZen na kombinaci asymptotické linesrity s vysledky Ibragimova a
Chasminského (1972, 1973). Pro lep3{ orientaci uvedeme jejich ptedpoklady upravené
na ndd model:

I.

(I.1) Rozdélen{ P9 néhodnych velilin X, je absolutné spojité vzhledem k Lebesguovd
afte v definované na &-algebfe podmnoZin Rl;oznaCne g(x-8) = dPg/dv

(1.2) Parasetricky prostor @ Jje otevieny interval (omezeny nebo neomezeny)
v Rl.

(1.3) Hustota g(x-8) je méfitelnd vzhledem k £x€ , kde & je 6-algebra
adfitelnych mnolin redlné pfimky.

(1.4) Je-1i 0 4 8°, potom

le | 9(x-8)-g(x-87) dx > 0.
I1.
(ary 1= fytogton < w



111,
(111.1) Existule d > 0 tak, Ze

sgp le - Gol‘f. fJTg(x—G).g(x-Go)‘ dx < @

Iv.
(IV.1) Funkce T (8) je meritelnd funkce ger!, nulovs vne O°.

(Iv.2) Existuje nezéporné &islo p, tak, 2e
Po.~
isp (1« jel 0y-1 £(8) < o0 .
(1v.3) Funkce T (B) Je spojitd v okolf 8, 3 1r(9°) /0.

V nédsledujict kapitole jsou studovdny asymptotické vlastnosti B-odhadd v modelu paolohy

a v linedrnim modelu. Za urctitych podminek kladenych na apriorni rozddlenf, na rozdélent
chyb a na funkci @ , je odvozena asymptoticks reprezentace a asymptotické rozdélen{
8-odhadd a je ukdzdno, ?e B- a M-odhady jsou asymptoticky ekvivalentn{.

Ttet{ kapitola je vénovéna bodu selhan{ B-odhadl, v zdvére&né tdsti je provedens numa-
rické ilustrace vlastnost{ B-odhadd, ve které jsou hodnoty B-odhadd vypoéteny numerickou
integrac{ pomoc{ Gaussavych kvadraturnich vzorcd.

2. ASYMPTOTICKA REPREZENTACE g-00HADS

A, QOdhad Earametru goloh!

UvalZujme model polohy 2 ptedchdzejfci &dsti a ptedpoklédejme, 2e F mé absolutné spo-
jitou sudou hustotu f @ konetnou Fisherovu informaci. Nechi 1J(x) : R-—s R je funkce
vyhovujfc{ nasledujict skupiné podminek:

(A1) ) Q) /2%,

(A.2) y/jc neklesajic{ spojitd funkce, kteréd @4 ohranilenou derivaci pro x € (a; b)
a8 Y(x) je konstantn{ pro x< a x>b (-0 € 23 < b< @),

Oznalme
g{x) s c . exp(-@ (x)),
kde

(2.1) c =1/ JG exp(- @ (x))dx.
Ptedpoklddejme, 2e existuje konstanta p > | takovd, 2e
(8.1) g 2P . g)!Pex €1,

Potnt-k!:

(1) Poststujfci podafnkou pro (B.1) je, aby }Kp-divergence hustot f(x) a g(x) byla mend{
nebo rovna 1, tj. aby :

r
Jflf(x)/g(x)-ll . p(x)dx € 1.

(definice X-divergence - viz napt. Vajda).



Tato podmfnka miZe byt nahrazena jakoukoli podm{nkou implikujfc{ kontiquitu {Pnj
a {hn} .

(11) Pri ddkazech asymptotickych vlastnost{ B-odhadl budeme vychizet z toho, 2e B-odhad
je bayesovsky odhad v pfipadé, Ze g(x) je hustota pozorovéni{. Podm{nka (B.1) je ptiro-
zend; rikd, jak moc se mdle nase "hypotetickd" hustota g{x) 1i8it od f(x). Jak déle uvi-
dime, podminka (B.1) poZaduje, aby chvosty f(x) nebyly t225{ neX chvosty g(x) pti

+
X m— - 0O,

\étas 2.1.

Necht Th a Mn jsou po tadé& B- a M-odhad generovany funkc{ ¢@ . Necht funkce g(x)

definovaend v (2.1) a apriorn{ hustota % (8) spliujf vy3e uvedené podminky a podminky
I-1v.

Potom pro n——s e platf

-1/2
(2.2) T -M_ = up(n )

-1 -1 -1/2
(2.3) T =8, + N °.¢ '523 Y (X;-8,) + o, (n ),

kde

¥ = Sy oo,

V8imnéme si, e asymptotickd reprezentace B-odhadd nezdvis{ na poldtednim rozdélent
T (8). Je to ptirozené, protole informace o parametru 8 obsalend v pozorovédnich asympto-
ticky pfevyd{ potiteén{ informaci ohbsalenou v apriornim rozdélen{. Vé&ta 2.1 se ddé dokdzat
steinym zpldscbem i pro &irs{ tff{du funkcf{ 4-a @ . Podm{nkou je, aby pro funkci
platila asymptotickd linearita a aby funkce g a ™ splhovaly ptedpoklady I-IV a (B.1).

Ddkaz véty 2.1.

Nejprve si uvédomme, le podmi{nky viéty (2.1) zarutuj{ asymptotickou linearitu funkce
a asymptotickou reprezentaci M-odhadu M ve tvaru
M =0 0»'1 -1 ii (x.,-8.) +0 (n'l)
n 0 ' 3’ ) i=1 ?/ i "o p :
Stalf proto dokdzat pouze tvrzenf (2.3).

Podle véty 2.1 Juretkovd (1980) konverguje proces

A -1/2 1/2
M(t) = { }:;1( (X -n t -8,)- V(xi-so)] Iy NP [t] € M

i
slabé k procesu {t.x N 4 M} , kde X ~ N(0; g2y,

Podle Prochorovovy vty spojité zobrazenf M(t) (ve Skorochodové topologii) konverguje
siab& ke spojitému zobrazeni limitniho procesu. Tedy platf, 2e

5 5 -1/2 1/2 s
J'o( gl[ v (X{-n -8 )- v (XI-BO)] + 0700 tg) dt —-Pfo t.xdt

pro 0O€s¢M. X opat znat{ nadhodnou velitinu s normdln{m rozd2lenim N(O; 62). Analogic-
ky vztah z{skdme pro -M € s ¢ 0. integrac{ obou vztahl obdriime,}e proces

n - n 2
fm72 L [0 (-0 @080 )] ws 2% xoer /2357 bl s w )

konverguje slabé& k procesu {% . X : 04%s Q»M} .



Odtud zfeimé plyne vztan

(2.0) u a . IRV -1/2 L t?

W s | D [@(it%) © (X;~84-0 b] -0t Tox-ee ko
Ri&H 151 | 1:1

. -1/2
z Dp(n ).

Na druhé strand z definice B-odhadu po jednoduché substituci s= 8+ n" /2t

0
/t exp{ f [ (x,-8.)- @ -n‘ll%-g i} (8 +n'1/2 t)dat
12 . ) Q@ (X-8g7= QMY o 0 g

fexp { é [Q(xi'go)' ¢ (xi_n'l/zt_go)]} m—(gom'l/zt)dt

z{skgme rovnost

= + N
Tn 90

Je-li funkce 4§ spoleénd hustota pozorovan{, potom z dukazu véty 3.1 (Ibragimov, Chasmin-
skij (1973)) plyne, te

I-g t.exp {
[/ ol

-0

-1/2
[ Q(xi'go)' Q (xl_n‘llzt_&) ]] aw (goﬂ'l t)dt
1/2 +op(n'l/2)

(2.%) T, = 900 n

™ sl -1

[ @(x-8y)- @(xl-n‘l’z-ao)]} 1r(9°+n'1/2t)dt

—

xge 0 > 0 Je konstanta nezdvisld na n.

Jznalme
n
gn(x“xz,...,xn) = Tl 9(x;)
1=

& n

tn("l"l’"""n) =TT 1(x).
i=1

Necni On resp. P, Jsou pravdepodobnostni miry s hustotami g, Tesp. . vzhledem k

Lebesgueové mife. 0
Déle oznalme fD t.exp[...} T (aom'l”t)dt
1/2 B
An l[ ‘ﬂ (Tn- 90)' L) \ > E.]’

f-D exp {} Tr(aom'”z)dt

kde E>0.

PotPuoujeme dokdzat, 2e vztah (2.5) platf i v ptipadé, 2e hustota pozorovéni je t(x),
tady 2e plat! ‘

0 (A)—0 = P (A) —»O.

Stad{ tedy dokdzat, le miry P Jsou kontiguitn{ vzhledem ke Q,. Postatujfc{ podminkou
pro kontiquitu mér je (viz lemma 3.5 Juretkovd (1969)), aby pro ka2dé £>0 existovalo

d>0 a nOEN tak, e pro n? n, plati
un“n) <d => Pn(An) < E

wecht p > 1. Vyulljeme Schwarzovu necovnost s podminkou (B.1). Dostdvame



) ‘FT 1) T g, 1, ) dx, ...dx

P (A =J[ — o(x,). XyyoenyX X...

non i=1 g(xi) :‘;‘—1 i Ay 1 n ! n
n p-l

€ (S 1Pl L @ an P

M{ry P Jsou tedy kontignitn{ vzhledem ke Q (staff{ volit Jd = e."(‘"”) a vztah (2.5)
plat{ i v ptipade, le hustota pozorovdni Je t(x).

Yéhgsden k tomu, le konstanta D > 0 je nezdvisld na n, miZeme poulft spoletnd (2.4) a

Obdr2ime vztah o
-1/2 1,,2 -1/2
0 t-exp{n tg 'y(xi-ao)- Vo } . 8y t)at

1 =90 n7/2 - — * o7 H).
j:om {n'”zt‘Z___':'y(xi-eo)- -}}ﬂ} (@0 200t
Oznatme
C, *= n'l/%}"l 2:? 3¢ (x3-84).
i=1
Substituc{ s=t-C  dostivime D-C

n
n , / t.exp(- g'tz) T(2) at

«14-1 ) -1/2 ¥ -D-C

(2.6) T =9,n ;L . E ’!’J(xi-ao)o n . ﬁ-Cn
" axpl - § ) T(*)an

fa

n
* op(n-l/2) .

¥ o202t

a

protoze konstanta D > 0 je nezdvisld na n, je posloupnost {Dm} asl , kde D.-n.D.
m:1,2,... také nezdvisléd na n.

Déle, z centrdln{ limitn{ véty plyne, 2e Cn = 0{1). Tyto skuteinosti spolein& s podmin-
kami IV. (spojitost g nenulovost T (y) v okolf Qu) zarutujf, tehtet[ tlen na pravé
strang vyrazu (2.6) bude tddu Op(n"llz). T{m je véta 2.1 dokdzdna,.

Désledek 2.1

1s podminek véty 2.1, pFi n = e , md n'”z(Tn-Bo) asymptoticky normgln{ rozdélen{ s nulo-
vou stfedni hodnotou a s rozptylem

62 . E ’VZ'J'-Z'
kde

P /3‘“")‘"(‘)'

Nyn{ se zsméf{me na rozdffen{ téchto vysledkd na linedrn{ model.

8. Linedrn{ model

Necht Yioeeaa¥y
pro které plat{

jsou nezédvislé ndhoané veliliny s distribu&nimi funkcemi Fl, FQ....,Fn

Fi(y) : F(y-xiﬂ) , is1,2,...,n,



kde 0 = (01,,.,,0P)'je vektor nezndmych parametrd; x,, i=1,...,n jsou znimé vektory
regresnich konstant a distribueni funkce F je absolutné spcjitd a symetrickd kolem 0.

ledy budeme ptedpoklddat, 2e pro ndhodny vektor pozorovdnf Y = (Yl,Yz....,Yn)' plat(

AR TIRAT R

~

kde X = (x; j) je znamé (design) matice n x p s plnou hodnost{,B = (01,...,0p)'3e
vektor nazné;ich parametrd a g = (el,...,en)'je vektor chyb, které jsou nezdvislé,
stejnd rozdélend se sudou hustotou f(x).

Budeme uvalovat pfipad, kdy matice X ms specidln{ tvar; mime p linedrné nezévislych
vektors 53,....56 a i-ty vektor(fadek) se v matici X ni-krét opakuje i=1l,...,p &
plat{ EE n, = n.

i=l

Dostdvéme analogii jednoduchého ttidén{ - model, ktery moZeme zapset ve tvaru

(2.7) Yy, = X(8 e ey jel, .0y,

i=l,...,p .

Oznatime-1li

cﬁ z 2;5 R izl,...,p
je situace obdobnd jako v modelu polohy. Méme p nezdvislych vybérd z rozdélen{

t(x-gl),...,t(x-ﬂp). Kazde bi je tedy parametrem polohy i-tého vyberu Y,,,...,Y4..

Toho vyu?ijeme pro odhad nezndmych parametrd Bl,...,Bp ev. pro odhad linedrn{ funkce
téchto parametrd  3°.0.

Oznatme ,
.l
x* | 7

~
i

xl
Xp)

reguldrnf matici p x p.

Je-1{ é@ libovolny odhad nezndmého vektoru @;(tedy i B-resp. M-odhad) potom pro oqni-
dy 8 s ﬁ'é plat{

g = x*"l i

a
A ' x .1 A
28 = 2. x T .

\
B-odhad vektoru 8 generovany funkcf ? , ktery budeme oznatovat ig = (Tn,....T:)'
Je definovdn vztahem

L0, -1

i
~0 ~

™
" w~n '

o
kde l: s (Tf:...,Ta ) "je B-odhad vektoru Gg , ktery vznikl sdru?enim jednotlivych

B-odhad0 parametru polohy. To znamend, e
r
. Jo . exef - Q(Yij-t)} L (Ot
1" n
[ ex {- ™o (vu-t)}.qri(t)m
3= '

Pokud oba integrély existujf, ﬁ](y) zde znal{ apriorn{ hustotu nahodné veliginy 51&-

(2.8) 71



Mileme tedy stejnym zpdsobem dokézat asymptotickou reprezentaci B-odhadd v tomto jednodu-

chém linedrnim modeliu.

Vata 2.2

Necht Yige 3*hieeany fz1,...,p Jsou nezavislé néhodné velitiny splhujfci model (2.7).
Ptedpokléddejme, 2e pro n -+ > plat{

n
i _
(2.9) +— = % , 0 « ﬂi < 1, i=l,...,p
p
Z oA =1
i=1

0znalme Tr(: * (T!;,...,T‘;)'B-odhad vektoru (}\, , ktery vznikl sdrutenim jednotlivych B-odha-
dd parametrd polohy &i

Potom zs predpokladd véty 2.1 plat{ pro n »

S 21 q-1 4-1 AT -1/2), isl,....p.

T‘ 3 t‘ « n LA i } . 5:1 3J(Yij ti) . op(n

Ddkaz: Itejmy dusledek véty 2.1

Oznalime-1li ,Js z (T?,...,Tg)'a-odhad vektoru nezndmych parametrd 8,
[ -1 -1 )
Ay Ay,0 . ... 0
nl-ktét
-1 -1
0,000 4 Agyeens A0 0
é; e nz-krét
o, «ey0 Lﬂ:;, " ’ a ;1’
\ np-kl‘ét /

mgtici fddu p x n 3

g s (e padeees P00 fdves P01 dphse s f on -

vektor délky n, potom dostdvame asymptotickou reprezentaci ve tvaru

L))
[e

8 ~l,-1,0-1 -1/2
(2.10) T = 8 +n X"L£.g v q(n ).
DOsledek 2.2.

Za podmfnek véty 2.2, pti n—>x , ma n1/2(12-0) asymptoticky normdln{ rozdélen{f s
vektorem stfedn{ hodnoty O a s rozptylovou varianénf{ matic{

S » E'Y2. }fzzf'l.QiFg { 21""’ ap} . (5'-1)'.
kde
# [y,
Pozndmka:
Stejné jako v modelu pclohy, asymptotickd reprezentace B-odhadu implikuje vztah

8 0 -1/2
lﬂ‘" )|

~f} * op(n



kde Bg AL M-odhad 0, ktery vznikl zpusobem popsanym ng zaddtku.

3. BOD SELHANI 4-0DHADB

A. Parametr Eolohx

vVéts 3.1
Necht ( Je sudd 8 konvexnf, 0 < lim . _ g @(x)/ x| = c<mo.

-

Je-1i Sy . T(y)dy <o , potom bod selhdni B-odnadu (1.1) je €% (nel)/2ne¢l , v opat-
ndm ptipsgd  £'= 1/2.

véts 3.2

Pfedpoklddeime nyn{, 2e Q@ je sudd, @(0) = 0 a e @ Je neklesajfc{ na obou strandch
(x = 200 ). Necht

@ (x) =+

lin‘x‘_+ o0
ale

14 @ (x)/ ix} = 0.

]
ix| =~ oo

Bdle ptedpoklidejme, e }/= ' e spojité a ze exictuje x  takové, e Y Je neklesajfc{
pro 0 <x < x 3 nerostoucl pro x < x< o0 . Nechl existuje konstanta k > 0 takovd,

ze
inti. exp { -k . @ (t)} . (t)dt < @G,
Potom bod selhanf B-odhadu (1.1) splfuje £%> (n-k)/(2n-k),je-1i k £ 1, pak £':1/2.

Dokaz vét 3.1 3 3.2

Dokaz lze provést analogicky (jqe o jednoduché zobecnéni) jako dikazy vét 5.2 a 6.1 v
Huber (1984), protc ho ponechdvéme Etendfi.

Vzhledem k asymptotické equivalenci B-8 M-odhadt olekdvame, 2e i bod selhdn{ odpovidajfcict
8- a M-odhadd bude stejny. Situace je trochu jind, dfky vlivu apriorniho rozdélen{.
Vviimnéme si, 2e funkce T (y) obsalend v obou integrdlech nemdze zmendit bod selhdn{
8-odhadd vzhledem k odpovidajfcimu P-odhadu (Tly)=1).

Je to logické, protoZe zde funkce 7 (y) sloul{ jako véhovd funkce, kterd (vzhledem k
odpovidajfcimu P-odhadu) dévd odlehlym pozorovdn{m malou vahu (mend{ nebo rovnu 1).
Veisndme si, 2e informace /'t .T(t)dt <= je ekvivalentni (z hledisks selndni odhadu)
jednomu pozorovdn{. Ve specidlnim ptipadé, md-1i funkce T (y) kompaktni nosi&, je bod
selhdn{ roven 1, nebol informace o parametru @ obsazend v T(y) je z hlediska selhdn{
velmi "silnd” a k vlastnimu selhdn{ B-odhadu vibec nedojde. Ovéem takovd situace je
okrajové a mite byt snadno samostatn prozkoumgna.

8. Linedrn{ wmodel

Vzhledes k nademu modelu (2.4) je situace podobnd jako v pfedchoz{ gdsti, s tim, 2e
méme p-modeld polohy, kady s n, pozorovinimi (ni'> 1) a ptedpokléddme, Ze pro n -«

R TR C RPN R R



Vid{me, 2e odhac s=lle, pokud selle odhad v alespof jednom modelu polohy. Oznalme
%fx min 21
1¢igp
Dostdvdme snadné disledky veét 3.1 a 3.2.

véta 3.3

Necht jsou splnény ptedpoklady véty 3.1. o
Je-11 St . T (t)dt <« , potom bod selhdn{ B-odhadu (2.8) je ¢'= T_:%F_:ﬂr7n .

A'
v opatném ptipacé £° = ™

véta 3.4
Necht jsou splnény pfedpoklady vety 3.2. e
Potom bod selhdn{ B-odhadu (2.8) splAuje ¢*2> TT_i‘hégTH , je-li k € 1, potom
\
£ .3

Opdt, jako v ptedchézejfc{ Zdsti neuvalujeme ptipad, 2e T (y) m4 kompaktn{ nosié.
Véimnéme si ale, Ze je-li n4ds model "vyvdleny", tj. n,;* g (v Kka2dé skupiné providime

stejny potet nozorovan{), je bod selhdnf g:'=E%T resp. TT%;%§%" resp. je véts{

l+pk/n
nel T7%7557n
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