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JACK-«3 IPEOVANI KOEFICIJTE ASOCIACE II

Jaromir Beld&ex, GGU Csav

Stejnojmenny prispévek ze sborniku ROBUST 86 poukdzal na mofnost aplikace nej-
Jednodussich transformac{ typu jackknife na koeficilentech asoclace (matematicky hlsd-
xych funkcich frekveniniho multinomického vektoru), které poskytuji méné vychylené od-
nady empirickych koeficientd a alternativni (neparametrické) odhady rozptylu. Smyslenm
toboto pFispéviku je poskytmout informaci o univerzdlnich zobecnénich téckto metod kon=-
struovanych pro eliminaci vychylujicich ¢lend vyssfch Fddd neill O(n‘l) , 8 to 1 pro
gituaci nékolika nezdvialych ndhodnych vyberd. Na pFikladech vybranych koeficientd aso~-
ciace jsou referovdny nékteréd zobecnitelné praktické zdvéry.

V névasnosti na terminologickou diskusi odehrdvajicl se po odeznéni prvotniho
prispévku na 7% ROBUST 86 si dovoluji uposzornit, Ze termin “Jjackknife" znamend podle
doslovného pFekladu (vig.[5],8%r.1174) "velky kapesni zaviraci nii, zavirdk™ . V tomto
sayslu interpretoval "Jjackknife" 1 profesor P.K.Sen na avé loneké predvdnodni piedndsce
na KPMS pFifasujice jednotlivyam Cepelim avého "noie" rozlidné specidlni interpretace.
Jak mne ovisem uposornil mdj pozorny kolegas dr.P.Hrelas ((61), 1ze na zdkladé vérnych his~
torickych pramend pfisuzovat anglické terminologické pFirfazeni dané metodé pracovnim
aktivitdém Zeskych ndrodmostnich mensin pFed druhou svétovou vélkou. Jak znémo Valasi
(Jinak téi profesiondlni kleatili dobytka) sec proslavili prdvé vyrobou a aktivanim pou-
i{vinim kapesnich no#ld, Jjejichi prostrednictvim iZinné potlafovall neiddouci aktivity
doméciho skotu po celé Evropé. iluino podotknout, fe kategorickd informace o tom, fe
adekvdtn{ esky ekvivalent anglického "Jjackknife" Je tudiZ "oklestbvdn{™, spisobila po-
sitivni nesdjem mého nejbliidiho nadiizeného dr.J.Rehdka o dals{ terminologické nuance.

LNOVYBZROVA KKNIPEOVA TRANSPORMACE K-TEHO RALU

Pro libovolny odbad €, poffsenj na zdkladé ndhodného vybdru o rozsabu o a
k<n savedde veli&iny

=1 :
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\\\\ Bn pro vs=0

Jako priméry vsech (:) odhadd siskanych 3 pivodniho vybéru pii postupném vynechdvéni
v-tic posorovén{. Jedmovybérovy jecxknifeovy odhad_ k-tého Fédu byl definovén v [10]
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jakoito Fedeni pro & asoustavy linedranich rovnic
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(3) n-“; = 9 + VZ-I (Iv'(n-V) . vs0,1,...,k

4

(

~ ~ -~

v promdnnych CH “1. ces "lk . Vzhledem k tomu, Ze Vandermondiv determinant matice
soustavy (3) -tj.jmenovatel slomku v (2)- je rgzny od nuly, Jje Jk(Sn) definovén jed-
nospaépé jako linedrni kombinace . ... , Cp 8 pevné uréenymi koeficiemty. Roz-
vojem &itatele v (2) podle prvniho rddku lze giskat explicitni vyjddieni

k
< A
(4) Jk(en) * %,[;}_:o(-l)vc)(n-v)‘ en-vl

snad poprvé uvedené v [12].
Zékladni vlastnost transformace J (.) vyplyvé z niie uvedeného tvrseni ~

. Q ; & ¢
-Lemas 1: Necht' odhad Cp mé koneldny rozvoj stiedni hodnoty typu
o

(5) EC = C» &av-n'" .
kde parsmetry O, 51'1. @2. veo nezdvisi na n . Pak plati
(6) B Jk(@n) e« &+ 0wl y D==pO ,

Idxaz viz [10],etr.527 nevo v [3] na str.54-5 .

Jo dileiité posnamenat, e vyznam predpokladu (5) nespolivé v explicitni snalosti para-
petrd €, Ay X,y wos |, nybri v pouhé specifikaci struktury vychylujiciho rogvoje od-
hadu en . Platnost (5) se zbytkem Fady nahrazenym symbolem O(n"V) pro nékteré w)k
1ze ovéfit pro vétiinu standardnich odhsdd Gn zaloZenych na posloupnosti nesdvislych
steiné rosdelenych ndhodnyeh velidin (viz teké (111, §6).

Zajimavé jJe¢ ipterpretace vlastmosti (6) z hledieks explicitnibo vyjddieni (4).
Koeficienty (-1)'(:) pro ve0,1,...,k charakterizuj{ Kk=tou zpétnoy diferenci béiné

zavddénou pro lidovolnou posloupnost {xn} redlnyjch &isel rekurentnimi vitahy
vxn = ln - xn-l

szn iw Uxy = Vg o= Xpm2xp 0%, o

(1) . .
) ) k
k R kel k=1 v'k
v xn "v !n "'v xn'l L Z (‘1) ‘\v)xn-v o

. v=0
NKen{ tdiké ukdsat, Ze Jeo-li x, nezdpornd mocrina n Fddu Ja0 , pak kan Je poly~-
nom stupné J-k pFL J<k didenticky rovny nule; dokonce kaidy pol v nule typu n~J pro
kladné J phevddi k-td diference na pol typu 0(n~3"%), V situsel odpovidajici splni-
ni (5) definujexe o

(8) X, i= nktign- e-nk + ; Uv-nk'v y MK ,
takie k-td diference aplikovani na x, (tJ.i?kxn-(k!)s{Jk(@n)] ) musi byt nutné vyraz
typu (6).

Explicitni snalost tranaformadmiho vzorce (4) umoznuje vysetfovat otdsku asym-
ptotického rozdéleni Jk(e‘p) ve vitabu k pivednimu rosdéleni odbadu (":‘n « Platiel1
asymptotické norualita pro nmn.v. nl/‘(@n-@) » lze stejné noradlni aproximace pouiit

obvykle 1 v pFipadé n.v, nllz(Jk(@n)-(ﬁ) « Odhadem spoleiného ssymptotického rogpty-
lu je statistikes

n
2L . s 2
(9) $3(&,) = (n-1) 2;1(9-1’@::-1)



2. S-VYBLROVA JACKKNIPEOVA TRANSPORMACE K-TEHO RALU

lefinici odhadu (<) lze analogicky rozdiifit na situsce, kdy parametr ~ ja od-
padovén ra sdikladé S(®1) nezdvislych nébodnych vybérd s rozasahy ByeeeesRy (nlo...
«eo+n on) . Pokud sanedbine Eleny Fddd o(n™*1y |, 1ze typickou struktury vychylujfeiho
rosvo;z odpovidajiciho odbadu P charskterizovat vyjédrenim

3ak
N - ) By..0.8 -y -y
(10) EG® . & o) E: S Fe e, T,
n el 1éa,<Vca 68 ThV ¢ eV 6K 1V M) 8

kde © a viechna (.l. Jeou parametry nezdvislé ns n,,...,n, & posledni sumace
s2ité pies systéa {[vy,.ov ]t 2evy e vi bk et Vitee TV £kl V nejjednodugiim phi-
padé kel 1lze Jackknifeovou transformaci vyjéddfit jako Feieni “soustavy liredreich rove

ric definované vzorcem (viz (7],str.101J)
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kde 1 pro ael,...,o Jo primér viech n_ odkadd ziskanyek 3 6: vyoeckénia prévié
jednohc pogorovéni v rémci etratifikedn{ proménné a .

Pro obecné k< nin{nl.....n.} mdme k dispozici systém pomocnych odhacd
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(13) 1‘;‘.Ak . 1‘;1<o'(;;‘8 ’ ;tcl*ooo*siik .
Pro libovolnou sestavu indexd z (1)) ziojné plati
. o-.. Bq 0.8 -y -y
(14) é 1 V;h “- 0+ ﬁl V avl v!‘,'ﬁ }..a ro
VieeeV2 lculc..<n s8 ravielev sk "1°0Vp 01 %
kdyi ]
~ ~ )
n »0 a a csepglr
€15) 5‘<::T . P ¢ PLERRRLE-X
(”i"o) kdykoli a_ Je rovno nékterému indexu u
o 2z mnoiiny {al.....n;} .
Nabhradime-1i stiednf hodnoty na levych strandch rovonic (10) a (14) jejich pFirosenymi

8 éﬁl...‘r
odbhady e‘ a & "‘ir a vdschny teoretické parametry doplunime symbolem " , definuje

fedeni pro O takto vsniklé soustavy \::t) linedrnfch rovnic o (:::) nesndaych




odhad J:ké:) gsobecnujici jednovybérovy odhad ze stati 1 (specldlné Jk(bn)-Jt(gi) ).
Jednosnadnost definice i presnéjsi predstavu o struktufe odbadu J:(G::) poskytu=~

Je naalodujfcf technické tvrzeni -

. el \
-Lc!!! 2: Zavedme syabol ¢ 7} T pro 'tf sloikovy vektor sestaveny s prvii
By eeel =84 008 =8yo+8 ~@8-¢08 A ~8
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( °) vloo-'r 'lc -Vr [ '1. .Vr_l vzooer [ Vl 'r. n
pro systéa indexi korespondujici 8 (13).
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l‘ti‘r
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kde 0&;)(§?1"'r) Jo Jjediné Fedeni pro c&i:::{ eoustavy linedrnich rovnic
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V‘ G -V
Yy AN 1. r lir‘nl\l
18 = s '1 (n -' ) O.l (n -v ) -
( ) VIO-O'I‘ !“Vl"‘.-:‘ﬂlr‘k vl”'v!' 1 1 r ' “vl’. v ‘k ‘

Likas je podrobné rosepsdn v M.

PFL k< miu{nl,....nsk 1ze ovéfit jednoznainost Feleni kaidé soustavy typu (18) a sa
pFedpokladu (10) 1 poZadovanou vlisstnost

(19) EJN6Y) = O .
Explicitni vyjdédfeni (17) pro ksl,z,} uddvaj{ vzorce (11) a

.
(20) J5(63)= 6y -\Z [(n -1)2V1 é(n —2)2\/2] v [(n -1)(n -2) V ] .

Al-al<l2-a

P

(1) I(EP) =6y =18

I

x Vf (30,178 - 3(n,-2) 7% « (n‘-3)373]} .

I (CRE LR -1) %2 _ L0 1o -n | Cat) Baz?)| it
"{? léa< I2‘£ 8 Va n‘l l:\‘2 (n 52) (n, -1)

)
¢ (mg1)(m, ¢)2 1 2]} L (ngo1)n, SV 50 ‘91'2‘3
1‘!1(02(03‘0 1 11

kde kaidé sumace pFes systém léa l..<a €8 pro r>s Je definovdna jako nula.

3. APLIKACE NA ROSPICIENTY ASOCIACE

Uvalujme koeficienty asociace typu 6(f°) , kde 5( )s R"v—bR Je funkee
= proménnych omesend na svén definiénim oboru a r’.-(r .....f ) sestévé s s Dpesé~
v1.1jch vektorl odpovid.Jicich po fadé c-rozmérnyw nufixnonickyn rosdélenin
I(n ) ). cae JM(n .g ) . PFipad @esl pokryvé jednovybdrovou situaci z pFispévku [21 .
pri s>l odpovzdnj( nesdvielé vybéry pFirozené stratifikaci vihledem k hodnotdm nékte~ .
ré prosénné kontingenini tabulky. Korektni aplikace jackknifeové tranaformace Jk( )
se stati 2 pofaduje pro 6' é(f' strukturu vychylujiciho rosvoje typu (10). Za pled~
pokladu dostateiné hlldkosti funkco O(.) na okoli teoretického bodu B"Qﬂf”"'!f) 1se
tuto vlsstnost odvodit 3ze standardni aproximace Taylorovym rozvojem vyjddfené ve tvamu

(22) (£ dee®)- dep)] = ?_, hipy-[ecaegy] + o™
kde D, Je nnt&eo .J-tjch parcidlnich derivaci 0(;) v bodd p blokové strukturovand
jakofto Dy: -[r.J1 -1]1..1,.,,. es » (E(af2)3] symbolisuje matici jetyeh centrélmich
somentl ma(s.c)-slofkového vektoru (dra) -(r'-g) a tecka snali skaldrmi soulin,

’ Ned OO .



Elementérni rogpia kafdého soudinu 2 (22) pro matice kJ sywmetrické vzhledem

k permutacim indexi
8 J! a,..a a, J e, J.n
<« < ~ 1 ) 1,"1 : rWr
(23) 2, (B(ag?)?] - 2 T 2 TIOTT 2, ‘?[b.(dgn‘) bxp(ag, DT
T2 1da <. .ca s 144,,..,3 u 1 *r
3}l ie3E]

o

umofnuje vyuiit explicitnich vyjddFeni (7) resp.(8) z &ldnku "2] pro vypodet kaidého
df1&iho soudinu z (23) typu EJ“ : -[.us(dgg)Jx .1 .S obledem na (22) s (23) 1ze
enadno nablédnout explicitni sdvielost kaidého® koeficientu fxvl:::vr z (10) pouze na
parasetrech 2.1. vee .E.r a dand sestave ViveoosVo o 1 Specidlné pi*
vynechéni viech nulovych s&itancd v (23) -odpovidajfcich situaci Ja*1 pro nékteré
asl,...,r - dostaneme vyjddFeni koeficientd u Fddd n;l, n:2 a nzlnzz tvaru

a l ,a . a.¢
- L5 d '
al z‘ ~2 ':"( : ) 1 lll.-.u.‘ [

(24) «F = &15-(Eae®3] + } o [eae®)%ur(ae®?)
a,a. 84 - a
o1tz - 70, e[k Dkewe 2], léa,Ca ks,

kde 2‘.2'1.!°2 Jsou nezdvislé multinomické vektory s rozdélenim l(l.gf),l(l.g.l) a
l(l.g.z). Analogické vypoltové vzorce se komplikuji s prechodem k vy3iim Fédia O(n'k)
8 k nesymetriccyn maticim EJ .

Faznadené moinosti teoretického vypo&tu vychylujicich parsmetri pro kaifdy zvole~
ny koeficient éKg:) 8 jejich ndsledné vyuiiti pro (Zely eliminace vychylens Jsou ov-
Sem nivelizovény pii aplikaci transformac{ jackknife, které maji univerzélni schopnost
¢liminace téchto Clend bez ohledu na analyticky pFedpis é(L) . Vypocitové vzorce (1lz)

ABqyesel Byeeel
pro © 1 Tiu 8(f 1 ¥) obudou mft sice sloZitéjasl strukturu typu

vl...vr ~vl.'.vr
l...r
(25) Sg leeer )
~V1.-.Vr
1\ 1 AN &
n -1 n 1l 2 nl} /nc ,/lll f'nc 6( s s s o & op )
= 1}...(1“ 1 co\l .....Kr..\r, 5- 1. 1 - r. r 0
('l Vr‘ 0‘-%....mi" ‘1 mc ulJ) mc’; (ml .ﬂc)o'.-’ (lﬂl -.c)
miv..+n;-vl
T b o
Otnl....ncivr
mi‘*o.'m:.vr

kde sumace v (25) s&ité pres polty ni,..,ni.......m{....mz vsech sestav indexd vyhaso~
vanych po f8adé z 1. af c-té tFidy 1. aZ r-té stratifikadni proménné a BYseepBgrecns
.....n{....n: Jesou odpovidajici sbaolutni Zetnosti (pokud nﬂ(ﬁm: pro nékterou dvoji=-
el [s.b]es{l...,r}x{l....é} + Je cely vyraz ve sloZend zdvorce definovén jaxo nula) ,
ale Jsou formdlné steJné pro libovolny xoeficient 6(52) . .

4. ZAVERY 2 SIKULACNTHO &XPoRIKENTY

Statistické chovdni Jackiknifeovych transformac{ bylo zkoumino na jednovybérové
Je(e) pro kel,...,10 aplikovené na koreladnim poméru ‘72 (vis [9),8tr.251) poditaném
z kontingenéni tabulky 4x5 s na logaritmu soudinového poméru v tabulce 2x¢ , ktery
lse chépat jakxo specidlni piipad logaritmické interakce z {4). V obou pFipadech 1zs teo=
reticky sddvodnit volou Fdu k Jackknifeové transformace odpovidajic{ faktické nume~
rické vysnamnosti nékolika prvnich &lend v (5) pro dostatelné velké n (kyp#. ndldv),



V pfipadé korela&niho pomeru ?2 je mozno overit ndrist vyznamnosti teoretickych
koeficientd z (24) p¥i snizujici se hodnoté nékteré z margindlnich rddkovych (resp.stra-
tifikaénich) pravdépodobnost{ - z teoretickych i simulalnich vysledkd viak vyplyvd pro
viechny béiné volby teoretickych parsmetri (s rozsabd =n ) potPeba pouZiti J (o)
(r.ap.J;(.) ) pro k nejvyse rovné dvema. Kéné jednoznacnd je volba "sprdviného Fddu k"
v situsci logaritmické interakce, jejii teorstickou hodnotu pro jednovybérovy pripad lze
definovat vstahem (viz (1],str.101)

c
(26) biig) i= ;.tl.Tm' log py v

kde p: -(pl,...,pc) je pravdépodobnostni rosdéleni obecné vicerozmérné kontingenéni ta-
bulky 8 nenulovymi sloikami a r"(XE"“‘YE nenulovy vektor konstant vyhovujici pod-
aince Yiteeotie 0 . Problémy s definici (26) ma hranici jednotkového simplexu se v pF{-
padé vybeéerového koeficientu éx(r ) kompenzuji pFipoltenim jisté korekéni konstanty ke
v3en absolutnim Zetnostem analyzované taoulky. Dd se ukdzat, Ze tato lprava nic nezméni
ns platnosti asymptoticikého vztahu

B bfgi) = 6!12) - 7> %T:l} + o {% T - f?r::} - “-3{2’ -1 1Ir2 %rj}

(27

-n-{m- v aef 0y - 2ol T, - BT}
*‘G{E’Pl'n r'2+o7wr'3-135§%r'4*113%P5-37§6§r6}+ o(n” ).n——)oo.

pro

(28) T, = g;l(_(m)(pm)"’  vel,e.nb

ktery lze odvodit z aproximaci typu (2c<) pFi k=6 g ohledem na jednoduchou (diagondlny)
strukturu viech matic parcidlnich derivaci a na znalost centrdlnich momenty elementdrni-
bo multinomického rosdéleni (viz [3,str.35-7). Paktickd vyznamnost koeficientd stojicich
v (27) u jednotlivych Fddl n~V  tedy bezprostredné zdvisi na rychlosti konvergence hod-
noty l/(n-nin{pl.....pc}) k nule. Pro dosti mald n (né50) a konkrétn{ volby vektori
Y a p Je tudiZ oprdvnéno pouziti jackxnifeovych transformaci vydéiho fddu k .

Pormdlni simulaéni aplikace Jk(.) na oba uvaiované koeficilenty prinesla tyto zo=
becnéné gdvéry:

i/ Obecny vsorec (4) nelze pouilt pro neozezené velkd n a k , nebot’ s&itdn{ s od~-
E{tdn{ prisludnych &lend typu O(n ) klade zvysené ndroky na numerickou piesnost pouzité
vjpoletni techniky. Z tohoto divodu je nutné poéftat hodnoty koeficientd asociace, na nél
se aplikuje transformace J, (.) pFi k)2 , s vysokou pFesnost{ (double precision). Volba
saximdéiniho Fddu k v zdvislosti na rozsahu n a svolené piesnosti zaokrouhlovaci chyby
vyplyvd z ampirického grafu na obr.l .

11/ Poéet (ﬁ) vynechdvanych pozorovdni pro Uéely ndsledného pFepoéitdvdni hodnot pi-
vodniho odhadu podle (1) lze v pFipadé koeficientl asoclace Uspé:iné redukovat na podet
(c'k'l) pro ¢ kategoridlnich t¥id. Jak oviem vyplyvd z grafu na obr.2, veristd pFi zvy-
#ujicim s¢ ¢ a k 1 tento podet nad Cmsové zvlddnutelnou hranici.

- 114/ Pokud svoleny koeficient b(g) neni definovdn na celém jednotkovém simplexu,
sdfe doJit k situaci, %Ze od jistého k neni (na rozdfl od empirické hodmoty 0<g:) )
definovdn odbad Jk(é(£t))' Bodové vlastnosti jaczsnifeovych odhadd jsou potom pri
malyeh n velmi citlivé na piipadnd predefinovdni-xorekce jako za vzorcem (26).

iv/ Respektujeme-1i omeseni vyplyvajici z i/-1ii/, vykazud{ vsechny numericxy doa-
tupné odhady snaénou stabilitu projevujic{ se vysokou pdrovou korelaci mezi odhady
J (é(f )), coe ol (é(f )) , z nichi viechny se statisticky vyznamné 118y od pivodni-
-vychjlon‘ hodnoty 6(!1) . Pro malé roseahy n Je ovsem tieba mit ra paméti, £e roz-
ptyl Jaskknifeovych odhadﬂ Je obvykle t¢hoZi Fddu jaxo pivodni odhad, takZe jedrotlivé
posorované hodnoty =~piestoZe jsou fakticky nevychylené~- mohcu byt znaéné variabilnit!
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