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b od

vlivné body (vB) piledstavuji Jeden ze zékladnich problémt, které se vyskytu-
3i ;i praktické apli aci regresnich uetod. Obecnd lzo Ffici, Ze jako VB oznsdu-
Jeae ‘takové body, které vyrazné ov11vnu3;;vvqladky regrese. Lze je rozddlit do t#{
zékladnich okupin
8) hrubé ghxgx zpﬂaobon‘ adleninm (outltora). nthnogqpitou ve vysvdtlujicich pro-~

-lnnych (oxtr‘-y) resp. chyby vznikn;ic;‘pfi ngn:pullci s dnty /Y

b) specidlnd vybrané “pFesnd” -ifon‘ body s vysokys vlives “golden points" /2/
c) dbsledky nesprévnd opocifikov-ného rogronniho lodolu 73/

V redlnych situacich, kdy se neprovédi specislni plénovéni experisentd, se
vyskytuji zpravidla VB ze skupiny ad a) s ad b).
P#L zpracovéni regresnich Uloh, kde se dé oZekévat pFitomnost VB (v praxi prak-
ticky vidy), se vyuZivé dvou zdkladnich p#istupd.
. i spolivéd v pouZiti robustnich metod odhadu parametrd. Problematice robustnich
& Je neustéle vdnovéna pozornost zejména ze strany teoretikd. Od pOvodnich po-
» vhodnych zejaéna pro eliminaci gutliers (lezicich co do hodnoty vysvétlova-
» veliliny y mimo ostatni body), se postupes Zasto dospdlo k realistiltéjéiam
postupla s ochranilenym vlivem, které eliminuji také plsobeni extrémd (leZ2icim co
hodnoty miniedlnd jedné vysvdtlujici prosénné xJ mimo ostatni body).
Pfehled novdjdich vysledkd v této oblasti byl podén nap¥. Jureikovou /4/.
Zékladni vyhodou robustnich metod regrese je, 2e pii "automatické analyze" na po-
tita&i {kdy nedochézi k interakci mezi zadavateles a potiteden) poskytuji oproti
M adekvatndjidi vysledky. Maji viak #adu nevyhod:

- vychézeli z plredpokladu, 2e jde 0 VB =ze skupiny ad 8) & pouze omezuji jejich
pOsobeni .

- neumo2nuji analyzu vzniku VB (a z vy:;gdko_ppgyag byt ani patrné, zda jeou v
datech ndjaké chyby) o

~ pra cayond specifikovany regresni model vedou ke kurioznil vysledkis

- nésledns statistické anslyza (intervalové odhady, teety) Jje kol 1kovens

Druhy pFistup spo&ivé ve vyuZiti postupd regrusni disgnostiky, které umoZiu-
!4 identifikaci VB . Je vhodny pro interaktivni tvorbu regresnich modeld a vy3a-
duje cbecné znalost informaci o vzniku dat, Kroa$ nespornych vyhod, které posky-
tuje msolncst identifikace typu VB pirip. urdendi hfiéin‘jojich vzniku, aé tento
pF*istup teké ndkteré nsvyhody. Mezi zékladni pttri-‘ -

~ Casové nérolnost (nikoliv z hlodicka otrojového éasu poéit.éc) pti budovéni
regresniho modelu 4
- probléay vznikajici s moZnosti -aakovlni' u skupin v

- nutnost subjektivniho rozhodnuti co se zjiitinvnx ‘VB  (Jejich vy1u§ov¢n1 neni
vidy nejlepdia postupem). e e :

Mezi obdma pfiotupy existuje mnoho opolaéniho. N-pf. funkini véhy jednotli-
véch bodd vznxkajﬂﬂptt pouziti iterativni va2énsé hotody nejmendich &tvercld pre
Ycnetrukel robustnich odhadd (IRWLS) jsou dobibdu diognoatickou airou vlivaych
bodi. Na druhé strand lze jako véhy pfi IRWLS pouzit diagnootack‘ charakteristi-
ky, vyjadfujici siru vlivu ka2dého bodu. Pro praktické ulely je vidy vhodné vyu-

2it syntézu obou plietupl. To obylejnd zAémend refit od ;nér;ont diagnostiky @



poutit robustni regrese al ve fézi, kdy jiZ znéme sprévnd specifikovany model a
rozhodujeme, co déle s VB (pokud je nelze jednoznaind vyloulit jako hrubé chy-
by, vzniklé sanipulaci s daty).

Prikled 1.

v faddé studii o robustni regresi se jako ilustrativni pFiklad voli tzv. Brownlee-
ho data /6/, obsahujici udaje o 2idennia provozu oxidaini aparatury pro vyrobu
kyseliny dusiiné z smoniaku., Uvsiuji se tii vysvitlujici proadnné:

x, - protok vzduchu, X, = teplote chladici vody, Xy = koncentrace kyseliny dusil-
né v absorpini kapalind. Vysvitlovansd proadnnéd y Je procentni ztréte amonisku.
Robustni odhady psrssetri odpovidajiciho linedérniho modelu indikuji jake VB

body &. 1, 3, 4 a 21. Také p#i eplikaci metod pro identifikaci vliivnych bodd lze
uriit jako nejvliivnéjdi podanoZinu body &. 1, 2, 3, 4 & 21,

Jednoduchy indexovy graf (vynsseni y, vs. 1, kde 1 odpovidé dnu adfeni) na
obr. 1a véak indikuje vznik ndkoliks skupin bodd vzhledeam k Zasu. Také rozptylo-
vé grafy (obr. 1b) indikuji odlidnost bodd &. 1, 2, 3 od ostatnich.
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Obr. 1 a) Indexovy graf pro vysvitlovanou proadénnou (data /6/)
b) Rozptylovy gref pro zévislost y vs, Xy (data /6/).

Detailndjdim rozborem lze zjietit, 2e dochézi k "ndbdhu" zarizeni v prvnich
tfech dnech a navic se v daldich dnech projsvuje efekt Zasu /7/.
V préci /8/ je ukézéno, Ze data neumoZnuji konstrukci potndovhného regresniho
@odelu. Tento piiklad jasnd dokumentuje, Ze pouze komplexndjdi pPfistup vyuive-
Jici rady diagnostickych postupl spolu s vicnou interpretaci zjidtSnych zévérd
uso2nuje dosaZeni prakticky pouZitelnych vysledkd. Robustni regrese zde vlastnd
pouze indikuje, 2e nejsou splndny vloehny pfedpoklady klasické MNC (neumo2nuje
véak "népravu” v 2édnéa saldru).

Pro identifikaci VB jsou prakticky vyhodné grafické metody, protoZe /10/:

-~ poskytuji informace o viech datech soulasnd

~ umo2fuji Zasto identifikeci i skupin VB

- usnadnuji posouzeni i jinych zvlédtnosti v datech (napf. trendy, nelinearity,
atp.), které oviivauji vysledky regrese

« indikuji Casto nejen velikost, ele i “salr” vlivu jednotlivych bodli vzhledes
& gutatnis

Ne druhé strand je tfeba sit na pemdti, Ze grafické znazorndni mdze vést ke



vzniku artefaktd a nemusi poskytovat vidy jednoznainé vysledky,
v této préci jsou diskutovény zékladni typy grafd, vhodné pro identifikaci
vlivnych bodd. Oznaleni navazuje na préci /7/.

2, Z6kladni poimy

PF1 konstrukci regresnich modeld se vychazi z dat /’r;__g ! i=1,...n,
které tvofi n-tici bodd v prostoru £~ 7", o vyovétlovin?ch f:ronénnych x
J=1,...a se b&iné predpoklddé, Ze jsou deterministické (bez ujmy na obecnosti
je .+.- ' pro vdechny body, tj. uvauje se absolutni &len). Pro nahodnou vy-
svétlovanou proménnou y se (v pfipadd, 2e byla data ziskéna méfenim) uvazuje

tzv, aditivni model méifeni

-
E L B (1)

oy 7 "
kde At Q)= u’2 je regresni model, o kterém se (predbdZnd) predpo-

kléda, Ze vyhovuje prc vystiZeni variability vysvdtlované promdnné. Na regresni
parametry (¢ =(ct,, an)T nejsou kladena 24dné omezeni. Pokud jsou chyby
Er stejnd rozddlend nezdvislé ndhodné veliliny s nulovou stfedni hodnotou
L£(E'=4 a konstantnim rozptyles _D(cg')rtfzﬁ&/f, 72) ., lze nejlepéi ne-
stranné cdhady ¢ ziskat minimalizac{ kritéria nejmendich &tvercd (MNC).

ya)=(p-xa)(z xz) (2)

kde X '=/&, . &, je /mX.'L) matice "plénu* a ¥  je vektor
méfenych hodnot., Pokud navic plati, Ze £ ad normélni rozddleni 4/{’172[),
jsou odhady 5@-:()?7:%’)-4/1_3"_; » ziskané minimalizaci rov., (2) navic na/xualné
vérohodnd a maji normdlni rozdéleni se stifedni hodnotou 4’-’7@3

; zdélens = resp,
rozptylem _D/_@) =AG"7'(X X )7,

A
Na zékladd odhadd ¢ 1lze uréit vektor predikce g ve tvaru
Y Fa¥ —_— r 4 '—' ,
fz:.ak_c:/.f/\x)/k{; = 7x (3)
Tes5p. vektor rezidui
/. A /-' -
L (&~ H, (4)

Na zéklsdd rov. (1) a rov. (3) lze snadno uriit, Ze rozptyl predikce je roven

A 2
7, -
23 «-Z) = - //7/ \5)

a rozptyl rezidui je roven

.0 iy [
/)(g;) = Bt =y (6)
A

Nevychylenya odhades rozptylu chyb je tzv. reziduélni rozptyl (;:2=E€" ARSI

Je uiiteZné znézornit si geometricky vyznam MNE ve vybsrovém gro—st;org A )2.
Z rov. (2} a (3) plyne, 2e vektor projekce 3 Je projekci vektoru ¥y do
nadraviny /7" , definované sloupci matice X . vektor rezidui & je pro-

r

jekci vektoru _:% do ortogonélniho doplnku 'Cf‘!—/n k nadrovind A .
Z tohoc pfimo plyne, 2e rezidua < nemohou byt nezavisls.
froisként matice #/ a £ -/4/  umoifuji projekci libovolného n-rozedrného vek-

"

e . do zvoleného podprostoru.



2:1 Protjexini matice

¥ obissti regresni diagnostiky hraje centrélni roli projekéni matice /7 .
kter 4 je jako vdechny projeké&ni matice idempotentni ( /,4/’3.. /7 ) a symetricks
( /~ - #< ). Jeji diagonélni prvky ff; = _%T(/X/TJ(/)”P_gz se oznaduji
jaka “"leverage” a maji fadu zajimavych vlastnosti (viz /8, 10/):

Navic, pokud model obsahuje absolutni Zlen a hodnost matice X je rovna = »
jo¢ T < A, < 1, kde n Je polet mdfeni & c je poZet opakovéni adfeni
(opakovéni i~tého Fédku matice X )e

1. Z vimsincati projekini matice piimo Plyne, 2e ,e’s/{c <7 a -/< »ﬁ- -7 /:';?'/)

2., Pro modely s absolutnim &lenes a Plnou hodnosti matice X déle plati, 2e

b f = m (prOmérné hodnota /tf' o m/fz ) a 2: f‘j =z 2, = 7
/") L. 7L 2 ?) . / /’) /
3. Z viastnosti idempotence plyne, 2e /n/,c = Ak, +,£ /{ ,

Z toho plynou dvd dBlezité vlastnosti diagondlnich prvka projekéni matice:
a) pokud je /'/L“ — £, jeou viechna A, - ?" 7 )
bj pokud je 4, — 7 , jsou vechna /g/—oﬁ’ (;‘: 7 73)
4. Malé hodnoty /fu vZdy znaseiaji, Ze dany bod né x-ové soufadnice blizké
taZ2idti "'CT vysvétlujicich promdnnych. Velké tiodnoty -’47,4 (uvadi se hra-
ni&ni hodnoty mezi 0.2 a3 0.5) indikuji obyZejné extréani bod (ne viak vidy
viz /8/)

2 P
S. Z rov. (3) plyne, 2e - . v %,
. ;Z - ;(.. /{‘ -+ }c;z, :/ t-/‘;l

+

To znawené, 2e pro /g,,' -7 (kdy jsou //(.; = ¢ ) je pFibliins ’,; = ﬁc
a vedkers variabiiita v i-tém bodé Je objasndna’ regresnis modelesn. Taki\pro do-
ataf‘oéné vysoks Y, (odlehlé mdieni) bude mozné zbylé &leny zar\:odb.t a vyjde

, ‘rfu f » Z rov. (4) pak plyne, 2e pro x/;,;. -7 Je Z : i bez ohle-

du na velikost y, . Pro %, <<7 a dostatefnd veliks Y, Je CE (1-4,,) .

2

2 4 A R
6. Z rov. (5) plyne, 3e rozptyl ."d.f“/:)';)= G é‘ a rozptyl ‘s g, -,(/.,Z‘)';
Pro sxtrémni body ff,ﬁ - f} bude rozptyl rezidui maly, coX opart Zkoaplikuje
idetifikaci v3

7. Pokud Jsou vysvdtlujici promdnné x, také néhodné veliliny s normélnim roz-

délenim,pleti pro velks n PFfibliZné, 2e¢ ég -7  mé ,{,i rozdéleni.
¥ praci /11/ je ukézéno, Jak vyuZit téro aproximece pro urcena stredn. hodnoty
saxiséinino diagonsdlniho prvku matice 4/ .

N8které dalsdi vlaatqnosti velidéin ,flu.," Jsou uvedeny v /7, g, 10/. Je ztejame,
‘viz ac 5} Ze ./fz” ukazuji miru vliwvy hodnoty Yy 0na predik:i :""l. v
tomtéZ bodd. Charakterizuji dob#e extréani body (viz ad 4) o oviiviuji variabi~
i1tu rezidui i predikce. PouZivaji se samostetné Pro indikce extrémnich vB .,

2,2 Razidue
g< Razidus A
Ja prirozend efmiivat Pro identifikaci outliers funkci rezidui &-

Semotnsé rezidua 2 maji fadu negativnich vlastnosti, které omezuji jejich pii-
#é pouliti jako diagnostickych charakteristik, Plati pro na, 3¢ Jsou:

A . R
“; line#érni kombinaci chyb &,' s Protoze z, = (,Cz - < 1’,:/ £
Rozdéleni rozidui zévisi pak ns rozddleni chyb, v.].:ugo;'u vybdru n a prvecich

sczice 77 . Pro malé vybdry se pak Projevuje supernormalits (rezidua se
jevi normélndji rozddlensé ne: chyby £, "



- pﬁﬁﬁud je < Iz

b) korslované s nekonstantnim rozptylem (viz rov. (6)
c) dpatnyai odhady chyb £, . pokud jsou /4",; dostatelné vysokd (}{;.:' > 7).
To plyne pfimo z ad a). )

Pro velké polty bodl ( /2 » oo ) jsou vlochm /Ku, {/ nals, takio é;' pak
dob*s odhaduji chovéni chyb E; o+ Z geometrie MNC déle plyne, Ze Z 4
Plat{ vdak, s C jsou korelované s vektorem ¥~ ., kde cov(@, Y4)= 2 7—’\
Podobné jako rczidua, mOZeme promitnout do prostoru 'en -t také jodnotkov‘

. - -4 . A '.L’
vektory L (sloupce mstice /4 ). Pletd, te _t =(£-#/)t a také ¢ =G4,
Zkonstentadai rezptyly:lzs wﬂit peddlenin rezidui odpevide}isés: remptyles.

Studentizovens fexidus 7;  (Werskend standsrdizovens) sajl tedy twer
& ¢
f:’ = —--———",\——-— = & _ (7)

‘;ar(z-) 3 /’7__{”ﬁ

Studentizovand rezidua jiZ maji konotantni rozptyl. Zdstavaji véak korelované.
Mevic pleti, Ze nshodns velilina 7" /(ﬂ -72) mé beta rozdéleni 52@5 __ﬂ__g_:Lj

A
iLze snadno dokizat, 2e 7“ n-m . COS v' + kde &y jo uhel, kte-
ry eviréd vektor ¢ s voktorel _1f-‘ v proatoru /Q,f_,,,. Pro /" plati:

Pa

_.,‘L vyjde maximédlni hodnote Poncrx = /72-77

: ~ A :
- pokud je /f 4//( Z — ,@' ). vyjde po detailndjsi analyze, 2e¢ 7 - &
= pro velké y,h 5, =< 7( q >e. ; t#; ) vyide Ri‘iblthi
j / f" /- / /" f"“
Jde zfejmé, Ze ani studentizované rezidua no-uoi (pro pripad, kdy /’;u - 7))

dobie inag:l.kov.t pritomnost VB . Misto rozptylu O"z 1ze pouiit nezévisly od-
had o( ;) » pfi jshoZ vypoletu byl vynochin i-ty bod.

:.,g /‘ ,z f?L - /ﬂ
' B = SR 4 . .
r-7) \ n-m-7 G (®)
22 202

Dosezenim U,-;) =z rov. (8) z8 O v rov. (7) vyjdou tzv, plnd studenti-

zovené "lackknife" rezidug ve tvaru

- 7
- 1 -7 - .
Z = ;;*/ . :
A : 7 -7 - (9)

-
Je zfejmé, 28 Jackknife reziua f,‘ Joou monotdnni transforsaci studonti.zm-
aych rezidui 7“- . V ptipadd, 2e i-ty bod neni outlior". maji l Studentovo
rozdéleni s n---1 stupni volnosti, Plati také, 2e f, Jsou tntcéni statis-
tiky hypotézy Ho = v modelu Jednoduchého vybotujiciho pozorovéni

- X+ A+ £ ( 4 Je i-ty sloupec matice £ ),
Pro 4‘ lze Fici, Ze:

- pokud je é‘ - 7 ( 71’ - & ) vdee také 2 — &

z
- pokud je Yy, veliké s ”{u v £ | f »s( /;ez ). vyide £ _, &
7aké Jmckknife rezidus zOstéveji pochopitclnb korolonnt.
Odhedem velikoeti d v nod.l.u jodnoduchbho vyboéu]iciho pozorovéni Joou
ttv, predikované rezidus 0.(_” + pro kterd plazi d, 1) T Kk a{_ P
odnady 2, , 3sou ziskény ze viech bodd kromd (¥ T ) . Pro predikovans

rezidua lre pest - A~ ' -
aq -0 = 0{ / (’/‘ 4(.;’» )

~m N

(10)



Pro velkéd vybéry. kdy -{ ”l? budou predikovanéd rezidua odpovidat reziduim
klasickym. Déle pro Q(L) plati-

- POkud JQ /[I.‘"' — / ( ,/ - f ). WJd‘ Z/__ ) = .
- pokud je A ‘<< 7 a éﬁ* dostate&nd veliké, je také Q( 2 ) :fq;%-

V lisitnich piipadech jsou tedy predikovansd rezidus pfimo rovne odpovidajicis
nodnotém é?z (které mohou byt v piripadd, Ze ”éi"’ 7 , v rozmezi ostatnich
hodnot vysvétlované proménné). :

Z uvedenych typd rezidui se pro Ulely regresni diagnostiky pouiivé bud _P¥imo
Jackknife rezidui é}‘ nebo rdznych funkci studentizovanych rezidui f: o

Jako pFiklad nekorelovanych rezidui (musi jich byt pouze n-m ) uvedme tzv.
rekurzivni rezidus % , pro ktersd plati

- (7 - %, [’*“(‘*Tﬂ) ] ” (21)

R me+f;<..n

V rov. (11) jsou iy, 7 odhady ziskané z (1-1) bodd a matice X,_, obsahuje
prvaich (1i-1) Fédkd matice X . Plati, Ze ug=ﬂ pro t;—/, . . Vychdzi se
z m-tice bodd tzv. béze, kterd se voli tak, aby neobsahovala VB . Na rekurzivni
rezidus se dé také nahliZet jako na "jednokrokové" standardizované predikce re-
zidui. Za pfedpokladu, Ze £ N/VA@'/ ’5’226') » Jsou rezidua Z,; nezéavisls, nor-
s8lné rozddlensd s konstantnis rozptylea.

2,3 Vviivné body

P#1 analyze vlivnych bodd se pouZivaji dva zékladni piistupy /12/. Pristup,
ZaloZeny na vypousdtdni jednotlivych bod8 vychézi z ur&eni zmdn ve vysledcich
regrese, ke kterym dochédzi vlivea vynechéni i-tého bodu. Je Pouzit zejména v
knize /13/. Zékladnim vztahes je zde rozdil mezi odhadem CL a odhaden Cﬁ’&}
pro ktery plati

- A .
GGy =X Xk, e /(7-4,)

Q. , (12)

fro wyjédifeni relativni vyznamnosti slolek rozdilu mezi odhady Cf a “f 7)o
ti. vlivu i-tého bodu na odhad parametrd, se pouzivaji standardizované sloéLy
rove. (12) ve tvaru

< Aﬁ? \ l//cc Fore |
DFQL/ TLg A )_1/ ( ’('") /e ) (13)
o ( T \—7
kde (3, jsou diagonélni prvky matice ( X "X ) ', viiv 1-tého bodu na odhad
j~tého parsmetru se povaZuje za vyznamny, pokud J@EQQ/;>WQ/45’
Padobné lze vyjédfit vliv i-tého bodu na predikci ve standardizovanéa tvaru

DE. = 'i J‘("l’l = {L l.//{_./(/ 7
/)/;z; , s lc .
Pfitom plati, 2e pro 7¥7>»a/;99' se vliv i-tého bodu na predikci povazuje zs
vyznasny .
“sda deidich charakteristik tohoto typu je uvedena v /10, 13/,
P#ietup, zaloZ2eny na infinitezimélnich zednach, vyuZivs sledoveni vliivu
“perturbeci” v rozptylu chyb £ na vysledky r;grooo. Je pou2it v knize /8/.

(14)




vychézi se z p¥edpokladu, 2e i-té chyba mé rozdéleni & ~ /L/ef /{ ) , zatim-

co ostatni chyby maji rozdéleni A(¥,5°), Pro odhad parametrd 66/%2 je v_toato
p7ipadd tfeba pouZit vézené MNC. Pro charakterizaci lokélnich zeén odhada ‘zfeﬁj
se pouzivé vliivovych funkci, cof jsou derivace fQCL/%’U/*/&' v oblasti
zvoleného 77
Tek pro pfipad, e %"~ ¢ , rezultuje tzv. Jackknife vlivové funkce

GC’Z\/’L—‘ 7 - D o

TFL/JU'-;% “(x s ey Q'z'//f ‘zr) (15)

Pro koneZné vybdry soldefgpujo vybdrové vlivové funkce, které je (aZ na konstan-
tu) rovaa rozdilu @ - ¢l, ) (viz rov. (12)).

Dal$i varianty vlivovych funkci jsou obsaZeny nap¥. v /8, 14/.
W-.sch /14/ doporufuje pro globslni vyjédFfeni vliivu i-tého bodu statistikou

— A //f,.’e'
G, =M-7 - |& ] LR (16)

kt:ré je aX na faktor ]7g7—722:7 rovna charakteriatice DF,r (viz rov. (14)).
Pro vyjadieni vzdélenosti mezi odhady CZ {Z se pouZiv4d Cookova statistika
7
(i) =) (X /7)/52/ )~ a/) /a2 A
&= E3p =l (17)

Z rov. (17) je patrné, Ze jde o analogii s klasickym konfiden&nim elipsoidea,
coz umofauje porovnat D, s O¢ ~kvantilem §/M, 72-77) Fisherova rozdéle-
ni,

Atkinson /15/ nahrazuje pro zvydeni citlivosti statistiky Zé‘ studentizovana
rezidus Jackknife rezidui, Dédle doporuduje pouzit odmocniny z ;Z%‘ (pro moZ~
nost znAzorndni jako speciélnich rezidui) a provést vhodnou standardizaci pro
zvyraznéni rozdilu proti D-optimélnimu plénu (kde /4fdj = 7/ )e Vyslednd mo-

/4
difikovand Cookova statistika mé tvar
/7

Zeo

7 = |7 ( A (18)

2

Lz+ snadno ukézat, Ze 8Z na konstantu, je 7; stejné jako ~D/—’;' v rov. (14)
a edy blizké () v rov. (16).

Pfehled ostatnich charakteristik pro vyjad#eni relativniho vlivu jednotlivych
zsherakteristik na vysledek regrese je uveden v /8, 10/. DOle2ité Je, Ze naprostsé

vé:8ina z nich je funkci /} a /ﬁ .

3, Grafické metody identifikace VB

Pro identifikaci VB se pouZivé fada rdznych grafickych postupl, ktaréd se
vedjomnd doplnuji a Castednd 1 pfekryvaji. Zde se omezime na tyto zakladni:
1., Parcidlni regresni grafy
Ze {ndéxovi a rankitové grafy
3. Grafické analogie charakteristik vg
4. 5rafy vyuZivajici projekce do hlavnich kompone:;:

e fiustraci jednotlivych grafd je pouzit testadni pfiklad z prace /16/. Tam
Ryls pro mm4 @ ne26 pfipravena simulovand datas e pfedem znamymi VB . Pro-

#fnné v byla generovéna podle vztahu
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7 - N Vg m e MO0 0*’5) (19)

Proménnd x, byla generovéna jako pribliZné linearni kombinace proménnych x,

s X3 podle vztahu

o, = O -y - AT+ N, O 7€) (20)

(v tdchto vztazich je /47Qf;?72/ pseudondéhodné &islo s norsdlnim rozdélenia a
rozptylea 52 ). Dale byly upraveny y-nové hodnoty tak, aby body &. 11, 17 a
18 byly vyrazné “outliers”. Bod &. 24 byl modifikovén tak, aby leZel mimo rovinu
ostatnich vzhledea k promdnné X, (okry;? extrém). Pro tato data byl pouZit li-

nedrni regresni model Y N - A
Jd = ";'——.z//

P A
Ne obr. 2 je uveden klasicky reziduovy graf < wvs. ézc' pro tento piiklad,
PR ] 15. 13
~ Grof ~extid ve Ypr 17 a) A Paro. reg. Xt : 24 6)
L
av 2
2 ° 28
. - 2! r:‘?‘l . 1
14 5 12b
10 20
-8 71 19 4, 47 ")
17 »
2
11 2 ;-n
it
L .
PR °
18 * 10
- = a22% —
g E 7 ¢ 7 4 o ‘
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Obr. 2 a) Graf rezidua vs. é} pro testaini data
b) Parcislni regresni graf pro x, .

Je patrné, 2e jil tento graf indikuje vSechny tii outliers. Extrémni bod &, 24
véak indikovén neni (1 kdyZ ovliviuje vysledek regrese v rozhodujici aife).

Déle uvéaddné grafy jsou vysledkea programu “REG-DIA", vytvoreného v jazyce
“Pl pro stolni poZitai HP 9825. Odhady parametrd se pofitaji rekurzivni MNE 2z
- ibovelné volenych bazovych bodd. Kromé déle uvedenych grafd usoZnuje progras
tvorbu grafd typu CUSUM, Komponenta+reziduum, Konstrukini proménné a Pridané
proménné (viz /10/). Tento progras jeo soulésti souboru programd pro regresni
disgnostiku.

3,1 Parciglni regresni grefy
Tyto grafy se povaiuji za zékladni néstroj interaktivni tvorby regresnich

aodold /15/, protoZe kromd indikace VB diagnostikuji daldi porudeni pfedpokls-
¢h o chybéch. UmoZnuji hodnoceni zévislosti mezi y a x, Pp#i zkonstantndni
viivu o-tngpich proménnych.

Qznatme Lty reziduas regrese nae X'4] (kde X & 3o /7 s
matice, ktorigvznikno vynechénin -ttpo sloupce matice X ) & [} rezidus
ragrete Log na X[é] ( .,_(_/k" je k-ty sloupec matice X Y. Je
27sime, 20 pleti ‘

{2 = (/ A~ /Wf )} ":‘ s # >

Loy : SRR S S A (21)
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kde xR D) T K LA
Percidlni regrosn} graf pro k-tou vyevétluJici promaénnou je pak zévislost
(na ose x). Tento graf mé Fadu zajimavych vlastnosti:

- sadrnice je rovna (¢; (pro model X%
regresni model dobie specifikovén),
- koreladni koeficient je primo parcidlni regresni koeficient Ky, /ic,. ¢£;”)

= odchylky od regresni pfi-ky jsou pfimo rezidua Gl (%9—#{Z;L protoZe plati

je projekini matice, a
g
(na o0se y) vs. -}i

) a tusek je roven nule (pokud je

/\1-/\ Q
/_{_cz - l< C?, + (22)
- jsou zvyrazndny vliivné body s pFipadné heteroskedasticita.
A

samotné ¥z  indikuje uZinek odstrandni k-té vysvdtlujici promdnné na zménu
vyznaanosti jednotlivych bodd (parcidlni leverage).

Na obr. 2b je parcidlni regresni graf pro X, a na obr. 3a,b pro Xy 8 X,
z testalniho pfikladu. Je zFejmé, 2e v8echny grafy dobife indikuji véechny VB .,
Navic je patrné, Ze promdnné X, prakticky nepfispivéd k vysledku regrese (body

328 In gggogd a_rankitové grafy

bez VB tvofi shluk s prakticky nulovou smérnici)
LS 1) 4
. 1::. 17 Paro. reg. X[ 31 d) 17 Para. reg. X[ 47 24 \,K/
/“3 i1 hlb ,42
e 14
2
12 7%?'“
2
47 l-'S" “?m
] & 93 1o
19
18
11
24 10
~ia 12
] ? A 5 3 ° /.\,
d . ’ZG ‘ o a Z,', g
Gbr, 3 a) Parcidlni regresni graf pro X3
b) Parcidlni regresni graf pro X4 o

Indexové grafy jsou velmi jednoduché. Vynsdi se zvolens charakteristika VB
v zévislosti na Jejia indexu (je vhodné, aby data byla pFirozend usporadans v

pofadi, Jakabylg mé’ena). V progralu "REG-DIA" jsou indexové grafy pro rdzné typy
rezidui ( 77, gt, u7 GLp-z) » Gharakteristiky vlivnych bodd (2»22 DE
7[//\6%’ ). disgonélni prvky gro]gkéni matice (,Aé ;7 ) a rekurzivni odhady

{ 521?5 ). N8které z tdchto grefd jsou pro testalni priklad uvedeny dale.

Na obr. 4a je indexovy graf pro diagondlni prvky matice

indikovén extréani bod &, 24, Ne
Cookovu statistiku /7
% 24,.Nésleduje bod ¢. 18 a 11,

~

. Jo dobtle
obr. 4b je indexovy graf pro modifikovanou
(viz rov. (18)). Opdt vychazi jako nejvlivnéjéi bod
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Obr. 4 a) Indexovy graf pro /{,;
; b) Indexovy graf pro 7; o
% obr. Sa je indexovy graf pro velidinu -2F Sy & na obr. 5b pro 2~S: 3 .
‘ﬁtru‘. 2e nejvlivndidi je opdt bod &. 24 o vyraznd sénd vlivany je bod &. 11.

W W\f‘jﬁ ------ d«) * Index - DFSCD 24 &)
'y | 3
Inden - DFSCD \ 0
'\
'i.
-9 ‘? (% |
i .
L
- mad -804 — -
! § z : : § [ ¢
Obr. 5 a) Indexovy gref pro />FS.,
b) Indexovy graf pro DFS"‘J .
Kone®nd na obr. 6a je indexovy gref pro rekurzivni oghad useku C?.m' a na obr.

6b indemovy grsf pro rekurzivni odhed kosficientu [ "3

(odpovidejici rro-
abnné x, ). Je dobife viditelné, jask pritomnost viech
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Ririkitovd grafy jsou visstné Q=Q grafy pro testaci normality. Na y=-novou osu
se vynddajl porsdkové statistiky Kry) (vzestupné setiidéné hodnoty rezi-
dui) & na o8 x kvantily norsovaného rormélniho . ..d3leni <<(/7') pro f%=94hf{7
Linébrni probdh bez vyraznd vybsdujicich "koncO™ je zde p#iznakem “normality”
rezidid (§eL6r na supernorsalitii) & nbpifitosnosti VB .

v progriiiu "REG-DIA" jsou rankitdvé grefy pro rezidus A}~ G-, ),t' a
statistiku 7z . Sspeciélnd v piripsds 7  zpbsobuje pfito-nost v konvexni
probén.

Ne obr. 7& je rénkitovy graf pro isﬁ&ftkuvtﬁnu Cookovu statistiku 7 a na obr.
785 rankEREVH Graf pro priédiRévind rizidudl G?—L) . V obou pFipadech jsou dob-
re ihdikbviRy vesshny vyboBujied sady {négviivnd38i vychazi opét E. 24).

i n QJ nos 5/

Rarbia-Ts R Rankiv—e (-1} 24

i 2 A
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2
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7
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; ! 4;(7’) ; : ,4Q/f;‘) =

obr. 7 &) Rifkitovy gref pro 7

b) Rankitovy graf pro @pi)
z porevridnd obr. 4b & 7a J& putrid, Ze pré Modifikovanou Cookovu statistiku 7"
jsbu runkltavi grafy zFejmd ildetritavidisi;

ﬁt ti&o tﬁuplny lzb z-?adit fﬁ&u grlfb. které vychézeji z charakteristik VB.
Mek4 ﬁﬁjiiiﬁ%ﬂviii putri tzv. gradt predikovenych rezidui (GPR), ve kteréa se na
ose y vynddi rezidua ¢ , & #id 684 % rezidua predikovans ?(_L ) .
v tots grifu 1a2i sxtrémy bids phidiu }--.,z . "Outliers” le%i v blizkosti
téte irﬁiy; #1é wimo ostatrii dita: To Jé dobfe patrné z obr, Ba.
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Jednoduchy je také Nilliamelv araf (WG), kdy se ns osu y vynédéi Jackknife
rezidus & na osu Xx prvky projekini satice /ﬁ.,"' « Do tohoto grafu ss zakreslu-

ji mezni linie pro outliers ’fogﬁ"f"”) s mezni linie pro extrémy
L =dm/72 ., Tento grat je znéxorndn na obr. 8b.

V prograsu "REG-DIA" je jedtd grafickéd snalogie Cookovy statistiky -2, 4
tzv. PregibonOv garf (viz /10/).
Mezi nejvhodnéjdi “univerzdlni® znézorndni rdznych charakteristik vlivnych bodd
patfi L=R qrafy /17/. Zde se na osv y vynddi normovansé rezidus Q.;“/,e& S
ne osw x prvky //i,_‘,_' projekini matite. Lze snadno ukézat, Ze viechny mozné
body v toato grafu padnou do tzv. L-R trojdhelniku, definovaného vztashy

~2 ' A2
isé"'; /SGZ‘/PSC/- /€;-+¢L-/2sc = 7

Déle plati (viz kap. 2.3), Ze fadas charakteristik vlivnych bodd je ve tvaru
,((n,m) f( h’""/ é\f/:asc_) . kde A(72,7%) 4o konstanta zévislé pouze
na parssetrech n,s . Pak lze snadno do L-R trojihelniku zakreslit izoléry stej-
ného vliivu a tak porovnévat polohy jednotlivych bodd. Tak napf. charakteristiku
DF 2 rov. (14) je moZno pFepsat na tvar

4

Ay Z, 2/ RSL.
D5 = /n-m-y - (&% / (23)
(T-% )[7- %y -5 /Rse |

Po jednoduchych dpravéch lze zjistit, Ze izoléry stejného vlivu jsou v tomto
pripadd hyperboly typu
2
L - -7
3 - o4 d : kde K =
K(k~7)~ 7

rn(r-m—7)

cCz. 7

zZde C  je volitelns konstanta (£ =o odpovidd hranici «~ /7a/7nn ),

Na obr. 9a je zskreslen L-R graf pro -D‘; + Cérkovand jsou zZnézornény izo-~
linte stejmého vlivu pro c=2, 4, 8.
Gpét je patrné, 2e jsou indikovény viechny VB a 1ze posoudit i jejich ciativ-
ni viiv, L-R grafy lze analogickym zplsobem sestrojit také pro Jiné charakteris-
tiky z kep. 2.3. .
1L a) am 5)

L-R gref DFFITS PL 1 vea PL &7

o

S

11t

———

an

3 At 5
EH a 8 ¢ : =

] d -
Car, ¢ @) L-R gref pro D5 . b) Rozéifené hlavni komponenty.
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Dnes ji% existuje celé fada grafd, které umoZnuji vhodnou projekci viceroz=
sérnych dat do vhodnd vybrané roviny. v oblasti exploratorni analyzy se tato
roving Zasto definuje pomoci vlastnich vektort, odpovidajicich nejvétdia viast-
aim &iel0m matice X’ X . Pro piipad regrese doporuluje Hocking (viz /2/) jske
doplndk grsf rozdéitenych hlavnich koamponent (GRHK). Vychdzi se z kovarianéni mg-
tice Z T= (X }'}T{X}f) . kde X,'ﬁz‘ Jsou standardizované (maji nulovou
stfedni hodnotu s jednotkovy souZet &tverc). Urii se vlastni vektory o2~ , ode
povidajici matici Z-” a naslednd matice §=(X}')«2” . Pokud je provedeno
pfeuspofddéni sloupcd matice qﬁ' takové, 26 prvni pati#i vliastnimu vektoru s
najvbtdin vliastnis Zislem a druhy vlastnimu vektoru s druhym nejvdtiim vliastnias
tislea, je GRHK zdvislost _51 vse. _§'¢ ( kde 3,,‘ Je i-ty sloupec matice S).
Ne tdchto grafech je moiné jednodude definovat vdechny typy VB (i kdyZ to neni
obecnd zajidtdéno - viz /2/).

e obr. 9b je GRHK pro testaini priklad., Je na prvni pohled patrné, které body
jsou vyrazné vybolujici.

4, Zéver
V této praci bylo provedeno omezeni predevdim na identifikaci jednotlivych

VB . PFi identifikaci podskupin VB Jje obecné tifeba pouZit komplikovandjsich
postupld (viz /2/), 1 kdyZz dle dosavadnich omezenych experimentl lze ve vdtdind
pFipadd uUspd8nd pouZit kombinaci uvadénych grafdG. Je zFejmé, 2e grafické metody
identifikace VB jJsou uZitelné jako jeden ze zdkladnich “nédstroj0" regresni
diagnostiky resp. jako jeden z prostiedkd interaktivni tvorby regresnich modeld.
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