SROVEAN? STATISTICKYCH A GNOSTICKYCH ODHADD PARANETRU POLOHY NA RBALNTCH mricn
’ P.Kovanic a J.Novovideva, OTIA 8SAV, Praha

1.0ved
Stigler (6) ve svi studii pozovnaval &innost 11 odhadd parametru polohy na ndkolika

soudberseh uumu fynik&lnioh dat = 18, a 19. stoleti, pro kterd nyndjii “spravak" hodnets
jo mbibk. Jedenket odhadt parametru polohy sahrnovalo primiér, medién, vybér l- a L- odhadt
a adaptivalch odhadd.

Datevé sowbery byly vybrény s méfeni sloulfoich k urden{ vsdhlenost: semd od slunce
(James Shert 1761), s experimentd k urdeni rychlosti svitla (Niehslaca a Newsemd 1874,
1882) a s mifeni sloukicich k stanoveni primdrné hustoty semd (Cavemdish 1798). Shviry téte
stadie jmen saloleny na 24 datovjch souboresh (o rossasish 17-100 mifeni). 0ass ssubderd (8)
ds sbvisli na ostataich.

: % G3elem ilustrase, Jak prasuji gnostickd odhady v porevahn! o nikterimi
stetaotiokini, jame ros¥ifili vyle mmin¥nou studii Btiglers o gasssieks odhad,ktery buds
spole & ostataimi poulitimi statistiokimi odhady popsén v odatavei 8. .

2. Odsdy pouliité pro srovnani

Prodpeklidesme, Be o dan vibEr {xq,xp,...,x] & Be data Jaeu unonnn tak,de
““.‘...3:..30 thto studie bylo sahrnuto nhsledujloleh 12 odhadd:

2.1. 8 2.2, Prinér % a meditn ¥.

2.3. a8 2.5. 103, 15% a 25% useknuté primiry (trimmed means). 10048 usekausy primdr jJe

dlsasvia vstaben

1 n-=
R - xy + plxg + xn-m]
n(1-2&) 1-;-0-1

ke gefgn]+ 1 a p=g-en.
2.6. aB 2.8. M- odhady (Huber P1%,Andrews ANT a 'l‘ukoy Biweight). Odhady tehete typu

blit definevhny jako Predeni rovaice
I‘-T
e - ] °

e

Mo F e odkad miritka (sde jo to medikn absolutnish residui kelem mediému msbe kelen
$visss hednety odhmdu, je-11 tato rovnice Pelena iteralnim postupem) a Y“ funkee , kteren
4 eda salis.
Baer P15 ((1),0tr.13) je jednokrokovy M= odhad,kde
Y(n) -y jujd k
= k.sign u 'ul’ k,
94,5 o & emedikn 1x,-H!, kde X o medidn. |
Andveiis ANT ((1),8tr 15 ) jo M- odhad,kde
() = sin(uw/2.1) jul<g @
0 dinde
Y % sséiim adeolutanish odohylek od piedohos! hodnety T.
Yukdy Biweight 3o N~ odhad,kde
Yu) = uw.w(u),
w(u) = (1 - 3 MLE
=0 jul 4.
Teate odhad $» polithn iteralnim postupem:

Z'((:a"*)/‘ s‘).l’
b]

Tyt ®
Zv((x‘-‘r‘)/e “’
]

e ¢=8.0, 0‘- mdiin u,_,‘ ..



Yosledni dva odhady doporudili k zafageni do Stiglerovy studie D.F.Andrsws a
J.¥.Tukey .Huberdv odhad byl sarasen na zhkladd své dobré kvality zjiBt&né ve studii (1).
2.9. Bdgeworthiv odhad je vhieny prim&r dolniho kvartilu,mediénu a horniho kvartilu s

vahami v poméru 5:6:5.
2.10. Outmean je vpodstatd primér méreni vyfagenych pri vypodtu Xg or. Je urden

vestahen -
Xg.25 = 2% - ¥, 25
2.11. Hoggdv odhad T, je adaptivail odhad ,ktery navrhl R.V.Hogg 2 doporudil ho safadit
do Stirlerovy studie. Je urdern vutihem

Ty = i(‘).25 jestlife Q < 2.0
=X jestlide 2.05q% 2.6
= %3/16 jestliie 2.6 £q ¢ 3.2
= Xy8 jestlile 3.2 <Q,

kde Q jJo mira "vihy na koncich" vybiru dank veztahem
¥€0.05)-L(0.05)

Q=
vU(0.5)-L(0.5)
sde L(2) je prOmir hornich 100s % vyb¥éru x; a U(e) je prim&r hornich 1004% vybdru x4.
2.12. Gnosticky odhad se podith ve Styrech krooich:
1.krek - exponencializace dat:

zy = exp((2xy - x4 - %)/ (x5 = x4))
2.kvok - odhad parametru méFitka s v gnostickém modelu dat

2.1) 2, = 20 exp(s 82 4)
kde sp Je parametr polohy datového souboru z4,...,%Z,, S Jje parametr péritka, 2 g4 Je
charakteristika vlivu neurSitosti na s,.0dhad se najde Felenin Glohy

(2.2) % = arg min max mx[(!p“ - (3-1)/n1),(lpey - :/nlg
s
k‘. "1.000," n
Doy = (1+ hoy)/2, hoy = Wi hyg
i

2 2 2 -2
hyy = (ag3 - a35)/Cagy + agy)

n n *
" {(Z ’“)‘ * (Z"it)j ) f1g = 2/0aLy + afp)
1 i

(203) Q;; - (81/!:)’5
3.krok ~ odhad parametru polohy datového souboru z4,...s,:
Interpretujuc sy v (2.3) jako nesfivisle proménnou. Pak relime filohu

£ ® Arg max
l‘ d33

&4.k7rok -~ spétnk transformace vysledku
Odhad X; parametru polohy souboru x4,...,x, se siskh transformaci imversni k (2.1):

Xz = (log (80)(xp = xq)+ x5 + x4)/2

Cnostioké algoritmy odh~dovini parametru polohy a miEfitka nejsou obeond snhmbé,proto
sasluhuji podrodbndjli komenth?: )



Ke kroku 1: Zpracovavani data byla upravovina aditivnimi operacemi. VBechny ovérované
estimhtory jsou ekvivariantni viusi posunuti. Exponencializaci "aditivné rullenych®™ dat
ziskame "multiplikativnd rullena" data z .Gnosticky odhad parametru polohy je invarianta! k
phsobent dat konstantou, proto bude jeho logaritmus ekvivariantni k posunuti dat x.
Exponencializace rovnéi zajistuje spln&ni prvniho gnostického axiomu.

Ke kroku 2: Velidina hij je estimadni irrelevance datové poloZky z4 vzhledeam k poloZce zy.
Velidina hyy je celkovu estimacu. .irelevance dat 2q,...,2p vzhledem k poloZoe z,. Veli-
8ins Ppoy Je pak gnostickim odhadem hodnoty distribu¥éni funkece dat v bodé& 25 Parametr
maPitka se tedy hledad z poZadavku minimalizace maximalni odchylky gnostické distribudni
funkos dat od empirické distribudni funkce. :

Ke kroku 3: Odhad parametru polohy se tedy hledd jako poloha maxima gnostické hustoty
dat.Tate Gloha m& FreSeni vZdy, aviak v pFipadd odlehlych dat mfiZe mit vice ne3 jedno
!clui.mﬂ'.:m,...,:oﬂ. Pak se piijme takové Fredeni i'o,pro které plati

pe(20) % poZox) pro kazdé k.

Z 24 datov§ch souborl zkoumanych v Stiglerové studii m&lo jediny gnostick§y paramstr
polohy 23 soubori. V jediném pripadé souboru o rozsahu 17 se od poloZek rozloZenych v
intervalu 7.71 a: 9.71 "separovala" svim vlastnim parametrem polohy poloZka 5.'76 a poloZka
9.87. Parametr polohy 15 "i&dnych” dat byl 8.42. Zéamé&na poloZky 5.76 za libovolnou hodnotu
s intervalu (0,#0) vedla ke zménhAm parametru polohy celého souboru pouze v intervalu
(8.418, 8.501).Je zajimavé,Ze nejnilsi hodnota dat by mZla "svij vlastni" parametr polohy a
bylas by proto oznalena za odlehlou pro jakoukoliv hodnotu mensi neZ 6.9.

g4vErem komentaFfe ke gnostickému odhadu je tfeba poznamenat, Ze viechny pouZité
velidiny se odvozuji ze dvou axiomi gnostické teorie a z modelu dat ((2)-(4)).

3. Srovnéni odhadd parametru polohy.
3.1. Hetodika Stiglera a jeho z&véry.

Stigler zavedl ve studii (6) oznadeni 93 pro spravnou hodnotu parametru polohy j-tého
souboru dat. Podstatnté je,%e za tuto "spré&vnou" hodnotu p*ijim& dnelni hodnotu
velidiny,kters méla byt vysledkem mi¥feni provedenych pFed mnoha desitkami let. D&le znaldl
‘“ i-ty odhad veliliny 93, t.j.v§sledek aplikace i-té metody odhadovéni na j-t§ datov§
soubor. Prim&rnou absolutni odchylku odhadd pro j-t§ datov§ soubor

1 k

N

(3.1) .,.-Z:ai, - 65
k i=1 (kde k jo poSet testovanfch odhadd)

poulivh k zavedeni relativni odchylky

A
(3.2) ey = 18,4~ 0,178,
a indexu relativni odohylky

1 m
(3.3) RE(1) = - Z ey

m j=1 (kde m je poZet soubord dat),
ktery spolu se sv§m rozptylem

1 n
(.4) (SE()) = —= Y (eqy - RECG)"

m-1 3=1

afSe byt pouZit pro hodnoceni jednotlivych metod odhadovani. Kromé t3chto ukasatelt poulivh
Stigler 4 4ndex relativniho pofadi odhadu stanoven§ Jako primér umistini dand metody
odhadsviny v uspofhdAni podle vzdhlenostil od spravného vysledku.

Stigler mh sato,Ze metoda odhadovini je tim lepsi,&im bliZdi jsou ji siskané adhady k
dnes wnhmém hodnot&m mirenjyoh fyzikilrfch konstant,tj. “odhad je tim leplii,3im mendi jJe
hodnota 1ndoanRB(1)“. Test realizuje na skupiné¢ 20 datovych soubort "malyeh™, t3. o
rexsahu od 17.do 29 dat & .o skupint 4 "“velkych™ soubord, ziskanych s malfch sowbortd jejich



skladanim. Je treba poznamenat, Ze 4 z mulych souboru jsou navzhjem z8vislé. Prijaty
princip hodnoceni aplikovan§ na malé 1 velké soubory s vyuiitim jak indexu relativn!
odchylky tak i indexu relativatho poradi odhadd privadi Stiglera k shvéru, e 1035 useky
primér spolu s primdrem dsvajs nejlepsi vysledky a Ze "moderni" odhady nemaj}i cenu ani :
potfebnbho k Jjejich vypodtu,nebot’ daly v tomto srovnani vysledky podstatnd hordi ((6) e
1064) .

3.2. Srovnéni dle rozptylu odhadi.

Studie S.M.Stiglera vyvolala velkou pozornost. Spolu s touto studii byla opublikovéarna
4 rada diskusnich prispévki, 2z nicht vyplyve, Ze nelze zanedbat podstatné vych¥leni
historiokych dat oproti dnes znimym hodnotam fyzikalnich konstant. Aby goela vyloudili vliv
volby "spravné" hodnoty na srovnan$ metod odhadovéni, pouZili autoPi pozd&j1 opublikovaného
sl1&nku (5), navagujioiho na Stiglerovu studii hodnoceni podle rozptylu vysledkf, dosaZenych
jednou metodou odhadovéni na ruznfch datov§och souborech. Z takového srovnéni viak vyplynuly
zaela opaérib zavéry, neZ se Stiglerova srovnini. 0 tom se ostatn& lze presvdd&it 1 v jeho
studii (6), kde jsou uvedeny 1 hodnoty odmocnin z vybérovich rozptyld. Poulijeme-li k
hodnoceni tyto veliliny pro 20 mal§ych souborid, dostaneme jako nejlepZi ze statistickfch
odhadt Hogglv,Edgeworthiv a 25% useknuty primér, szatimco 10% useknuty prim&r spolu s
priméren se piesunou ai na 8. a 9. misto. Dtlezité je viSak 1 to, Ze zatimco nejlepii tri
robustns odhady maji stfedni kvadratickou chybu 7 aZ 6%, dosahuje chyba desetiprocentniho
aseknutého priméru a prim&ru 19%. PouZitim robustnich metod odhadovani lze tedy podstatné
svilit kvalitu odhadd.

3.3. DalEi hlediska pro srovnéni.

KaZdy sz testovan§ch odhadd miZe byt povaZovhn za experta, veli&ina e je pak vyrokem
4-tého experta o parametru polohy j-tého datového souboru. V3ichni experti jsou
xvalifikovani a maji za sebou &Setné Gspdchy v Fadéd praktickyoh pFipadd. Navic je o nich
‘gnAmo z teorie, Ze jsou nestranni. Jsou i objektivni, protoZe své soudy zakladaji jen na
datech. KaZd§y = nich se miZe v dil&Sch p¥ipadech mflit, ale jejich souhrnny nészor by m&l
platit jako to nejlepdi, co lze z dat vyt&zit, vidyt jde o vybér z nejlepiich expertd
oboru. PFijmeme~li toto stanovisko a vezmeme-1li v fGvahu, Ze B84.5% hodnot €4 pads 23
intervalu (0.8, 1.2) a Ze hustota odhadd ey m4 ostré maximum v jednidce, méme dobry dfvod
prijmout 2za "gpravay" visledek odhadovani vyjad¥en§ relativni promEnnou ey 4 jednilku. Pak
Jo t¥eba povaZovat odhad za tim lepsi, 3im Je prislusné ey, bli285 k Jednilce. Kromeé
rogptylu a rospdti odhadd porigenych toutéZ metodou (které na "spravné" hodnotd neghvise ji)
mt.3eme proto pouZit pro hodnoceni odhadu i prim&rnou odchylku odhadu od jednilky. UZijeme-
11 tato kriteria, dostaneme uspor&déni odhadfi,které se jen nepodstatn& 118i od usporadani
dle rozptyld. Z&vEry o vfhodnosti robustnich metod odhadovéni lze tedy podpo¥it hodnocenim
provedenim podle t¥i kriterii,dévajicich stejné vysledky. ’

4. Srovnani gnostickych odhadt se statistickjmi

Typ odhadu tRE(1)-1! SE(1) max gy - min ey,
b 4

Gnostick§ 0.001 0.046 0.15
Bageworth 0.011 0.063 0.29
Rogg T4 0.017 0.065 0.26
Apdrews ANT 0.026 0.153 0.66
25% usek.primér 0.029 0.076 0.25
152 usek.primér 0.032 0.106 0.44
Tuksy Biweight 0.044 0.138 0.64
Primbr 0.076 0.217 1.04
Yer P15 0.084 0.218 0.86
- 0.087 0.634 2.53
1108 ussk.promér 0.097 0.219 c.82
L'“h 0.124 v.<Y0 0.96




Pro hodnoceni praktické pouZitelnosti visledkd gnostické teorie dat byl v§bér
testovanych odhadi roziiren o gnostick§ odhad, aplikovany na stejnk data. Pro hodnoceni
byly vyuZity stejné velidiny (3.1)-(3.4), kde k=12. Ukazalo se, Ze gnosticky odhad mé&
nejmendi rozptyl ze viech testovanych odhadl nezivisle na tom, uvaZuji-1l1 se pouze malé
soubory, pouze velké soubory, v3ech 24 soubord spoledn& nebo jen 16 mal§ch nezavislych
soubort. V§sledky dosaZené pro posledni z uvaZovanych pripadd jsou shrnuty do tabulky na
predchisejict stranc.

Z tabulky je patrné, Ze gnostiock§ odhad ziskava pFiznivé hodnooens nejen podle
nejmendiho rozptylu, ale i z ostatnich hledisek. Je tfeba zdiraznit, Ze podle Stiglera je
nejsbvan&jiim Gkolem robustniho odhadovéni "zabrénit nejhorsimu". Z tohoto hlediska nabyva
na dldleZitosti zejména srovnani podle rozpé&ti.
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