BOD SELHAN? NEKTEKECH ODHADU PARAMETRU POLOHY

Jan Hanousek, MFF UK Prahs

1. 0OvOD

VatZine vysledki je formulovins pro Lévyho okol{ distridbuln{ funkce Fo

By (F) =[r| (| £3) F (t-g) -8 € F(e)<F (t+g) +& }
Casto 88 teto okolf vyjsdfuje pomoc! Lévyho metriky &

ag(F;0) = 1nf[3| (W)F(t-g) -c &€ G(t) < F(t+§) ..] .

Potoa
P(F) = [F)ag(F,F ) ge ] -
Snednc odvodime, ie stochasticky nejvitiia prvkea okolf Fg(¥,) Je funkce F, twvaru

R [+ x gx, + g
Fi(x) = [F(x-¢) -8 ] =
F (x-g8) -8 x> x, *8 ,

A
xée x, = F;'(8). Analogicky majdeme stochesticky nejmendf funkei T,

?o(x‘c) + 8 Xg %, -8
Fotx) = min[F (x+€) *6; 1] .
! :):o -. ’

zae x_ = F.'(1-g).

(PPiposshme 3i, ¥ F Je stochesticky vitdf nei G, pokud pro vlechna x platf, Be
F(x)< G(x) ). : .

Vzhleden k Z2astému pouifvdn{ uvelme joltd tver F;' Y ‘FE';

Z4e Jako obdvykle

Uy = swp[ x: 7wy Fy)

Tedy
°
!']‘(:) =
- 1-¢< 2 g!
*
1
; -8 *+ T, (»-0) eSS xS
F, (x) =

2. DEFINICE A PRIXLADY

2.1.9sfinice bodu eelhdmf
Bodem selhdn{ odhedu T pro reséllea{ F, nesvese
= & (r,n = swpfelInie) < »(n],

kée s
(¢) -nlg'-:‘ | scr, 7).



W, T g aedisn rozdflent LglT - T(F)) -
suto obecnou definici budeme modifikovat ne nele piipedy.
Z2aveleze veliliny

vt (e = sup [ (D) | dg(F,T) $ 8]
v(e) = inf| (P | cp(¥,F 's ¢
b(g) = max[ v'Ce) ;- v(e)]

s vyulijeme vt 1.4.1 @ 1.4.2 Huber (1981), se kterych plyne, ge b, (¢) =dle) v bodech
spojistosti b, .

Dald{ dvshy budou patfFit vybirovému bodu selhdni.
Nechl X = (x, ....,x.) je libdovolay soudbor o pevnéa rossshu §. Soubor aiieme tashodno-
tit adkoliks spisoby:

2) A=

Phipojise B libovola¥eh hodnot Y = (y1 "“‘311) k souboru. Zmehodmoceny soubor
" = XuY je tifdy nm 8 relativni obssh Bpetnfch hodnot je roven & = --": .

v) S-yrdceal

Do souboru snovu ssfsdime 1idovolnou podmno#inu § prvkd zéklsdniho souboru 3 hodno-~
temi yyreees¥p© Znehodnoceny soubor Je tP#idy p @ relativai obssh ipatnych hodnot Je
¢=3 .
n

¢) L-@pdifiksce

Recht p(s) Je 1ibovolné metrika definovené ns prostoru eapirickych alr. Nech't ’n
je empirické mirs oadpovidejict denému souboru X. Nech't X je ridjexy Jin¥ soubor s
espirickou mirou G, tskovou, 2w "(!n,Gn) €¢. : :

V netea pPipedé je nejvhodndjs{ uzivet piipad e). Myn{ definuime yid ~ -
- N |
Mechi je dén soudbor X = (XyyererXy) @ k ‘nému ph{slndny €- sneZidtiny soubor X .
Maximélni spéd odhsdu T phi E&-znedidtdni Je

b(e,x,m =sup | 7x) - ™0
kde supresum se dere ples anoZinu viech ¢ -snelilténych goudbord X’'. Potom vyblrovy bod
selhén{ odnmdu T definujeme Jako

ax,n =mr[ e | be X, = cm].

Bod selhén{ je tedy, nepfesnd peleno, nejmend{ ¢ -zneliftin{, na kterda mite odhed nabdft
libovolnd velké hodnmoty.

2.2. JEDROROZMERNE M-ODHADY
vETA 2.2
Necht () Je asklesajfc{, sle ne sutnd spojité omezemd fumkce nabyvaiici klednyeh i zépor-
ngch hodnot. Uvalulme M-odhed polony T(F) definoveny rovaosti
Jyix - () aF(x) = 0.
Bod selhén{ odhsdu T se definuje vstehy

¢€: eT,y) =T, bbe

e —Xire) ]

s i - H
1 -n[ plem) pl-=)



e dosshuje své meximéln{ hodroty ¥ = 1/2 2z podsimky y(«--) z -y(*.).

Rkas
Osnalme A(t,F) = ./ (x-t) dP(x). Viisndme oi, B¢ 12(.,.) Je nsrostouc! funkc{ v parametrs
t; v P Je tato mnhce neklegmjic{, Jestlile F Je stochasticky witdi.

Plet{ tedy nerovmost
o«

X

AL, F) S OA(4LF,) = /y(x-t) ar,(x) = .f (x-t+8) dF (x) + o-pbw) ,
R
0

T}
XO-FO(C).

Z vlsstnost{ furkce A 8 F, plyse, Be
b'(e) = ine [t aty;r) <0 ].
Je vidit, Be
p'leg)ce 2 1im A(L,F,) <0 .

t-w

Ha A(L,F) = (1-g)xpl-w) + splsm)
IR XY
Odnad neselie, pokud
(1-¢)xpl-w) + exyl+®) <0
tedy
- es)
yl+m)

Oddobtné, bereme-1i funkci onttoeb.ueh asdmendi, Je

[
T <

b (e) = cup[s.l;(t.rz) >o] .

b (R)< - 3 1lis l(t,!z) < 0.
tew-a

Yipoltem zjistime, 2e

Alt,r,) = f p(a-t-¢) arom . n'(-.)

P’ -8
tlu 1“-,’2) = ("‘)'(’.) ’."(.’)o
- o

1 podsinky
(1-¢)plr@) +¢xp(-m) <0

vylde

- Xles)
T!t < pi-®)

Tis ul snadno dojdeme k tvrseni vity 2.2.

2.3. L-ODMADY
vBTA 2.3

Bechi ¥ = N* - X~ je konelné mﬂ sfre na (8,1).

(Z Jordanove roskladu dostsnemse, Be¢ u' o B° jsou kenelné, kledné airy m (0,1)) o
rr) = frite) @ (s). Mech’t & 3o neJvit{ redlné Efalo, pHi kterds 1atervaléued
oteshuje nosil sér N° 8 N”. Déle nechi v bedech nespojitesti r ad ¥ smuloves aire.
Potom bod selhén{ ¢€°p « . Jestlile jJe N kledndaire, potom f : &

Rkas
Vshledem k rosklsdu M = M -~ dostenems T = 7° - T, Ide



ey = JE@) ate)

eery = [fF(e) aMT(e).

Jestlile body selhdn{ ¢ 1 T Jsou vit#{ nebo rovay d , pak bod selndri T Je shel~
at tané vitd{ aebo rovea & . Hledejme satin podsinky, které pletl pro bod selhdn{ odhadu
T = f!""(n) aM(s), kde ¥ Je xoneins, klsdné airs ne to,1). Rejprve pledpoklédeime,
jJe 0<t< &, Zaowvu vyulijeme velidin

"

v(e) = sup[T(D) | ag(FgF) S ¢)

»(8) inf[T'F) \ d‘(to.F) $¢].

7 vlsstnost{i funkc{ F. & ¥, wmedno spoltene, 3e

V-
vy = JE (o) amte) = 60 £ e o) &t
s
] ‘_‘
ey = JE5' () ante) =-& S Flteme) akte).
[
Vime, B¢
b (€) =mex [ D706 - ve)]s b e) -vte) $ 0

pro & =0 nebol body nespojitosti F;' saj{ pfi M nulovou afru ( Punkciondl T Je
spojity). Tedy velilins b, (&) Je konelnd pifi €< d. Oodtud plyne, 2e £ (. Pk
E 3je konelnd xledné airs, Je via#t, %e bod selndn{ £€d. Tin je vite 2.3 dokdzéns.

2.4, R-ODHADY
viTa 2.4

Rechi funkee J, slou2fci k vfpoltim vah u R- odhsdd, Je nexless jict, iatepmulni
s nechi J splhuje podminku

J(‘-t) s - J(t), °<t <‘a

R- ognad T(F) aefinuime rovnost{

/.x [1/2( g + 1 - F(2sTF) - r"(-)))] as = 0.

Potos bod selhdri eMT,F) Je pedenin rovnlce

1- 2 1
f J(s) 48 = f J(s) ds.
1/2 1- &2

Rias
Plet{, 3e funikce

e = S [ 2 (e - p(2 - r“m))] dg

Je rerostouc{ v t @ aecklesajic{ v F, pokud F je stochastieky viti{. Z:ovu vyulijeme
visstnost{ funkef{ F, @ Fas respektive F;‘ e !'Z,‘. 0dtud plyne, Be

ACLF) § RGP ALGTF).



Spolteme tedy A(t;F.) & Al t;!‘z). Jestlile jsou splnimy podminky

0SgS€1-¢ 8 2t-l’;'(c)?x°*t

214 0"51-‘ Y a‘?o(z(t-c)-xo) -8

dostanems, e

F2t-F'0] =F [200-0) - 7' (e0e) ] -6
Osnalf{me-1i bod, ve kterdm mastévé slem

s, = [Fotz(t-c) - x5) -c]‘,

adfeme vyjéafit ‘

8
AP = fo J[1/2( s+ g+ - ro(a(z-c)or;'(ou)))]u oS J(l/:(om)u.
(<] '.
Snadno se ukdie, e
b'le) = inf[t | atyr < o]
s Be

v'(e)cm B lis  altify) < O.

Liaitnin pPechoden zjistime

te )
s AUGF) = f a[1r2teee )]a. « [ [rrzte + 1)] as.
o l=g

t-+e

Jednoduchou substituci 8 s vyulitim vlastnost{ J mfme

1 1=-1/2¢
lim  R(t;F,) = 2-( {/2 J(s) 48 - ‘[ Jis) ea).

t—+ @ e
V toato plipsdé odhed selle, bPude-l1i

1 !72
f J(s) ds = J(s) @s.
1/2

1-8/2

3

Pedodné dudese postupovet preo stechestichy neimenl{ funkei '2‘ Vysiou tyte visledhy

1
ALLE,) o '[,, J[v/z (o -f— r (20200 - r;‘(:-.)))]u . 2’ I as

., = F(2¢tee) - x') g v 1.

Déle spolteme
\
)t.f.--}(t;rz) = /J (1721 o+1=g)) &8 ¢ f J(’) =
°

- 2o '.‘72 swas- [ oaea).

1/2 -&2



opst b {€) Je konelmé, pokud 1lim A(t;F,) >0.
Tedv i v tosto pPiped® dostaneme §T5"%0d selndmf{ <« podminku
1- &/2 1

J(s) ds = f J(s) ds ,
1/2 1- &/2

cot je tvrsem{ vity 2.4.

2.5. REDESCENDNI M-ODHADY S OMEZEXOU FUNKCI

Predpoklédejme, 2e p(-) nd aimisum v O, pl0) = -1 = t je nekless jfc{ na obou

straméeh (k *+® @ k -w) 8 lims '(x) = 0.
A= 49

vRTA 2.5

Polof{-1i

3 (x - T(X)) = - A,
x 4

pak (vybdrovy) dod selhén{ T v sodelu g -sneiiiténi Je rovem

c(x,'r) = 4- ,
n+d

kde 8 Jje pPirozené Z{slo, vyhovujici vstehu fA] $Sa < N + 1,
Kdy existuj{ néjeké c <w takové, 3¢ @(x) =0 pro x x ¢, potm a® = [a).

2.6. REDESENDNI M-ODHADY S NEONEZENOU FUNKCI

Phedpokldde Jme, e ¢ Je sudt,‘ f(o) =0 a ¢ je neklessjic{ ma (0,m).
Déle je _

1lim 'p(x) = +m
X +3®

1lim Jm = 0.

X »e X

PFedpoklédeine, 2e y = p" je spojitd e 2e existui X tak, e y Je nekxlesmjic{ pro
O<x<x° a nerostouci{ pro X, <X «m.

vBTA 1.6

Za vyde uvedenych podminek je bod selhén{ N-odhedu v modelu ¢ -saeliltin{ rovea = 1/2.

RRkaz
Viz Huber (1684).

2.7. P~ODHADY
Odhsd Pitasmove typu, neboli p-odhed pelchy se definuje

) Soxp[ -¥ ptx, - 0)1;0 ae
P f‘lp[-Z’(li -0)]“ '

pokud mé vires emysl.

yRTA 2.7

PPedpokldde jme, fe P Je sudé & konvexn{ @ 0<lim p{x) ¢x * c <ce@.
L X 9



Potom bod selhén{ P-odhedu je &% 1/2.

Diksz
Viz Huber (1984).

2.8. PRIKLADY

1 eg - Le 0

H-L odned T = med [(x; + xj)/2] satems Gostet teké Juko B-ofhed s fumkcf J(t) = t - 1/2.
>

Spolteme jeho vod selhdn{.

Meddme Pedeni rovnice

1- 872 1
[ e = [ (t-wvd et
1/2 1~ 8/2

Spolteme, 2¢ § wusi splRovet rowniel

2
2 5§ - 48 + 1320

s 2 n{ plyne "= 1 -‘/g Y 0,23

- - e - A

PPipojfme-1i k vibiru s hodmot, odhed selSs, bude-1i

n ]l .n*e
(2) < ? (_2 )

0dtud vypolteme

A W ve»-nﬁ-w NP
€ & 172 +yffen V2 E

- 2n + 1/4)

2. ¥everovs prowhy
Odnsd selle ui pripojenia jediného Spetndhe porownénf{.

t:“

ne+l
3. &= uPlspalf promip
Tj. tanedddme g ne)vitiich s nejmemlich posorovén{. Snadno spoltume

dg ‘Q:—l
neg+!

4. medidp
Pomoc{ véty 2.2 - y= smnwidotdvéme, fe  ¢'= 1,2



5. ub{smutt primér
Pomoe! wity 2.3 lse snsdno ukdset, Be é=d,

6. B-ofhod 8 norafin(si vahaml
5 J(t) = #'(1). Opdt nledime Febent rovaiee

1-1/28 1

! 2 f - .
2 ¢ (9) ds Sz ¢ (o)‘f

e
Rejprve peulijeme sudstituci o = 6(3), peten §=t o &o30eme & vowniel

h 2 - ‘s ‘o
rd

Depoltene o uime

22 (1 - $WIEH) s 206M1
&3 0,239
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