JACK-KNIFEOVAN? KOEFICIENTU ASOCIACE

Jarom{r BREldlek, MFF UK

Vysledky presentovené v tomto pPfspivku jsou splikovetelné ve viech situscich, kde
mdme co ¥init s omesenymi dostatefnd hladkymi funkcemi (normovaného) multinomického vekto-
ru, pof{seného nesdvislya vybirem reprezentantd populsce klaesifikované do w-t¥fd. Tekovy-
mito funkeemi jsou napPfkled rozlilné koeficienty asociace vyjsdfujfe{ miru Jisté specific-~
ké statistické zévislosti mezi zkoumsnymi znaky kontingenini tebulky, Zetné mfry vnitPn{
varisbility (diversity) souboru apod. PP{sp¥vek pojednévé o teoretickém srovméni zdkladnich
statistickfch vlastnost{ vyde zainénych empirickych veli¥in s odhady, které lze z td¥chto
s{sket ulit{m elementérnfch metod typu jack-knife, zejméns s ohledem na redukci vychylent
pdvodntho odhadu s ns jack-knifeovy odhad asymptotického rozptylu. V zdvéru je zddraznéns
pledeviin jednoduchost s praktickd splikovatelnost obou zdkladnich jack-knifeovych odbadd
pledstavergch v textu.

1. BATENATICK? APARAT

V celén Zlénku budeme v%chlzet z multinomického rozdZleni M(n,p) n—alo!tovégo vek-
- . ~
toru n'f, (p*% (Pyse-e1Py)” PPO Pyye.-yPp20, ij =1 a £ 2 (fy,..,T)" Je
vektor relativafch Zetnost{ - frekvenin{ vektor). PFedmitem naSeho zkoumdéni je ndhodné ve-
liZins é(gn), kae 5('): ®® > R je funkce m-promémnych omezens na svém definiZnim obo-
m.

Je-11 b(') spojité v bodé p, Je 6(;,“) zfejmé konzistentnim odhadem (pFfi n-—>o0)
parsmetru é(p) ( 6(2) je teoretickd hodnota koeficientu na celé populsci). Za silnd;-
Efch phdpokl;dﬂ na diferencovatelnost funkce &(°) 1ze hlubd{ statistické vlastnosti
koeficientu é(_gn) indikovat z Taylorovs rosvoje funkce S5(°) v blfzkosti bodu p-

Z hledisks vypoZtd i teoretickyeh tvrseni jJe vihodné vyjédfenf v tvaru (viz, [1 0] , str.
173):

() S = S+ 2. g Bo@n® ¢z, w (aw?,  teEt,  tosp,

s
k=1
kde D je k-indexové matice viech k-tych parcidlnich derivac{ funkce é(') v bod# P
(ke2df s k indexd probihé o4 | do m), (!’)k E (!.!.‘ x!) pro ye R® oznsfuje ten-
gorovy soulin k vektord Y (cof je oplt k-indexovd metice obsahujfc{ viechny snilené sou-
Biny délky k viech m soufsdnic vektoru y), dt zastupuje rozdfl (diferenci) (t-p)

s symbol _g.‘-( dg)k je .skalérnf soulin dvou k-indexovich matic (definoveny jako soulet
soufind viech naviéjem si odpovidsjfcfech indexovych sloZek). Zbytkovy flen v (1) je vy-

jéafen jeko skalérni soulin dvou s-indexovich metic, Z (1) @ (dp’, kde Z,(*): &
—» (R®x...xR®) je m-slofkové vektorové funkce majic{ ns okol{ bodu p vlastnost

-

(2) 1:1,1:!3 2,(8) = 2,(p) = 0,

(0, symbolisuje s-indexovou mstici sestsvenou ze samfch nul).

Spojitost abytkového Zlenu v dbod¥ p umoinuje vyuift rozvoje (1) pro stanoven{ (ne-
degenerovaného) ssymptotického rozd!lenf~ n.v, ns/2( t‘)(gn) - é-(g\\ (pro vhodnd volené
s€N) bez zoyteind silnych pledpoklsdd ria stupen diferencovetelnosti funkce ¢ (-).



Obdobn¥ 13e vlastnost (2) vyuift pFi sproximaci centrovanych momentd veliliny é'(fn) se
rbytkem ve tvaru o(-). Na drovni tohoto Xldnku se omezime na asymptotickd rozdélenf pii
s = 1 @ aproximace vychyleni a stlednich ®tvercovych odchylek velisiny b(gn) a nikte-
rich dsl¥fch odvozenych statistik.

2. ASYNPTOTICKA NORMALITA A APROXIMACE 2AXLADMICH MOMENTOVICH CHARAKTERISTIK KLASICKTCH
ODHADU

Za pPedpokledu existence 1. totdlnfho difsrencidlu funkee $(-) vbodd p vyplyvé

asymptotické rozdilent veliliny n'/2(8(g,) - 3(p)) 5 ssymptotické normality rozddlent
l(n,!). Flat! ( viz nspf. [9], str. 430 v kombinaci s '[1], str. 198), Ze

@
(3 o282 -&p —> 0,3 %(p)),
kde
0 ep = o7 [ atsgtp) - pp'lBy

pro disgonfln{ msatici dh’(g) s disgondlnimi prvky Ppy,--«,Py- (Asymptotické rozd&lenf je
nedegensrovené, pokud I °(p) $ 0.) PPedpokldddme-1i existenci vyS5{ch diferencidld funkce
&(-), veniké monost explicitnich sproximac{ prwvnfch dvou centrovanych momentd n.v.b(gn)
prostiefnictvia vsorcd (viz [5],.".:'. 233-238, resp. [4], str. 452-4):

. [ ]
o By -Eml- 2 g he[e]e o(n%?), n—> 0o
2 s-1 s8-! \ /2
; - 1 . +k -
(6) ‘[é(!.n) -é(z)] ) JZ’:; 5; 37“ Bjxk[s(qn)d ] +o(a”¥%), no>o,
§t+k=s

ke E(ar)* smaZf k-inderové matice sestevené se stfeqnich hodnot prvid matic (ag)"
2 Bj-k jsou (j+k)-indexové tensorové souliny matic (ij}}k) (obsstmjfc{ viechny vidjem-
né soufiny prvid matic D. o P-k"

Pro frekveninf (multinomicky) vektor 5‘ 1ze explicitnd vyjdafit 1ibovolny &len sto-
jtci ne pravé strand v (5) s (6). Zavedsme-1i oznaleni 2% pro jednoimdexovou matici die-
gondlnfch prvkd matice D, Dg pro jednoindexovou mstici sestavenou & prvd matice D,y
Jejfi viechny tFi indexy jsou si rowvny, D‘;‘ pro édvouindexovou matici sestavenou 2 prvicd
nugo DJ. jejfi prvn{ ave indexy jsou si rovny atd., pak pro sproximace ed(5) do *du
0(n™°) wilems vyul{t vzorcd

1) Dp,-[mtagy] =o

11) Dy [Bag?] = 07" (3-(p) - By (D)
111) Dy-[Btag,)’]

.
i) ,-Istat ]

(7

n-2(p3-(py - 303" (p? + 2y-(p)))
3[(m-11/m3] (022 (p2- 23" (p)? ¢ ptph

e b p) - apdl (2 ¢ 603" (p)? - 3yt

" -



které 1se odvodit napPfxled na zdkled® znelosti smfienych momentd multinomického rozd¥len{
I(n.g). Obdobad 1ze ovifit platnost identit

0 Dy e )?] = v 0d ptp) - by 02 = 0 R

(8) 1) By, Be)’] = 020d wp - 01252 - 22 sm? ¢ 2my, 500

~'l
1) Dy, yBrae?] = 3[n-1/n)p850p)2 - nﬂ; ‘(p)? - n}‘3 {(p) + Dy 50 H) ¢
s 07 30d 50 - 352 - pds? 4 anhil (e 4

+ 30128 -(p)3 - 30y 50

poulitelnfeh v sproximscich ad(6). (2a pFedpokladu existence s-tého diferencidlu CS(') ns
otevienda okolf bodu P Jsou matice D, k=1,...,8, symetrické vzhledem k zdmEnZ svych
indexd. Vsoree 74ii)-iv) jsou specidln{ pF{pady 81i)-iii) pro symetrické matice.)

V praktickfeh pPipsdech byvé vzorec (4) vyulf{vén pro odhad 7’ Z(an’ as. rozptyluc’ (n)
(¢o pledpisu (4) dosasujeme f na mfsto p), na nZfmi jsou lasto zaloZeny intervaly spo-
lehlivosti pro psremetr b(g) “vyubfvajfef kritickjch hodnot normovaného morméln{ho rozdé-
len{. URit{ sproximsce ad(3) pro testy hypotés o skutelné hodnotd parsmetru b(p) viak ne-
bere na afetel skutelnost, fe empirické koeficienty é(f ) mohou bt Zasto odhady vychy-
lené. V takové situsci miZeme pivodn{ koeficient é(f ) opravit tak, Ze 0d néj odeZteme
odhed vychflen{, siskenf dosszenia f na misto p v pi‘cdpuu (5) (upraveném podle (7)).

Nejjednoduliia odhaden konatmvntn takto pro “redurci vychflenf F4du O(n~ 1) bude
zFejnd statistika

< -1,,72 ~TPRY
(9) Sig) 88 Sy - @V BRLy - Bp(gD

kde §2 Je matice parcidlnfch derivac{ funkee 6(') v bod¥ -fn' S poutit{m vzored (5)
e (6) splikovanych na koeficient O(f ) lze ovéFit platnost vztahd

a0 (53-8 = (2" pfucer,n?)- 3 pifcar )] - o afEteg) s otnd, oo

o0 w[8ig - 82 = o e + § ppalitey] - § paugliteg?]’ ¢ e -

n"G‘z(g) + Vl!'[% 22'(d3’22] + o(n™9), n—»00 .

Protofe vychylen{ koeficientu (9) zitejmE PFédu C(n ), Je aproximace (11) vhodnt tax-
té: pro sproximeci rozptylu Var g(f ) -é(p) Var[é(fn)] . Pro téely statistické infe-
rence vBsk obvykle vystalime 3 élenen n Irf (p) (resp. s jeho konzistentnim odhadem),
nebot vzhledem k pfedpisu (9) je asymptotické TFozdslent veliliny n'/z(g(fn\ & pW
zFesnd opdt K(0,6°2(p)). ~ N

Teoretickyeh sproximec{ (5), (6), (10) a (11) lze 8 vyhodou pouZ{t pro srovnéni s koe-
ficienty typu jeck-knife, u nichl? je docfleno analogickych efektd jako u koeficientd g’f \
n a2 (£, pli poutitf zceles odlifnych v¥poltovych prostfedkd.



3. ODHADY TYPU JACK-KNIFE A JEJICH Z2AKLADN® STATISTICKE VLASTNOSTI

O metoddch jack-knife je pFehlednd pojednéno napt. v ¥ldnku [8], kde 1lze nelézt |
tneiné mnolstv{ odkez! na literaturu. Z hlediska nadeho pouZitf{ jsou nejvyznemn¥j3{ refe-
rence na [6], [ﬂ a [2]

Za zd4kledn{ jack-knifeovy odhad é»(p) zaloZeny na konzistentnim koeficientu é(fn)
1ze povalovet odhad O(Zf,) definoveny predpisen (viz (8], str. 3)

n
/N
(12) Sz = mdigy - [t-nim] 2, CYP IR

kde 6(,{_1) Je odhad koeficientu é(z) polfteny z vektoru relativnich ¥etnost{

£ Tay (nf))_; Ppro vektor (n-£.)_4 yEnikly = (n-f,) vyFszeni{m (vynechinim, vyBkrt-

nut{m) i-tého posorovin{. (Je-1i n-fn = g e, Pro nezdvislé n.v. e, rozd&lené maltino-
. - ~ 1= ~~

micky M(1,p) , pak f, = = (nf, - 8. (Za vhoanych pledpokleds na hladkost funkce
&(-) 1se dokfizat asymptotickou mormalitu statistiky n'/2(0(f,) -&(p)). K témuz vys-
ledxu je mo¥no dojft bud pf{molsrjm sobscninfa vysledkd Zldnku (6] ns hladké funkce vybé-
rového primiiru mnohorosmirnfch statistik nebo sprévnou splikac{ mnohea obecniji{ho vysled-
ku pro funkce ndkolika U-statistik: Za pfedpokladu omezenosti 2. pareidlnich derivaci a(+)
ne okolf bodu p dostévime (vis [2], str. 2084), Ze

A 2
(13) a'/2(8(g, - Sp) = meo,5%(p)),

A
kde 0“2(2) bylo dsfinovéno vzorcem (4). Lze tedy s pomoc{ koeficientu c(sn) provddét

snslogické testy hypotéz jeko s c()(gn), resp. 5({,,).

Teoreticky je konstrukee odhadu (12) (poffzeného ns zdklad¥ nezdvislého ndhodného vf-
béru) motivovdna moinost{ redukce vychflen{ Iédu otn~"y pivodniho odhadu é({n) (jek
se snadno formélndé ovdF{ aplikesef symbolu E na pPFedpisu (12)). P!;gon!:)li sproximaci vy-
chflent (Fd8u O(n"2)) je moZné z{ekst sa pomoci rozvoje funkece C(-) Jako¥to linedrnf
kombinece Taylorovych rozvoji velilZin 6(£n). c‘)('{_,)...., é’(.s-n) s ndslednou splikac{
syabolu E.

Vysledek

P2

ao  [58e) -&p)] = - § oy [meard] - dr o, [marpt] o h, e

se nepstrnd 1id{ od srovndn{ sproximsce (10) pro [E &sn) - (S(p)] . Je zajimavé, Ze obdodb-
né ziskand sproximace stledn{ odchylky

(15) (S - é(g)]z = n7'e%(p) + Vor [ b, (ag)?] + c(n”d, B oo

go Méau O(n"2) wvede k témut vyjéaPent jeko pro E[3(f) - ém]z ve vsorei (11). Teato
visledek evokuje moinost vidjemné ssadnitelnosti koeficientd ’5’(5“5 s E(gn). (Posnémka:
Zat{mco shods asymptotickfch rozdlenf ed(3) e (13) je d4nas skutelnost{, Ze !, ¥leny Tay-
lorovych rogvojd koeficientd S(fn) - resp. é(’{n) - a /S(fn) Jsou stejné, je eliminace
vychylenf Pédu otn™y w E(fn)~ a (£,) déna speciffckou konstrukc{ tdchto
koeficientd. Shoda Zlend rddu O(n'z) v aproximac{ch stfednfch Ztvercovych chyb - resp.
roeptyld - je vigk jiZ netrividinf vlastnostf{ ovlivninou (skrze 5(-\\ specidlnfa tverew
varienin{ matice multinosického rozdadlen{.)



Jeck-knifeovému odhadu (12) prfslud{ déle odhad

O U 3 as 2
(16) 2L = (-1 ; (b(g) - n 32;‘6(5_3)) :

xtery jo malogif vybdrové statistiky 82 pro odhad rozptylu v nezévisléas ndhodném vybdru.
Ze pledpoklsdu exisience 1. totélntho diferencidlu funkce é(') na oteviends okol{f bodu
p e statistika G2(£)) konzistentn{m odhedem asymptotického rozptylu O 2(p). (Uvedené
tvrzeni op¥t vyplyvéd jako specidlnf pripsd 2z ¥lénku [2] str. 2085). Jeliko: vysloveny - :
pledpoklad sarutuje konzistenci 1 Klesickému odhadu T °(f), Je zajimavé teoreticky srov-
ndvat i momentové charskteristiky obou t#ehto odhadd. Aproximsce vychylen{ s stiednich
stvercovych odchylek lze pro oba koeficienty explicitnd vyjéaFit do ¥lemd Fédu O(n")
jakofto fumkce tensorovjch soufind prvmfch i tfetfch diferencidld funkce YO

an B o) = B elp) + o' {2, Bew] ¢ Dy, [Bee)?x Bag)?] +
+ Dy ltasxanr 3xcanpl} + o(a™, n—>eo,
2
(19) ‘[0'2(510 'G‘z(l’] =n {21:1;1.1’[“‘2)‘ - a0 %x 3(42)2]} + .
+ 4”2 [Btae)?x xan)?] + 2 [B(ae) X E(de) XB(ag) 2]} +
Dix2xt<t (B(32) " x B(AY, Disc2x2, 1 B(48) X B(a8) 'xE(dg)

+ o(n"), n—>w ;

a9 B alg) = €A + 07 (B 5] « n, ; [Eaw i Ean?]
N + Dy.p Eltasy) x (aarp etagp]} + ota™), n —eo,
oy &z -cipl? = iy -ei@]® . ota™y, n-00 ;

kde %’!-I 1 &II Jsou n:zlvislé mul tinomické vektory s rozdflenfm MN(1,p). (Hoénoty
E(de)”, E(de)” s E(ae) " 1ze spo&{tat dosasenim do vzorcd (7) = (8) pro e=f, a n=1,)
Shodu sproximsc{ (18) s (20) (kterd viniké 2 snslogickfch pffiin jako pfi asproxime-
cfch stlednfch &tvercovych chyd koeficientd 3(! ) o @(f )) 1lze interpretovat jako sho-
/202 ~n.2 0 _1/2 2
du ssymptotickych rozptyld n.v. n [G" (£n) - ¢ (p)l a n [?‘&’ - g (2,)1
nszyvengych op¥t jeko hladké funkce normovaného multinomického rozd&len{. Z hlediska této
shody poskytuj{ sproximace (17) a (19) snaéné kriterium, ns jehol zdklad# Jje moZiné rozho-
dovat, ktery z obou xoeficientd mi (jakoZto bodovy odhad parametru o’ 2(.p)) mens{ (resp.
vét3{)vychylen{: Pokud pro konkrétni koeficlent 8(.) platf nerovnost -

(21) D, , [Kew3] - i > o,

je vinoldndilt ulitf jack-knifeového odhadu G/"?( !.m)' v pF{padl opainé nerovnosti mé men-
3 vychdlent (Fu O(n"')) Koefictent &'2(f).

4. 2LVERY PRO PRAKTICKE APLIKACE

Prektickéd pouiitelnost prezentovangch jeck-knifeovich odheadd (8 8 nf spojenych teore-
tickjch sproximect pfedchoz{ steti) pro fumkce frexveniniho (normovaného multinomického)
vextoru f vyplivé z poviimnut{, %e vipoletn{ vzorce pfedpisd (12) a (16) lze ve skutel-
nosti plepset Jeko




n
(%) 8eg) = ne(f

B B
2 ) 2 _ - . 2
() i) = (a1 [3‘2:1 ny( 82 % - n (322_1,_1 ny- 802 2]

(n, zne®{ sbsolutn{ Zetnost v j-té triaé¥ aul tinomického vektoru n:f), nebol vynechdn{
j-tého pozorovén{ (respondenta) se V kazdé j-té tr1a¥ opskuje n -krét s tymZ wysledkem
bgg_a). To snsmené, %e stalf polftat "nsvic” (proti pivodnimu odhsdu 6(£n)) pouze
a hodnot 6(;;3), col je pti opcr-éntrgchioltisoudob‘ vipo¥etnf techniky zéleZitost
zcels zanedbatelnd. A

Druhou vyhodu metod jsck-knife 1lse spstfovat v tom, Be jejf uBitf nen{ zévislé ns
explicitnim vfpoltu diferencidld funkce 5(-), pFestole vysledny efekt (v pF{padd¥ (gm)-
-redukce vychjlen{ Fédu O(n") a vliv na stredn{ Etvercovou odchylku do Fédu o(n"%);

v piipadd GJZ(Sh) ovlivninf asyaptotického rozptylu) odpovidsé pouzit{ klasickych metod
s diferencidly. Tato vlsstnost pFimo vybiz{ k tomu, aby * jack-knifeovéni” bylo zavedeno
jsko univerzdln{ podprogrss do prakticky uZivanfch statistickjch procedur, kde nap¥. pro
dsnou kontingenZn{ tsbulku (zisksnou amul tinomickym zplisodbem vydbiru) bfvé polfténo nékolik
rdznfch koeficientd ssoclace soulasné.

Nevjhodou vile popsané setody jacknife pFi uiit{ na konkrétnfch koeficientech asocis-
ce je vlisstnost, Ze odhad (gn) ze vrorce (12) (resp.(x)) nemus{ psdnout do oboru hod-
not plivodniho (omszangho) koeficientu 6(£n) (resp. 6(2)), coi by vedlo ke sporu s je-
ho interpretacf. Podobné jsko u koeficiemtu S(z,) K tomuto dochds{, k&y: n je /@alé,
3e vychylen{ odhadu 5‘!5’ podstatnjm zplisoben ovliviujf{ i ¥leny vyS3{ch Fddd (O(n’z)).
V t3chto situscich bY'ld{/%!ill problémy 1 s pouzitfs normdln{ sproximace (3), takZe odhs-
Qay 6(5,,), (£,) & \ (;n) a G’z(,{n) jsou pP{1i3 hrubé. Odstranit t.utg nevyhodu
by bylo moZné pfechodem k snslogickyam odhadim skceptujfcim i Zleny fdau 0O(n™°), co
(v pPf{pad® klasickfeh odhadd) umoffuje jemndjBf uiit{ eproximsci ad (5) e (6) nebo ( v pii-
padd jack-knifeovych metod) pouiitf tzv. jack-knifeovén{ 2. Fdau (viz [8}, str. 2).

Pozn.: PPi formulaci sproximaZnich vzored pro vychyleni a stFedn{ &tvercové odchylky
v textu uvaZovanfch koeficientd nebyly z dspornych divodd stanoveny pPedpoklady na stupen
diferencovetelnosti funkce 6(-), jej{% diferenciély se v tichto aproximac{ch vyskytujf.
Obecné lze Pfci, Ze ve vzorcich s vyjédtenfm zbytku ve tvaru o(*) vysta¥{me s plfedpokle-
dem existence nejvyBdfho diferencidélu B, ¥ daném vzorci se vyskytujfcfa. Podobn& Jjako
v pf{pad® eproximsce (13) lze vBak ovéfit nutnost nepatrnd siln8j8{ch pledpokladd (typu
existence omegenych (s+1)-nich parcidlnfch derivac{ funkce 6(') v bod¥® p) pii ovéFo-
vén{ platnosti srovanatelnych vyjéafent pro koeficient Skfn). Tento zesile;y pFedpoklad
(v aproximacich (14) a (15) se indikuje Fddem zdytku O(-)) viek jist¥ nebude brénit moi-
nostem praktickébo pouffvéni tohoto koeficientu.
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