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1 ovoD

Budiz (X, Y,)].| posloupnost posorovén{ néhodné dvojice (X,Y), kde X je ndhod-
nf vektor v RP & Y ,e rediné ndhodnd velilina. Rosddlent P,, vektoru (X,Y) budii
nezndmé s poloime si udkol zodpovéddt pouse nea zdékledd snslosti posloupnosti (xi'!1)121

nésledujicy{ dv¥é otdzky:

(AY Je-11i GcRP, G neprésdnd, jgk se v pripdéry *pdn{* Y Jjako funkce X nadywé-1i X

hodnot v G;
(B) je-1i (x,y) ndkteré daldf pozorovéni vektoru (X,Y), kde x Jje zndmé a y nezndmé,
Jak predpoviddt hodpotu .

Intuitivné sdiese lohu vylfedit napf{kled takto (pro jednoduchost ne okemiik pPedpo-
klédejme, 2e¢ G =[0,1) a p = 1).

(ed A) Budit k €N pevné plrirozené Z1slo nesévisejic{ na posloupnosti (xi,ri)gz, 2
rozdélme interval [0,1] na k, disjunktnich interveld. Zpisob, jakym se Y mén{ jako
funkce X pak wile byt representowdna schodovitou funkeci, je: je v keZdém intervalu kon-
stantni{ e rowvne priméru téch 'Yi, 1=1,...,n, pro néi Xi pedne 4o uvsiovaného intervalu.
Metods tedy vpodststé transformmje oblak nadich det v kifivku (byt zatim dosti hrubou),
kterd ném Addvé Freden{ dlohy (A). :

(ed B) Budiz I nékteré (symetrické) okolf bodu 'x délky k , kde k€ R' Je pewné
redlné &fslo nezévisejic{ na .posloupnosti (xigxiygz‘. Potom predikce 9 miie byt rovne
priméru téch Yi’ i=1,...,n, :pro né% odpovidajfesl X1 led{ v 1I.

Otézky typu (A) s (B) patff mezi ‘sdkledni ‘otdzky matematické statistiky odeddvna.
Nsznadené Fedenf se v té %1 oné form¥ intuitivné té% pouiivej{ odeddvns. Teprve v posled-
nich 25. letech visk dodlo k ‘systemstickému ‘tkouméni dsnfch prodblémi, které nejende Qaloc
odpovéd 1 na Tadu:daldich podobn¥ch otézek, ale ‘dslo pfedeviim veniknout ‘velml rosséhlé
t*{4¢ tzv. neparemetrickych odhadl regresnich kFivek, o jejichi vlesinostech bylo doposud
pudblikovino nékolik set prec{. Na tomto misté je tfeba pPipomencut, 2e soubdind (e to vel-
ai Uzce) ‘se rozvijf{ studium vlastnost{ nsparsmetrickych odhadd hustoty. Tetné v§sledky,
dikszové postupy spod. lze velice Zasto bez jakychkoliv principidlnich problémd pouffit ve
sadru druhém a naopak.

C{lem tohoto Zldénku je podat 24kledn{ informaci o vlastnostech nékterych nejtypiltéj-
8{ch zéstupcd této t¥{dy. Pozornost je pFitom soustfedina predevi{m na regresogram a Jé-
drové odhedy. Jsou uvedeny definice jednotlivych odhedd s :zkoumdny Jjejich viestnosti (kon-
zistence, vychylenf, rozptyl, ssymptotické rozd¥len{ astd.). Zéroven jsou diskutovény i
praktické prodlémy s volbou optimélnich odhedd a sloEitost{i jejich v¥poltu ne podfteli.
Teori! {lustruje v poslednim odstavci simuleZnf -experiment.

2. HEGRESOGRAM

V tcmto odstavci se dudeme rasbfvet tzv, regresogramen, ktery je nejjednoduddim typem
reparametrického odhadu ‘regresn{ kiivky a je, de facto, ‘analoglf histogrsmu. Fo definici
tuohoto odhadu budou shrnuty ndkteré jeho zdkledn{ vliastnosti a diskutovény vyhody s nevy-
nody jeho pouZitf.



Definice 2.1. N'Ch{p,gxi’yﬁ,i‘ﬂ je posloupnost negévislych pozorovéni n&hodného vektoru
(X,Y) v prostoru (R , 8P Nechi a.{'(xi,Yi)NaC (X,Y) A Py i, i=1,...,n. Nechl

ar
__Xj [kde Y je Lebesqueova mirs nsa Rp”._}; = necht ‘V‘ x e kP
a

£(x) 'fP(?‘ry’ dy ¥ 0. Fredpokléddejme, 2e ¢(x) = E(Y]X = x) existuie o uvaiujme problés
odhadu @(x). Necht Jn = {In,-’ L X3 Zp} je néktery rozkled prostory Rp,u:(g“,,,,. 3
= L ’
¢ zP, Ina” s Cw b, (m + 1K), kde {'\\fnﬂ Je nékteré posloupnosi kl.mcg
\ . .
{sel & Z snal{ mnotinu celych &fsel v R. Necht TxeRP I (x) oznefuje ten interval

L Jn. ktery obssbuje bod x. Potoa regresograa fn(z) Je Gefinovén vetehem

Fyy <<V, p(x,y) =

LYy

N 1 (x) \ "
(2.1 # (0 = n {1lX6 1 (X)) Jestlide 1 (x} « 0,
0 Jinak,
48 1,(x) Je polet tdch X;, 4 =1,...,n, Jei let{ v L(x).

Btate 3.! (o) V plfpedd p =1 ihmed vidfme, Ee se skuteiné jedné o zRejmou analogii
Eimtogresu. V¥sledkem je po Zdstech konstantni funkce, kterd je v kaZdém intervelu I_(.)
soskledu Y, rowvns primdéru téch Yi, i=1,...,n, pro n¥ 1(i € In(')' Vzhledem k !tlo-
s, Se vieledky pro p) ! Jsou velsi nepfehledné, budeme v daldfa textu pro vitd{ ndsor-
most vitéinu visledkd presentovat pouse pro pfipad p =1. Zédjemce o obecny tver odkéie-
we vidy ne pPfisludnou literaturu.

(b) Prvn{ snémé pouliti této metody lze najfit ui v Pearsonové préci v Biometrice 3z roku
1903, v nff studoval sdvislost v§3ky eyna ne vydce otce. Ne zékladd vice nei 1000 posoro-
vén{ rosdllenfch do t#{d po '™ zde Pearson "stetisticky“dokssuje platnost “obecného séko-
ne regrese” vysloveného Geltonem v roce 1889: "Rach pecularity in ‘a men is shered by his
Einsman, but on the sverage in a less degree". Z historického hlediske Je sajinevé POSHEBS-
‘nat, $e je to v této Pesrsonovi prici, kde je slovo regrese poprvé poufito k osnelent
*podaininéhc olekdvéni", stejndé jsko poprvé Je ufito v¥raszu " ‘Lmruni ptimke”. Pesarsonovy
visledky jsou sndsorniny ns ndsledujfcim obrédsku. Je sajimevé plitom viimnout, e Peerso-
pdv regresogrea pFindd{ pro extrémn{i (sl Jii melé &1 velk¢) v#bky otcl vice informece, nel
regresni pffeke prolofend daty.
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Proloiend regresnf plfmka : y = 33.73 ¢+ 0.5%0x



(¢) Prvnf rigordzni definici regresogremu a studium jeho vlastnost{ lze nslézt aZ u Tukey
71961), Mileme zde plritom vysledovat vliv nastupujfcf éry pol{talld, které nabf{dly redlnou
soinost splikac{ neparametrickych odhadd s podnftily zéroven zéjem o zkouménf jeijich
viastnost{. Prvn{ oprevdu dasledné'gﬁudium viastnosti regresogramu podal osq (1970).

(@) Zminme se zde jedt& o jednom zobéénéni regresogramu, navrieném s studovaném Bhattacha-
ryou a Partheserathym (190!). Idea spol{vé (pro p = 1) v tomyrozdflit intervel [ a,b 3
obsahujfc{ viechns Xi, i=t,...,n, na ln disjunktnich podintervals, = rnichZ su2dy obsshu-
je préveé k. bodi xi’ i=1,...,n. #(x) pak odhadneme funkc{ po Zastech konstantn{, kte-
ré v keldém podintervalu zvoleného d&€lenf je rovna priméru té&ch Y,, pro né2 odpovidejic:

xi le2{ v daném podintervalu. Tento odhed je n&kdy nezyvén regresogram s ndhodnym krokem.
Jeho vlastnosti jsou blfzké vliastnostem regresogramu s nebudeme se 2de jimi blfZe zabyve:.

Vzhledem k tvrzeni dokézaném v Bosq (1970) %2édny z némi studovanych odhadd neni nes-
tranny. Lze vdak nalézt podminky, ze nichi studované odhady jsou ssymptoticky nestranné.
Pro regresogram je uddvé nésledujic{ v&ts, z ni% zéroveh vyplyvé, e jde o posteslujfc{
podminku pro konzistenci regresogrsmu podle kvadrstického st¥edu.

Vétg 2.1. Necht ¢(.) Je spojité v bod¥ x @& nechl adle

(2.2) 1lim h =0 a lim nhg=+ao.
n—-»oo m”m—» o0

A
Potom fn(x) je esymptoticky nevychyleny odhed ¢(r) a je konzistentn{ pod-
le kvadratického stiedu.
Dikez: Bosg (1970), Collomb (1977e).

Porngpkg 2,2. (e) Podminks (2.2) intuitivné poZsduje, adby s rostouc{m n se Aélka inter-
vald ‘In,n sice szmendovala, sle zéroven pofsduje, aby ném zbyvelo neustdle dostatek pozo-
rovén{ v jednotlivfch interwvelech pro odhed. Uvaiujeme-1i posloupnost {hn};:‘ tvaru

cn” 7, (2.2) je zFeymd splndno pro 0< < 1/p.

{(d) 'V Bosqové prdci je téf uvedena postalujfc{ podminka, za niZ

(2.3) M o= l\xlp | ﬁ\n(x) - ¢('x) |[—>0 s. j., n——oo.

Podivejme se nyn{ bl{Ze, jak velké je vychflen{ regresogramu pro p = 1,
Vtg 2.2, Necht p = 1 8 podminky véty 2.1. jsou splnény, nechl ddle ¢‘(x\ existuje.

Potom
A A
(2.4) b(x) = Eg (x) -f(x) =

= $(x.n {([Et} +3) h - xl+ o),
Diker. Bosq (1970).

Pozndmks 2.3: (e) VEtu (2.3) lze ssmozfejmd zformulovet { pro p>! , viz napf. Collomb
(1977e) &1 Collomb (1978).

(b} Vzteh (2.4) potvrzuje nedi intuitivn{ predstavu, fe vychyleni podstainé zavisi neje-
nom ne délce intervelu In(‘) a poloze bodu x vihledem ke stifedu intervalu, ale i fakt,
2¢ vychflen{ virazné viroste s ristes strmosti odhadované kfivky #'x) a bude tim man-

8{,%1{m plo#s{ bude odhsdovandé kfivka.
Podfvejme se nyn{ ns rozptyl a stifedn{ kvadratickou chybu regresogramu.

Vétg 2.3, Nechl jsou splnény podminky véty 2.1. s necht existuje podminény rozptyl °
vzhledem k X, tji.



(2.5) v(.) = BE((Y - E(xlx e N2 x = .y,

ktery je spojity v bod® x. Potom

A A N\
(2.6) w0 = B¢ (0 - Eg(m?= —— Wa y

1
nhP f(x) n h P
Pikas. Collomb (1977e).

Spojenia visledkd vt (2.2) e (2.3) lze nyn{ okemiité z{skat odhed stlednf kvedrstic-
ké chyby regresograsu é\n( x) v bodé x, vyuiitim zndmého vztahu
A A
é\n(x) = b:(x) + vn(x).
VEtu op¥#t vyslovime pouse pro p = 1, i kdyf ji lze zformulovati pro pr 1.
Vitg 2.4. Nechi jsou splniny podminky vét 2.2. 8 2.3. Je-1li p = 1, potom

A 2 2 1 v(x)
(2.1 (x) = E( (x) - (x))" = = +
€n ¢n ¢ nhn f(x)

2
¢ $' %0 {( ]+§)nn-x}+o(n§)+o( ‘h) :
n

n

Dikgz: Plyne besprostfedn® z vt (2.2) a (2.3)

L J
Pozpémkg 2.4. (a) Z (2.4) @ (2:6) okam¥it& vyplyvd, e nelze vybrat posloupnost{hn} \
n=

tek, aby soulasn® zmendovales jek rozptyl, tak vychylenl regresogremu. 2 (2.7) lze ddle
snadno ukdzat (pro p=1):

3 A
(2.8) JestlizZe “1_:_1;110‘2 n h: = 0, pak @n(x) ~ vn(x), n»oo ;
zatimco 3 A A>
jestliZe 1_?:- n hy = +00, pek (X)) A~ B(x), ne» oo

(b) Ovehy o volbé optiméln{ posloupnosti {%} ., tj. volbe optimélnf "délky okénke"
rotkleadu In’ Jsou velice pododbné Uvahéa pro volbu optisdln{ posloupnosti [%}:‘ ro

Jédrové odhady. Vzhledem k tomu, e regresogrsam lze povafovat pi‘odovlin £a odhad pomocny

(e prvotnf), nebudeme zde volbou optimélni posloupnosti {%} diskutovat.
n=!

(¢) Ve vlech pledchozich pFfipedech jsme uvaZovali pouze lokdln{ chovén{ regresograsu, ni-
koliv chovén{ globélnf. N toto by se vlsk u odhadd tohoto typu nesdlo zepominat, nebdol
"psremetren”, ktery odhsdujeme, je vlestni regresn{ kfivke, a ridsev neparsmetrické msetody
zde tedy nanf dplnd plesnf. Pro poscuzen{ "celkové kvality" odhedu jsou psk msnohea cen-
néjd{ airy tveru

e
(2.10) [l ¢ - Fg(n]| Y(x ax,
(2.11) f (¢ (0 - ¢ NI A ax, 1=1,2,3,
A
&1
[ A
(2.12) e F. 0 - Fn) etc. ,

kde A je mosiX ¢(x) . )(x), X€ A, Je nikterd vhodnd véhové funkce. Vihledem k po-
socnému charekteru regresogramu se vlek y této otdsky nebudeme zastavovat.



Nésledujfc{ vétp ném uddvé podminky pro asymptotickou normslitu regresogreamu, kterd
ndm umolhuje kcnstruovet (msymptotické) intervaly spolehlivosti pro ¢{xﬂ. Vétu opét

vyslovime pro p = }.

Vate 2.4. Nechl p = ! @& podminky vEty 2.2. Jsou splnény. Nechl adle

3
(2.!3) l1im n = 0 a lim n = + oo
L n— oo % n—y oo hn
Potom ‘

b (x) - ¢ (x)
(2.14) lim P(iﬂ————— < t) =@ (v,

n --» oo (!)
n

§(t) je é&istribulni{ funkce N(0,1) s

A t - Fa(x) ’Qx € 10}

(2.15) 'n(x) = T

(g /U{xie I(n} )2

Dikaz: Collomb (1978k

Dhsledek: Pro keidé «€(0,1) Je interval

A A A A
(2.16) |t¢n(x) -u “_‘J vix) , ¢n(x) tu /'n(x) } '
'I-!- 1

‘?
kde u_ Jje o -kvantil N(O,1), weasyaptotickym dvojstrannys intervelem spolehlivosti pro

¢(,x) s koeficientem spolehlivosti 1 - « .

Poznémks 2.5. (@) Tvar véty 2.4 pro pd>! lze nalézt napl. v préci Collomb (1578).

(b) Podminks (2.13) )e znelné omesujic{ na volbu poaloupnoui { } . Uvaiujeme-1li “n
tveru ¢ n~ 7, pak (2.13) je slejad splnins pokud 3 < (.

fe) Jsou-1li splnidny podminky vty 2.4. na ndkteréa intervalu G, pek pomoctf (2.16) mi-
feme sestrojit fxeG odpovidajici intervel espolehlivosti. Vysledkem pak bude péds slole-
ny z intervalu spolehlivosti.

POZOR: Nejednd se o péds spolehlivosti pro ¢(x) v pravéam slove smyslu.
(d) Za podminek véty 2.4 Adle platf, Ze

Fa)
(2.11) 'n(x) —_— v(x) s. 3., n-- oo .

2.1, VIHODY A NEVYHODY REGRESOGRAMU

NejvEtd{ vyhodou regresograsu je snednost vypo&tu spojend B nendérolnost{ na psmét po-
¥{tefe a rychlost{, s n{i ziskéme prvotn{ plehled o nadich datech. Tuto vliastnost ocenime
ptedevi{m tehdy, neméme-1i k disposici plotter pro vykreslenf nadich det, jakol i v piri-
padé, kdy mdme zpracovat stovky s tisf{ce neznémych dat.

Za tytce vyhondy vdak nutné pletime:

- z{skané kfivks je, ne rozdfl od ostatnich neparemetrickych odhadl, pomérné hrube¢;
- metoda je vysoce nerobustn{ vzhledem k odlehlym pozorovédnim v Y;

- z{skany odhad fe pro v&tdinu bodd dosti vychyleny (zvliadtd pro strme Useky ¢‘ xY mtA



Na drubé straud v8ak neustéle musime m{t ne zieteli ten fakt, Ze regresogram Ddy L 131
byt pouze Jjednou = prvnich anelyz nadich det e neofekévat od néj zézrsky. V tomto okemfiku
neopak vysokou nerobustnost ocenime, nebol piflid velké rypiténi”, jekoZ 1 divoké a neole-
kdvené skoky aoscilnce z{skaného odhadu 8 nejvEtd{ pravdé#podobnosti signelizuj{ vyekyt
véinych chydb v nadich dstech spide nei cokoliv jiného.

3. JADROVY ODHAD

Nejrnial)d{ s nejlépe prostudovenou t#{dou nepsrsmetrickych odhadd pro P (x) tvolre
zv. jédrové (wermel) odhedy, nevriené neiévisle Nederayov (1964) e Wetsonea (1964). Dffve
net prikrotime k fejich definiei, ssvelme si nejprve pojea jétre.

.1, Jédrem nszveme libovolnou funkci K: (R?,Bp)—'om‘,81) tekovou, e je syme-
trickd (K(x) = k(-x) ¥x QFT), nezdpornd, chranilend o

el »[; Kix) dx = ! o lim  fx{P . atx) = 0.
5 x| —» 00

w C nékterych nejpouifvendjdfch tverech jédre, jejich vliestnostech s o vybéru
iuslnihor jédra bude pojednéno v odstavci 3.0,

dNyn{ jii mdfeme pfistoupit k definici Jjédrovych odhasdd.
Bafipice 3.2, Mecht (Xi,Yl):ﬂ je posloupnost nesévislych posorowén{ néhodného vektoru
(X,¥) v prostoru (RP*! BP*y. Mecht (XY wd(X,Dw By ¥4, 1e1,...,n.

ar
Necht Pyy <<V, pix,y) = sl (kde V ie Lebesgueova mirs ns RP*!) o meent ¥xerP

v
2(x) = [p(x,y) dy # 0. Predpodxlédejue, Be $(x) = EK(YIX = x) existuje a uvalujme pro-
blém odhadu ¢ (x). Budit K(.) nlikterd jédro s {un}:‘ posloupnost neséporngch Efsel.

Potom Jjédrovy odhed ;n(x) Je definovén Y26 P vstenen

x - X
1
Y, K ( )
i: i l; . x=-X
Jestlite Z:_'__xc——ls ‘4 0
=

A

> =
3.2y gm =

. 0 Jinek.

Fospémka 3.2, (e 2 tveru (3.2) okemiit# vidiwe, fe ssveden! jéérs reslizuje nedi intu-
1tivn{ smshu preferovst pro odhed te pozorovén{, kterd jsou blite bodu v ndmi odhedujeme.

Clohs posloupnosti {hn}“‘ je piitom téZ jsko v pt{padd regresogresu.
n=

(b) Jédrcvy odhed je wpodstst® véZerny primdr pozorcvin{ Yy, v ndE2 vany zilelf pouze
na vzdslenosti odpov!dujicich‘ 11 od bodu, v némi odhadujeme. I tohoto hlediska je zihe;-
zé, %e se stéle jedné o odhad vysoce nerobustn{ vzhledem k odlehlys pczorovénim v Y,.
Chceme-11 z{skat odhad robustn{, je tfebas nahredit v definici (3.%) wybirovy primér védleny
vzhledes k vzadlenosti X; od bodu v némz odhadujeme n¥kterym cdhedem robustnim navic
vzhledes k hodnutéa Y,, napt. of -useknutym primérex ti M-odhedem o1 soulesnsm sachove-
n{ ven pomocf Jédra K. Je vBek neprosto zrejmé, e fasové nérolnost na centréing jednot-
ku po*ftmie pro vypolet tekovychto odhadld enorsé stoupne a sdistéwe otézkou, sde svydens
"hladkcst odhaé” vyrovnd cenu, jil susime zna vipolet zaplatit. Nepsrsmetrickymi M-odheadv
as znabyval napf. He-21e (1983).



(c) <iat{mco regresogram je odhad c¢pf.. p.opisny » poskytujfc{ ndm pFedevdi{m hruby odhad
¢(x\ e neumoZnujfc{ témér Zdédnou plesnou predikci, u jédrového odhedu tomu byvé nsopak.
Kromé mnohem detailn#jd{ho popisu odhadované regresn{ kfivky zpravidle slouZ{ prévé pro
predikei (reup:\ miZe slouZit). Je-1i #(x) spojité (resp. diferenc.vitelnd PFddu g,8 € N),
regresogram ¢n(x) Je nevhodny odhed, neb neni spojity (ani diferencovatelny), zetimco
zvol{me-11 spojité jédro (resp. diferencovetelné fdédu g), Jédrovy odhsd bude spojity,
byl ne vidy idedln& hladky (resp. diferencovetelny Fddu g).

Jédrovy odhad, podobné jako regresogrsm, je odhad vychyleny. Bsledujic{ vdte uddvé
postafujf{c{ podminky pro ssysptotickou nevychflenost $;(x), které jsou zéroven postafu-
Jict pro konzistenci jédrového odhedu podle kvadratické stfedu.

Véte 3.1. Necht ¢@(.) a f£(.) Jsou spojitd v bodé x, f(x) # 0 a nechl ddle

(3.3) lim h =0 a lim nnﬁ = + 0o
n—» oo n-— oo

Potom ¢ (x) Je ssymptoticky nevycnfleny odhed @ (x) s Jje konzistentnf podle
kvedratického stiedu.

Dikag: Bosq (1970), Collomb (1977a).

Posndaka 3.3: () Podminke (3.3) je.pro posloupnost h, tveru e~ 7 stejué splnéne
pro 0K 7< 1/p.

(b) V préci Devroye = Wegner (1979) 1se najft obecné podminky, za nich pro jéérovy odhad
$a(x) 8 g3 pletf

(3.4) B¢ (0 - ¢ ()8 — 0, n—se
Oznadme si |

r3.5) M, = sup |¢:(x) . f(x)l ,
X€G

kde G je ndkterd ohrenilend snoiine v RP ¢ podivejme se, 3a jekfch podafner M —C.

Vétg 3.2 Nechi ¢(x) Jje spojité pro ¥x € G.

Jestlile
nn P
5.6 iim = 0 a lim = 4 ao
naam‘ N °¢ n ’
potom
(3.7) Ih-*# 0 8.J., n—eo.
ket : Devroye (1979).

‘Podivejme se nynf blfile , jak velké je vychflen! jédrového odhedu. Pro pfehlednost
se omezime pouze ns pliped p = 1.

Véts j.J. Necht p = 1 e podmfnky véty 3.1, jsou splndny. Nechl adle duld

(8) @ (resp. ) mé derivace 2. (resp. 1.) Pddu v .bodé x v pl{ped¥, jJe-1i nosiZ jedrs
ohrantéeny;

nebo

‘bl ¢ (resp. [ ) wmwé ohrsni¥ené derivece 3. (resp. 2.) Pédu v doddé x o

N [
iz |’ K(z) 4z ¢ +a0, nenf-11 nosi jedre ohranileny.

v



Fotom

o~ [1 \ \
(3.8)  Bp(x = E (x) -P(x) = hd (—‘inﬂ v P(n . -;—-%g-)fzzx(z) as

+ o(hﬁ).

M Cellom? (1977a) .

Posnémkg J.4. (@) V citované CollombovE préci lze nelézt 1 obecny visledek pro p 1.

(b) Z tvaru {(3.:) je zletelnd vidét, jskya zpdsobem vychyleni zdvis{ na tveru odhedovené

regresn{ kfivky @ (x) a lokélnfm chovén{ hustoty f(x). Mj. lze F{ci, ¥e jédrov} odhed
podhodnocuje @ (x) v okol{ lokélnfho mexime konkévnich funkci a nsdhodnocuje ¢ (x)

v okolf lokélnfho minims konvexnich funke{. Vychflenost pfitom bude tim mendi, Zfa plodd{

je odhedovénd ¢ (x). Viz té% obrézky ilustrujfci numericky pr{kled v odstevci 5.

Podivejme se nyn{ na rozptyl a stfedn{ kvadratickou chybu jédrovych odhedd.

V8t J.4. MNechl jscu splndny podminky véty 3.!. s nechl ddle existuje podminidng rosptyl
Y wvzhledem k X, tJ.

(3.9) v(.)» = BOCY - B(Y]X = .)%] X = .9,

ktery je spojity v bodd x. Potom

(3.10) vx) = —— . XEL [ k%(z) az + o ( ‘p ).
n nP £(x) n P

Dikgz: Collomb (1977a).

Spogznin vt 3.3. a 3.4. okemiité dosteneme odhad stledn{ kvedratické chywy Jéarovéno
odhsdu @ (.) v bodé x (vzhledem k v¥té 3.3. pouze pro p = 1).

J&te j.2. Nechl p = ! @& podmfnky vit 3.3. a 3.4 jsou splnény. Potom
(3.1 Z(x) = E(@ (x) - Px)° = I Xz fhz(z) az +
n n n n, (x)

+ h4 (ﬁ.ﬁ. + ¢\(X) ] .f,._‘ul)z(/;z K(2) dz)z + 0(—-!-—) + o(n:)'
N £ (x) n by
Dikez: Flyne bezprostfedn® z vdt 3.3. & 3.4.

Eospémike 2:0. (s) 2 (3.8) a (3.10) okemZité vyplyvé, ie nelse vybrat posloupnost {%}.
=1

tak, aby souZasnd smendovsla Jak rozptyl, tek vychylen{ jédrového odhadu. Z (3.11) lse
déle snedno ukdzet (pro p = 1):

(3.12) Jestlize im nh’ =0, pak g,(Xna To(x), n—eo ;
n—s oo n

zat{mco

4 § 5 - ~ '\.’2

(3. ‘3) je.tll!e 1im n h’l = + O ) p‘k gn(‘) ~ bn (x)’ n—s go .
n-—% oo

Srovne] s pozndmkou 2.4. (m).

(b) Nechi A(x) je ndkterd vhodné vdhové funkce a jsou splndny urZité podminky na funk-

ex @) e (1), umoZnujfc{ integraci ve vyragu (3.11), Fodivelme se na glodéin{ mfru
chovéni{ 3Jj&drového odhadu ¢n(x) typu integroveané stPednf kvadratické chybdy. Lse ukdset,

e



(3.14) ‘/E(;n(x\ g A ax=—A— 4Bt
R* n
*o(h:)*o( ! ), n—soo}
nh,
odtud plyne, ie
~ 2 _4/5
(3.15) ain Eg (0 - (xN° Am ax~vCn” , Mmoo,

e o

R
kde A,B a C jsou kladné konstenty nezévislé ne n. Srovne] téf s virasy (3.2%) a

(3.26).

oo

(¢) Jedna t mofnmost{, Jek volit *optisdlni posloupnost {hn 1
, e

zace E’n(x). Blfie viz. odstevec 3.1.

Ndsledujfc{ véte ndm uddvé podainky pro ssymptotickou norasalitu jédrowého odhedu,
xteré ném séroven umolhuje konstruovat (esymptotické) imtervaly spolehlivosti pro ¢ (x).
Yétu op¥t vyslovime pro p = 1.

vyehds! pfimo s minisali-

Vitg 3.6, Necht p = 1| a podafnky vity 3.3. jsou splnény. Nechl aéle
5
(3.16) lia n = + 00 ] 1im n = 0,
n—=s oo % n—>y oo %
Potom
b (x) - ¢ (x)
(3.17) 1in P(% ¢ <t ) = ¢ (v,

n—o / 7n(x)

kde J(t) Je eistribulnf funkce K(0,1) s

n
~ X - X
Z(Y{- ¢n(x))2 K(T)
~S - 1:1 N 2

(3.18) v (x) = L/K (z) az.

n x - X 2

Q__x—x)
i=1

Dikaz: Collosd (1977b).

Disledek: Pro keldé , <(0,1) Je intervel

(3.19) [ fn(!) - u1 g J'n(x) s ¢n(x) +u1-§ /'n(x) ] ,

kde u, Je o -kventil N(o,!), aesymptotickym dvojstreanya intervelea spolehlivosti
pro ¢(x) s koeficientem spolehlivosti | - o.

Tospémks 3.6. (e) Tver vity 3.6. pro p>! s podrodnym dlikesem lse malézt v Collomd
(1977v) . :

{b) Podminks (3.16) je znalné omezujic{ na volbu posloupnosti {%}a « Uvedujome-1i

h, tveru ¢ n- T, pek (3.16) je sPejud splndn pokud 1/5 <T<" n=1

(¢) Jsou-1i splnény podmi{nky vdty 3.6. re ndkteréa intervelu G, psk pomoc{ (3.19) wmd-
feme sestrojit fxeG odpovidajfc! interval spolehlivosti. Vgsledkem pak dude pds slo-
2eny z intervel spolehlivosti.



FCZOR: Opét se nejednd o pés spolehlivosti pro ¢ (x) v pravém slova smyslu.
(8) Z2e podminek véty 3.6. lze ddle mj, ukdzat, Ze

¥ (x)
(3.20) i s. J. . n—3o0o ,
v {x}
n
n hg "~ v{x)
(3.21) 'n(x) _ s.3., n—->» oo .
.;Kz(z)dz f(x)

oD
3.1. VOLBA OPTIMALNIHO JADRA A POSLOUPNOSTI {hn} , (ptiped p = 1),
n=

Jak zletelnd vyplyvé z pfedchoziho textu, jednou z nejdlleZit&Jifch otdzek zdstévé
volbe optimélniho jédrs e posloupnosti {hn301‘° Podivejme se nynf proto ne tuto otégku
podrobn&ji. n=

Klasicky pristup k této otézce spoZf{vé ve volb&d toho Jédre, které ainisslizuje stPedns
kvedratickou chybu odhsdu. Ozname si Ky tF{du té&ch jader dle definice 3.1., pro kters
nsvic szlez) 4z = 1 g 24dnd dvé rdznd jédre z K, nelsze odwodit jeéno z é&ruhého pou-~
hou zmdnou méf{tka na oséch. Hledejme nynf ve tF{a& K, to jédro K'(z), Je minisaliszu-
Je stfednf kvedratickou chybu odpovidajfcfho odhedu. Tento kol lze poadrné snedno vyle-
8it pomoc! v¥ty 3.5. a nésledujfcfho lemmatu, dokdzaného ve spojitosti s neparametrickyai
odhady hustoty.

L 8 J.1. Problém ‘
2
min b/nK (z) az
K€ K1
nd Fedent K'(z) definované vztahem

0 l2] 2 5
(3.22) K*(2) =-{_ 2
- _ 2z [z | < 5
45 205"

Dkaz: Epanechnikov  (1969),

Vrétime-11 se nyn{ zp¥t k (3.11), vidime, Ze odhed s jédrem K"(z) definovemym vzte-
hem (3.22) ‘skuteXn& ainimalizuje asymptoticky E;(x) 8 jédro K™z) Je tudiZ v daném
smyslu optiméln{. Dany vysledek je prakticky dileZity, nebol K™(z) nijak nezévis{ na PX!'

Podf{vejme se nyn{ na to, jak se zv&ta{ rozptyl cdhadu, uZijeme-li mfsto iC'Jiné Jéero
Ke€K,. V tabulce 3.!'., kterd nédm mj. uddvéd prehled ndkterych nejt&inZji CoporuXovenych ja-
der, najceme hcdnotu konstznty c¢ [ ¢ = Jﬁha(z) dz/<7%'2(z3 ez ] uddvajfc{, xolikrét je
vEt3{ rozptyl jddrového odhedu, nehradime-1i optiméln{ Epanechnikovovo jédro K°* Jécérem k.
Z visledkd tabulky 3.!. miZeme konstatovat, Ze rozdfly mezi Jédry nejsou pr{1i3 vyrazné.
Zv1d8t& pFfjemnd to pisobf u odhadu typu klouzavného okénks, ktery Je v praxi bEin¥ pou-
2{vén.

Z praktického hlediska miZeme ¥fci, Ze pro prvotnf ohledénf dat spravidla stel{ odhad
typu klouzavého okénks, ktery lze no uspofddanych datech realizovat velice rychle. UZit{a
odhedu 8 optimélnim jédrem Epanechnikovova typu mnoho ne plesnosti nezfskéme (vig tél tab.
3.1), ssto vyrazné prodlouifime Zas potfedbny k vypoZtu. Idedlnfim Pedenia by byl pro dlohy
tohoto typu maticovy koprocesor, ktery vlak zpravidla k dispozici neméme. Pripomerme, Re
uspoféddni det je nezbytn& potlebné pouze pPro ty druhy jédrovych odhadd, které uzf{vajf{ jé-
dro 8 xonelnym nosilem. Vzhledem k existenci rychlych tF{dfcich slgorite) se ném “"cens” 2nm
uspoldén! rychle vwrét{.



Spolelnou nevyhodou vlech jédrovich odhadd & jédres mejicim konelnf nosil je to, 2e

Spatnd odhaduj{ tver regresn{ kth&y ne krsjich jejfho nosite. Z tohoto hledisks lepdi
vysledky d.jf odhady s jédren Iljicil nekonedny nosil (nept. hustotu Ceuchyho rozddlent,
N(0,1) ete.), xterd jsou schopny mnohem presntji zvlddnout tver potétku (konce) odhadove-
ne kPivky (sv1é3td pokud #(x) je zde podstatn¥ rdzné od nuly. Fro mend{ dlohy (Fddov¥
a0 ,03 pu:onVinfs 1lze gopufué%; p&u!@t pf{mo klouzevého okénfifsga?OVf odhsd 8 Jédrem
tvaru hustota Csuchyho rozddlen{ i jimé jadro, jei ué zs nosid k' 1ze jej rychle po-
&{tat. Odpedne uspoféddn{, kraje regresn{ kFivky budou odnadnuty e &ss potPebny pro vypo-
2et zdrtane posdrnt rosumny (nebudeme-11i ovien odhadovat pF{11d hustd).

Osnelee
.29 . Jewm e
l/K'z(l) ds

ol B | /‘\ 1.001

2 i‘é"w |9 €VE 1.015
. |
3 1.051
1
— y “?
2T i I— 1.077
: p>F | T

y<o

-, ' e L. - pim Ce P ] . :
o 17! y e R' _/\_ 1.863

RIS CE y?0 \
| 7 |
. 1.320
1
2




[
<
I~

1.332

e lsl | [v] €
S _ 1.362
v ’ > 1 _ ’

1
1ey? vy € & = T~ 1.186

=) l—

C Jéarech vhodnjch pro pfiped p >! se lze doZf{st v prascech Elkins (1968) o Ipane-
chnikov (1969). Vysledky, af pfvodnd pro odhedy hustoty, jsou snadno pfemositelné prc jé-

drové odhedy regresn{ kFivky.
Nyn{ jii sdfese pFfistoupit k hleddn{ "optiméln{" posloupnosti {un};‘. Zvolime-1i

stfeén! Fvedratickou chybu se krijérium kvality odhedu, pak s pPikléénutis k (3.11)
® (3.22) sifems Ffeci, #¢ odhad @ (x) tekovy, Be K= K" o

175, 5
(3.2¢) b, = l; = ( ) 18 4] . n '/5, né K,
ZG u \ LY 2
' f(x).(imz + ¢ (x).i—(“})
x

Je nejlepiin odheden ve tP{ad jédrovich odhadl definovengch vitehem (3.2). Stieén{ kvelrse-
tické chydbe tohoto odhaém pek Je

*

oS o5, ¢ voon 28]
G Bwa [ ot gy | Ly ].m
'Y 3 £(x) 2 £ (x)

Z tohoto vyrasu plyme, ie

(3.26) mn. E§ (0 -9 x  mon Y5, n= oo,
{nyer'

kde M(x) Je kledné konstents mezévisejfc{ ns n.

Viechny ssymptotické vysledky, které jeme sde uveiovall, nedovolulf odpevididt na vel-
ai 40lefitou preaktiekou oum:-J¢ pro pevné n vwybrat optimdlnf A?", Intuiee mediz{
svolit takové h, pro které ¢ (x) opticky “"co nejlépe” prokléeé mrak dat (11.11):=,.
Nejdoporutovendjlia postupen se 146 byt metode tsv. krogvalidace (croes validetion).

V podsteté jée o to svolit h tekové, jei by nés sinimelisovelo eapirickou kvedretickou
chydu (bylo by wlek msofné zvolit i mdkterou jimou airu, nepf. empirickou adeslutaf chybu
ete.). .

A
Plesndji Pelenc, je tleda nalést takové h, pro né?

A
£3.27) Sn(h) =hl)il°\ Sn(h\,



kde
n

i ~ 2.
(3.28) Sp(W) = e (Y - P (0 X))

~

Zde ¢’n‘_i(h,xj) zne&f jédrovy odhad, politany podle (3.2) z (n=1) pozorovéni{
(xi,Yi), i=1,...,n, 1 #3 a8 dsnym h v bodé¢ x = Xd. Jéa@rovy odhed, politany

s n dle (3.27) byvé zvén krosvalidedni jédrovy odhad.

VySe popsand metoda, kterd je intuitivné jesné a prekticky ddlefitd, visk s sebou
pFindd{ Pedu problémd teoretickych, bl{Ze viz,napf. Wang (1983), Hall (1984), Hardle
s Marron (1984) #i Collomb et »11.(1985), jakoZ i numerickych.

4. NBKTERE DALS! NEPARAMETRICKE ODHADY

V tomto odstavei se pro ilustraci krdtce zminime o nékterych deldfch typech nepare-
setrickych odhadd, snil bychom se podrobné sabyveli jejich vliestnostmi. Tyto si séjemce
mite nalézt v citované literatufe.

4.1. NEPARAMETRICK? ODHAD U21VAJIC? ORTOGONALNI FUNKCE

Teto metods je snelogif metody navriené Cencoven (1962) pro odhad hustoty, vyuiive-
jLet nékteré ortogondlni bdase v Lz( v), kde Vv je Lebesgueova mire. P#{kx]l aden
takovéto base {(pro p=1) Je nepf. posloupnost Heraitov¥ch funke{

(4.1 e (1 = (2L 1 /F) L H 0. ex (-x%/2),

kde .

(4.2) H,(x) = exp (x°) ﬂi—ﬂﬁﬂi {1 =0,1 ;
(4. { = exp (x°) . g . = 0,1,..45

nebo posloupnost trigonometrickych funkc{ (pro X nabyvejic{ hodnot v t—1l’ ,1':] )

1 1
(4'3) e (x) = camema— e (x) T eomme—— cos (ix) e
o yew o2t 2w
1
sy hﬂ:ﬁ? sin (ix) , i=1,2,...

Definice 4.1, Necht (Xi,li)n \ je poslcupnost nezdévislych posorovén{ ndhodného vextoru
i=

(X,¥) v prostoru (Rp”, BP”). Necht .,((11,11),‘,‘{’(!,!),‘, Pyy rt, 1i=1,...,n.

4P )
Keeht TFyy << v, plx,y) = 1’? (kde vV Je Lebeq&- afro na kP*') & necnt

Vx e RP fix) = Jp(rz,y) ay # 0. Pfedpoklédejme, e (x) = E(Y|X = x) existuje
a uvaiuj me problém odhadu ¢(x\. Nechl {e }" jc ndcteré ortogondlry base L. (v).
v/ 3J 4-¢ 2

Tutom oéhrd Tencovuva typu je defincvan vztehem

' — nj J
4. 4) fgY o ekt
* 4 } *H.y_
n
Y o eox
J-c | ]
rde
n
S n_
4. " T & " . ’x) r u ;g ’
r] v i'\ i J : Y n&.—-_— L d \A



Viastnosti cdhadu ’on (x) wohou byt pomérné jednodude vyvozeny & vysledkd préce
Bleues @ Beag (1978), zabyvajfc{ se odhsdy podobného typu pro hustoty. Vshledes k slofi-
tosti a Rasové nérofnosti tohoto odhadu lze jen td2ko politat s tfa, #s se tato metods
prosad{ vyrasndji do prexe.

4.2. METODY U21vaJiCt SPLINOVE FUNKCE

Citace ne préce zabyvejfc{ se témitc typy nepsrsmetrickych odhedd 1se nelést v Col-~
lomd (1985).

4.3. NEPARAMETRICKE SEKVENCKI ODHADY

Uvelujme tutéf situsci jeko v odstevci 4.1. Potos, nésleSujic Ameds s Lime (1976),
sekventni nepersmetricky odned mife bft definovéa rekurtivnis vitahes

N 1(:)41' z

A N (x)
(“6) ¢n(x) = 4L-- = -h——#
D, (x) Dpy(x) + 2,
kde
K((x - 5)/5)
(4.7) N, (x) = D (x) =0 ] Zn(!) s '

4

K je nlkterd jédro {%};‘ jo poslowpnost kle@nfch Efsel takevd, de

(4.8) 1lia =0 a lie n z 4+ 00 .
“"-% R—oo '4

Mxtel{ sutoli, nept. ﬁenoye e Wegner (1980), studujf odhad (4.6), v n¥mi ale pod-
sinky (4.7) o (4.8) jsou mehraseny "pfirosendjifsi” podninkami

(4.9) Io(x) = Do(l) = 0 . Zn(x) = K((x - ln)/%)’
[ _J
(4.10) lis nn=0 2 : A= ¢00
n—sos . n=t ~

Jing pfistup nevrhl Révéss ve svich precech t let (1973) e (1977), v nichi studovel
sekvenin! nepsrsmetricky odhed Robbins-lionroowe typu defimovery vetahem (pro p = 1)

— O M(x-X))/n)
(4.11) P 0 = P (0 ¢ (X - (). ‘-Tn:n—i

kde

ey

(4.12) . (0 h,=n 7, 0 <y <,

H
o
[ ]

Citece ne dell{ prdce sabjvejici ee sekveninisi neperametrickyai odhedy 1se nalé:
v préci Collomb (1985).

4.4. ODHAD TYPU k__ MEJBLI2SICH SOUSEDU (k — NN ODHAD)

UveRujme opdt tutéi situsci jeko v odstavel 4.1. Potom k-NN odhed je definoweén, viz,
Ehattachasrys s Fertheseraty (1961), vetghem -

~ _
~ il

413 N o S — Ja Ve ®,
n

ude




(4.14) 1(x) = { 1 X, Je jetntmz X, nejbliziich pozorovén vzhledes k x}.

o0
¢4 posloupnosti {kn} \ poledujeme, aby
n:

'
(4.15) 1im k, = *00 a 11w -8 = 0.
n—»o00 ND—yes N

~/

o
V literatule sifeme nelést nlkolik zobecndni odhedu ¢n(x). Jedmu = nich nevrhl
g podrobné studoval Roysl (1976). Jeho odhed je definowén vitehem
1

~ n
(4.16) $ (o = 21=1 Y, Y
kde n
(417 v, Y0 1= hm, 21_1 v, =,

¥ ° Vng kde j Je poleds ‘x - le v snoiiné {lx - le' J= 1,...,n} Fosloupnost

{v Y’ sus{i pfitom spliovat ¥neN podminku
nj 331

(4.18 v A A s lis Bax v = 0.
) n\} ? Yoo n—soe 1&J3¢n nJ

Jednd se tedy s wéienou versi odhadu ;;(x), kde véhy u posorowén{ xlesajf spolu ®e
stoupajfcim poredim vzddlenosti X1 od bodu x v rémci In( x). Zvolfme-1i

=4 .
(4.19) "ni T E] i=1,...,k
= 0 i =z kn + ‘,.-.’n [}

z, t
potos sPejmé odhedy #, (%) o (X)  3sou totoind.

a
Jiné “zobecnin{*odhedu @ _(x) studovel nepf. Weck (1982). Jeho odhed je definovén
vitaheow

n x - X

.
2 - i
(4.20) ;n (x) = =L . x ¢n’
n x - X
Ei 1 K(—T—l)
= n

kde K je ndkteré 3édro definované v odstevel 3. o H Je suklidovekd vzddlenost mesi
bodem x s Kk -tys ne3dlisfs sousedes me:i {‘1' 1=1,...,nh

Viestnosti k-NN odhadl e jédrovych odhadd si Jsou, dle olekdwéni, dosti pododné,
40kesy vychdsejl : velmi si bl{zkych pledpokledd s postupujf esnalogicky. Riay kxonvergence
pro vychflen{, rosptyl (e tudf{Z i stPedn{ kvedrstickou chybu) jsou stejné. 7 wypoletniho
nlediska lze P{ci, #e ne pledem uspoPféddanich detech Je vypolet k-NN odhedd vyraznd rych-
1ejdf ne vypolet jédrovych odhedd. Podrobny soupis prec{ zebyvajfcich se k-Ml viz Col-
lomdb (1985).

5. PRIKLAD

Ilustrujme nyn{ chovén{ uvsiovarych odhadd na nésledujfcim simulelmis experiasntu.
Fozorovénf Y., i -~ 1,..., 1000, byla generowvéns prdle vitahu
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(5.1) Y :xf-xf-4xi+4+gi : 1 =1,...,1000,

i
kde X,...,X, 00 tvolf nenodny vyber z R[22.15,2.85] 8 €y,..., &, 0, tvOPf néhodrd
vybér z N(0,0.7%) [neuvniujeme zde tedy 24dné odlehlé pozorovini]. Pro tekto zfiskemé
pozorovén{ Yi' i =1,...,1000, byl zp&tn& odhadovén tver pivodn{ regresnf kFivky pomoef

desti odhedd . spec.

(a) regresogremu sdélkou okénka 4, (&, = 0.50; 0.25; 0.10);

{b) Jédrového sdhadu tvaru klouzavého okénke pevné délky d, (¢, = 0.50; 0.25; 0.10).

vbrézky 2,4 a ¢ ndm ukczuji vysledky pro regresogram (s riznou délkou okdénks d,).
Corézky43,5 ném ukazujf vysledky pro jédrovy odhsé tvaru klouzavého okénks 3é1ky 35,
odhedovaného v intervalu ["min’ ﬁmxj s krokem 0.05; hudmoty x.,., Xgax Pro dsmé d,
uddvd nésledujic{ tabulks:

ds ¢.5¢ .25 0.10
Xnin -1.85 -1.975 -2.05
Xpax +2.55 +2.675 +2.75

ks viech obrdszc{ch siieme vid¥t jak jednotlivé pozorovén{ (znaiené teckami), tek tver ph-
vodn{ kPfivky (telkovend Zérs) a, odhed této kfivky (Uselky v pFipedd regresograsu, kt{3ky
v pfipedé klousevého okénke). Znakem O jsou zneleny 5%-nf intervaly spolehlivosti pro
’(x). Celkovd 13e F{ci, le shode teorie s prax{ je v pfipedé tohoto simulelnfho experi-
sentu velmi dobrd.
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