| TESTY SHODY A HOMOGENITY PRO. CENZOROVANA DATA
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P#i sledovéni spolehlivosti &1 4élky ¥ivota se Zasto setkdvédme s cenzorovany-
mi daty. V pPispéviu uvddim nékolik metod na testovédni shody cenzorovanych dat s
hypototickim rozlofenim pravdépodobnosti & na .zkoumdni homogenity dvou souboru det.
Hleddme analogie statistik Kolmogorova &i Cramera-von Misese, které Jsou zaloieny
ns rozdilech mezi odhadnutou a predpoklddanou. distribudni funkci.

Héhodné velidiny X, ,X,se..4X, nechi predstavuji doby bezporuchového provozu
n&jakych z naseho hlediska stejnych objektd. “Pyto velidiny jsou nezdévislé, nezé-
porné,. stejnd rozddlené s distribuéni funkci F, s funkci gspolehlivosti P=1-F.
Nékteré z pokusi jsou vsak predéasné ukondeny pdsobenim jinych ndhodnych veliéin
Yoo ¥pseaeyYy , také nezéporﬂych, nezdvislych vzéjemné i na X ,stejné rozdelenych
s distribudni funkci G, Q=1-G. Nechi obé distr. funkce jsou spojité.

Ve akutoénoati tedy pozorujeme jen “ 7
=min(X;,Y;) 121,24 000,N

z .
3
a vime, zda dodlo k sledované porude &1 jsme se ji nedockali, coZz oznadime ndhod~
nym indikdtorem of =1 Je-li X;£ Y.
=0 Jjinak.

Toto je struktura ndhodné (zprava) cenzorovanych dat. Piedislujme méifeni tak,
aby ndd vybér byl usporddany co do hodnot Z: 7,427 <... SZ~ « Ve zpracovani cen-
zorovanych dat hraje porFadi. dﬁlezitou roli. Uznévanym odhadenm funkce spolehlivos-
ti je Kaplanﬁv-Meieruv "Product Limit Estimate" x

9 .
I'._"s

Podobnym zpasobem zkonstruovany odhad pro kumulatlvnl in;enzitu po;g g KIP defi-
novanou jako L{(t)= =1n P(t) je.
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Jegou to maximdiné vérohodné odhady(citalespon Jejich limity) a maji proto odpo-
vidajfci vlastnosti. thmeme T takové, e Je Jedté P(T) Q(T))-O Poton plat1~

VETA (Bres_low,Crowley 1974). Pro spo,j:.té Pa Q nahodny proces V (;) ’s P(d //
; any p fWZ

na(b T) konverguje v distribuci ke gauseovskému procesu V(t) 8 nulovou stre-~
dni hodnotou a kovariandni funkci R :
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@ cov (V(s) V(t)) C(a) Ocset<T, kie C(s)-— -
Neni t&iké ukézat} se: e = ¢
1/ (t)-‘E- HNO . jena {o,T 8ilné konzistentnim odhadem C(t) lyne to ze
Z“(N-t)(” 1,/) l) sy Pdyn
silné konzistence odhadu gv (napr. Hall Wellner 1980).' : '
II/ Wy (t)==/-(L (t)-L(t)) konverguje v distribuci na (O Q) k. témuz procesu v(t)
(Nair 1981, Volf 1983).

Jinymi slovy,
() Vy (8 (resp. ‘wM(kt)) —> /.‘)f(fft))‘fﬁz N> oo,

kde /XT) je standardni Wienerdv proces, proces Bfoﬁndvayid&ybu. A to je zéklad,
na némZ ge buduji statistiky pro testy shody. Nebo, definujeme~li proces nazyva-
ny Browniv most (Brownian bridge, tied Brownian process)



»,  SRR B(u.)‘ /;('“) 1 - u) pro ue {€,1)

a cheome-li vyjédiit (3) pomnci tohoto procesu, oznac dime. K(t)s—g-é-f{—; A médme
+

4y “ Q>//; g()’ ~ fS(th)> prorte v, T>

Himochodom, miZeme se presv&déit,ze v p? lpadc bez cenzorovéni (t.j. Q=1) se
reduku.)e P, (t) na 1= E.D.Fce, C(t) na (1-F(t))/P(t). V nadem pripaddé je ovaem
vliv \,enzoru;]lc1 velioiny nezanedbatelny, protnmum.me i rozptyl nahradit odhadem
a odvolivat se na asymptotické vlastnosti,

2. Konfidenéni obléati a teaty. |
Véiﬁmeme si- nynf nékterfch vliastnosti rozloZeni ‘trajektorii procegsu Brownova
pohybu (Robbins,’ oiegmmd 197¢). Pro c,d3 U

(5) fj]te(o T) : ’3(1;) 'c+d t] g{, a. 'rm)+ é“°d¢(a-T,c}

kde ® oznaduje 1 - distri buéni funkce standsrdniho normdlniho rozloZeni.

Oznacme tuto pravdépodobnost f)(c d T). je ‘to toté? jako pro "Brownlv most"

fZ]Z"t (L’ ,‘,",‘—‘): B(?’) > (.'rf(/-c)'z"f

a dik symetri:. Brownova procesu také

fj]ec(u r) ﬁ(c"—c—d!f
| @ 4 Zedl®
@ PLitee i) reodef s z¢/df"rc)-22/f; o

Z¢[-.1r¢c(u-f)] 4“[___.!___0“'*6-45*1’/ -1

Tuto pravdepodobnost budeme znacit , f(c.d.’r). ,

le (3) miZeme hned vytvorit asymptotické konfidenéni oblastl pro funkci spole«
hlivosti( Gillespie, Fisher 1979). Jen nahradime. jesté jednou P(t) odhadem a sa~
moziejmd musime nahradit odhadem i kovariendni funkei C,.

P 0 < Puy < Rer[1e SEERI] i ~T-$led C)

Toto je jednostrannd oblast spolehlivosti, pomocl ni% bychom méli zachytlt pFips~
dy, kdy data odpovidaji spis men3i funkeci spolehlivosti. ne? hypotetické P(t).

Pak totiZ odekdvéme,%e P(t) nebude v této oblasti. Opalny pripad pro zachycem al-
ternativy, Ze ngkute&nd" funkce spolehlivosu je vétdi nei P, miZeme. zkoumat pono-

ci oblasti [P(t)[‘/ 27'7__(10] /(: 4}7

Pravdépodobnoat, 7e P(t) je uvnit?® na celém intervalu (0 T) , Je opét v limité
(N3 @) 1- ftc a,6(?)) spokud P(t) je spravna ‘funkce spolehlivosti.

MiZeme také vytvoFit konfiden&ni oblast omezenou z obou stran; a pak Je

. ('é ¢ (o
O} Rl- SEE0 < py s Rofre "'{c“’]j 1- Ple,d,Cr) .

Stejné vytvdiime konfidonénl oblasti pro kumulativni intenzitu poruch. Jedno-

atranx,mu : lmg [ “) . C + dC,‘(q

_pro zachyceni alternativy, Ze soubor jJe horél nez predpokladéme, pro opacnou moZ~

nost

. ,
t oboustrannou .



Abychom za1istili (asymptoticky) poz&dovanou pravdépodobnost 1= o { coZi zname-
nd hladinu teatu W ). mualme najlt odpov:.da,jlcl c,d ,jako reéenl rovnice '

P(c,d Cy (T)) = .(, ,resp. ‘ P(c.d C,,(T)) =e Ppro jednostmmé oblastig
Proto Je ,jodnoduéé:( omezit se na p¥ipad ¢ =d ( Hall, Wellner 1980), iteraénim
postupem je snadné najit dostatedn& piesné priblizné yedeni, I v pF¥ipadé béZnych
testl Kalmogorova se us{vé takovychto kritickych oblasti s c=d, navic s T:P(T)=0.
MoZnosti, xteré ddvaji c g d, pFipadné rdzné horni hranice T, zkouméme v dalsi cds-
ti prdce, Pri praktickém testovém shody dat s modelem- funkci spolehlivosti P,
budeme také pouivat tuto variantu (csd) a budeme postupovat nésledujicim zpiso-
bem, Zvohme hladinu vyznamnosti « ; vezmeme T podle toho, na kterém intervalu
(0,T) nés shoda zajind, vidy vsak mensi ne? nejvétdi namdiend necenzorovend hodnota.
Odhadneme R, (t), C (t), pripadné L (t), chceme-1i pouZit variantu pro KIP, Zjistime

)l
' ' S "'T_( 1+ C (Zl) '
a spodtenme OdeVldajlcl pravdepodobncst f(a.a,C (T))
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Je-1i m'enéi nez « ,shodu zamltame. : ‘ L (Zv)
’ ,
Pro test proti alternativé P.,> P zjistime n
F o vetw A+ Cl2)

8 ghodu zamitneme, je-li . y(avavc (7)) ( « .

P¥i testunadeho hypotetukého modelu (P) proti alternativé P,<P - sghodu zemi-
tdéme ve prospéch altematlvy. Je 11 / ("92"‘33' A(T)) & ,kde -

~fa-~2f=min, %(z’
N e Gz
Testujeme-1i kumulativni intenzdh.. poiuch, na mste uzijeme statistiku W, .

ProtoZe souet v (6) mé cleny (-T) strldavym 7naménkem, ge:jichz absolutm hodno-
ta rychle klesa, stadi ufit jen nékolika prvmch Slend kx dosaZeni velké presnoatl
pFi vypodtu P(c,d,C). Pii b&inych & < 0,2 je c,d~1,staci dva &leny soudtu k
pFesnosti na exp(-18). '

Testy s pomoci KIP by mohly byt allnegsl (a prlklady tomu nasvedcu,)l) v prlpa-
dé, Ze P < P, nebof pak 'P | i
| I.N-L|~[1nPN- lnPl-IlnP-—DlF- -1], o

v opaéném piipadé je ‘vhodnéj&i pouZit variantu s funked spolehhvosti.

Kromé kriterii supremdlnfho typu se: uélv&gi i kritarza souétova, jako je Crame-
rovo-von Iuisesovo. Zékladem Je opét procea "Brownuv moat" a rozlozem stetistiky

wZ': / B )du. .Tabulku miZeme najit napi, V'Pet—ti:tt;atephens(w%),-'~-pro, nés

_.._A_(__.__._ - s-——'—
A L) .B (k) ke Kle) 4*6(0

takie y(g.
[J - ”(, ] [kA,(ZI k,,(z-,)] ur) (zc-o)

‘K hodnocem ‘testu potrebujeme proto v "praxi znat kvantily ur:’.znuté Cramerovy
von Misesovy statistiky s horni mezi Ky(T). : :



3. Dia‘lcuee » testy homogenity.

Jak jsme vid&li, konfidencéni oblasti jsou zalozeny na prlmkovém omezeni pro
trajektorie procesu Brownova pohybu..Pritom_méme vybér, jakou primku (s jakym
sklonem) poufijeme. Po pirevodu na proces "Bronnﬂv most" to vypadd tak, ze tento
proces, ktery je na (0 1) symetricky co do rowlozenf kolem % ,roven 0 v krajnich
bodech, s maximdlnim rozptylem v x, se snaZime omezovat primkou. Zddlo by se, ie

omezeni jinou kfivkou by monlo byt tesnejél a test pak silnéjal. Bl;ze ge timto
problémem zabyvali Borovkov, Sydeva (1970), optimdlni se v tomto amyalu zdéyupﬁ

uvnitf intervalu (0.1) y: zatimco na krajich je tésné ohraniéenl déno z2ékonem dvoe-
jitého logaritmu. Navic, potiZ by byla ve vypoltu odpovidajlc1ch pravd@podobnosti.
Proto zistdvdme u p¥imkovych hranic. Silu testu pak miZeme zvétdit tim, Ze bereme
v potaz shodu na riznych intervalech v {0,T) a volime rﬁzn& parametry primky c,d.
Pokud jde o rozsah vybéru, liall,Wellner (1980) dochédzeji k zdvéru, Ze nejvétsi
nepifesnost vznikd nikoli aplikaci limitniho rozloZeni, ale odhadem CH(t),-kteri
rychle roste pro vysokd poiadi pozorovéni. To znamend, Ze zbyteind 8ifka konfi~
dendni- oblasti, zpoddtku srovnatelnd s §irkou asymptotické kolmogorovské oblasti,
ge u vétdich pozorovdni zvéiSuje.lamoziejmé, zvétduje se 8 rostoucim podtem cen-

zorovanych hodnot,

Stejné jako v pFipadé bez cenzorovani neni problém prejit od testiy shody k tes-
tim homogenity dvou vjbér&,»napfikled\udélat anaiogii testu Kolmogorova-Smirnova.

Piedstavme si, Ze mdme dva'cenzorované ndhodné vjbéry rozsahi M oa N, jako rea-
lizace vzdjemné nezavislych nahodnych vellc1n. Predpokladejme, %e v obou Bkupi-
ndch maji cenzorované velidiny tutéi funkci spolehlivosti P. Udelegme 2z prvniho
vybéru odhady PM(t), Cy(t), Ly(t), = druhého P,V(t) Cy(£) 3 Ly(t) . Pro asymptotické
z8véry predpoklddejme jesté, Ze existuje kladnd a konedna limita N rostou-1li
neomezené rozsahy vybdrd. Opét nds zajimaji hodnoty v néjakém intervelu (0,T) .

Oznadime o . ) o
v e () - 4 ) TGRS T MORNOIE

i Pm
Ay ()= m[ N Cm(t) + m.cN(t) ]

(4= M(®) K(t)= 14 %
o, Taky p(8) 7 | ‘ M, NgaoKM N( ) ‘

Pek podle Breslow, Crowley (1974) a ddsledkd znovu dostaneme statlstiky 8 asym-
ptotickym rozloZenim procesu "Browndy most" ' ’ -

V(8 (18 p(8) ~ -(t)( =Ky, N(t)) ~ B(K(t))

5 tamito atatiatikaﬂi Jiz m&zeme testovat homogenitu dvou vybér&, kdyZ kritické
oblasgti ziskdme z (5), (6), nejiépe opdt proc=d, - .- : : :

Poznédmka 1. Je také VYPracovano nékolik variant testd homogenity, které jsou zo-
becnénim testd Wilcoxona (Lee Desu, Gehan 1975 ),nékteré Jaou ji%Z iwv souboru

programi BMDP,

Pozndmka 2. Pro tridéné data je zpracovéna obdoba b&Znych ;[ testﬁ shody zaloze-
‘nych na porovnéni vybdrovych a teoretickych &etnosti ve trzdéch, 8 logickym

roz8iFfenim na testy homogenity (Volf 1983), : _




Tabulke 1, Kvantily (&) rozloieni~atatiétixyaﬁaé,;p¢41é‘Péttitt,Staphens(1976)

W(&';“f(«] P 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0.50 0.0536 0.0707: 0,0877 0.1030 0.1147
0.90 0.1890 0.2407 0.2861 0,3205 0.3412
0.95 . 0.2579 0.326% 0.3861 - 0.4298 0.4548
6,975  0.3295 0.4167: 0.4906 - 0,543 0.5733
0.99  0.4271 0.5393 0.6330 - 0.6997 0.7352

Ta :

bulka 2. Nékteré,parametry\piimky omezujici proces B(u) na,(O,E?s,pravdépaﬁob-
nosti l=e: S ‘ : ‘

a) jedno_strann"é. tede i'e!éeni rom‘igv_enp(c,d,i%;)g o |
2 :} 0.5 | o6 | 0.7 | 0.8 0.8 0.8

o =0.05 c=d :| 1.132 | 1,182 {1,208 | 1.221 c:”“‘- 521 0.722

X =0.1 c=d :| 0.975 {1,023 |1.053 | 1.063

b) oboustranné, jako feseni rovnice: f (c,dy 7- ?‘)'s o

X =0.05 c=d 3| 1.273 [1.320 [1.347] 1.356 |c: 1.655 |0.855
| , d: 1.105] 2.155

X =0.10 c=d : | 1.133 | 1.182 |1.209 | 1.222
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