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Igor Vajd&. UTIA 8SAV

1, _Uvod a pFeh: Feledkd

V préci uvafujeme urdité miry divergence pravdépodobnostnich distribuci. UkdZe-
me, fe pomoci tdchto mér lze zobecnit pojem ztrdtové funkce v obecném statistickém
problému odhadu. UkdZeme ddle, Ze klesické optimdlni (stejnomdrné nejiepéi, minimax-
ail, resp. Bayeaovy) odhady mzn;malzzujl dzvergencl mezi odhadnutym a neznémym teore-
tickym rozdélenim. Emplrické protejéky t&chto odhadl minimalizuji divergenci mezi
odhadnutjm a zndmym empirickym rozdélenim. Empirické odhady se tedy 1131 od klasic-
kych pouze vy tom, 2e ve ztrdtové funkci (divergenci), kterd figuruje v pfisluéné de-
finici, pahradime nezndmé teoretické rozdéleni znémjm empirickjm. Kaidy klasicky od=
had (pokud existuje) mé tedy svij empiricky proté&j3ek (pokud existuje) a naopak.

z:fniné zéména rozdéleni v definici md z4vainé disledky pokud jde o existenci,
vypo¥et a robustnost jednéch a druhjeh odhadli. Napred nékolik slov k existenci. Jak
zndmo z literatury (nhpf. Zacks [51, Wald [6]), k existenci klasickych odhadl nestadi
béiné podminky regularity (kompaktnost ¢i kompaktifzkovatelnoat parametrického prosto-
™ & spoditoet divergence a teoretické rodiny rozdelenl). Stejnomérné abgolutné nej-
lepsi odhad existuje Jen pro Slngularnl teoretlcké rozdelenz. Pro netrzvzélni teore~
tické rodiny mohou exigtovat jen stejnomérné relatlvne nejlepsl, naprlklad ste jnomér-
né nejlep3i nevychylené odhady. Nechme strunou minlmaxnl odhad, ktery vyZaduje vedle
- existence Bayesgova odhadu 1 existenc1 ne jméné pr*znlveho ‘apriorniho rozdéleni. Kdyz
se omezime na euklidovské parumetrickd prostory a stejnomérné nejlepal nevychylené
& Bayesovy odhady, psask 8e k existenci vyZaduje, aby ztrdtovd funkce (divergence) byla
kvadratické’nebo aleapon konvexni a aby teoretickd ro&ina splnovala urdité v praxi ne-
.Prilis snadno ovéritelné podminky jako existenci Uplné postadujici statistiky reasp.
uréité vlastnosti rizikoveé funkce (viz kap. 3a 6 v [6]). Naproti tomu ukdZeme, Ze
empirické odhady 28 zmlnenych beznych podmlﬁek regularity vzdy existuaz.:

Nynl nékolik slov k vypoétim odhadd. Vypodet predepsané hodnoty empirického od-
hadu pro dany vybér je Gloha matematického (dosti Sasto konvexniho) programovéni.
Toto obecné ‘neplati pro klasické odhady. Rozhodnout bez znalosti predepsané hodnoty
o tom, zda jedna hodnote parametru Je lep3i aproximaci neZli hodnota jind je v pPipa-
dé stejnom&rné nejlepsiho nevychyleného odhadu \loha, jejiz algoritmizace Je mimo rd-
mec veikerych pfedetav. V pripadé Bayesova odhadu jde o uilohu elgoritmizovatelnou,
avdak ukdZeme, Ze sloZitost algoritmu je mnohondsobné vy3s8i, nefli sloZitost podobného
‘18°?itm“ v pfipad& empirického odhadu. Tim se vysvétluje, proé neni mofné resp. vhod-
né po&itat klagické odhady iterativné, postupnym pribliZovdnim k predepsanym hodnotam.-
To Ze emplrické odhady lze po&itat iterativnd Je patrné hlavni pFi&inou jejich mnohem
8irsino praktického uplatnéni,



Daladf pFidinou je rdbuatnoaﬁ. kterd sice neni zcele univérté;ni,'éle-ﬁiébén&f
Je dosti typickou vlastnosti empirickych odhadl. Ukéieme? Ze pfimro z definice lze
tuto akufeénoatvéelkem‘aédnodﬁﬁe nahlédnout. Lze také‘6d§od1;'éigelnou,miru,citlie
vosti divergence na malé modifikace teoretickych rozdéleni, kterd je goulasné miroﬁ“
robustnoati pFisluimého empirického odhadu. Uvidime, Ze pro zndmé robustni odhady
je tato citlivost kbneéné; zatim co pro maximdlné vErohodny odhad je tato citlivost
za obvyklych podminek nekonedné. |

Do empirickych odhédﬁ vedle maximélné& vérohodného odhadu pat#i nékteré M- a 1-
~odhady a D-odhady uvafované v drivéjsich pracfch’[2.3.4], s ponékud modifikovanym
pravidlem vybéru piedepsané hodnoty ve viceznadnych pripadech.

<
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V prdci ¥ oznaluje mnoZinu pFirozenych &isel, R redlnou pFfimku a (X,4) vybs-
rovy méFitelny prostor, prifemZ se predpoklddd, Ze ¥ je Hausdorffiv topologicky
prostor s topologii .ﬁo, Ze # je 0 -algebra borelovskych 'prodmnoiixi X generovand
topologii "’0 a Ze lx}qﬁ pro viechnb.‘xe ¥ . Déle # oznaduje rodinu vdech rozdéle-
ni na (¥,4) a L element # s veikerou ﬁravdépddobhosti v bod& xe ¥ . (¥R, A4%), P°
pro PEP jsou obvyklé kartézaké soudiny a x = (Xype00,x )EE? Je vybér rozeahu ne N .
Pro kaidy vybér ;oI B ne N, definujeme empirické rozddleni |
1) Pn-l f 1{,‘1;;@
T#idu vech enpirickych rozdéleni ozna&uaeme P

o paranctrickin prostoru © piedpoklédéme. 50 je lokdlnd kompaktni Hausdorffiv
topologicky prostor se spodetnou basi @1. Symbolem 13 > 6 oznaéitu topologii
a gymbolem & > £, 0-algetru borelovskych podmnofin prostoru @ . P@ c P oznaduje
teoretickou rodinu pouoc; které statistik popisuje experinent, ktery produkuje vybé-
rové Gdaje x; a Po vibérovou rodinu, kterd ve skuteZnosti popisuje uvedeny experi-
ment (v tom smyslu, ¥e x = (x1,....xn) Je realizac{ néhodného vektoru X = (x,,....xn)
8 vybdrovym pravddpodobnostnim prostorem x2 *“ O,) pro nékteré 0,€ P® ). V daldim
se omezujeme na teoretické rodiny £, s B # P, pro 6r0 .

Pod odhadem T = {1, : peu”& rozumime posloupnost‘(ﬁn.ﬁb-mifitelnych zobrasen{
7.t %+ @. Pokud vyslovnd nebude uveden jiny kvantifikétor, ve viech vjrooich a for-
mulich této préce obsahujfcich parametr ne N pi'-edpdklédéme kvantifikétor 'pro viech-
na ne N*, Symbolem ¥ oznaZime tf-idu vech odhadld v problému s rodinou P@ Punkce

| Rn(Bl'.l‘ @9) = EPn (T,,6) pro 6e@, Te¢ ‘
nebo obecndji RO ‘
(2) | R(8|T,F) = Epn D(PTn,Pe) pro 6€ @ , Taﬂ’
je rizikové funkce odhadu T pFi rodins o - Zae
Lt @ x@ — [0]

Jje N« B wmiritelnd ztrdtovd funkce s I(§,68) = 0 prévé kdy: § =90 a



D: £ x f — [0=] i:tPu(P %
Je uivergence jejxi restrikce D( Py Py ) je Bxd -meritelné a rovna nule prévé kdyz
B = Fg- Pro teoretické rodiny s Py # B, pro 6 468 je prvni uvedend rlzikova funkce
specidlnim pfipadem (2) pFi divergenci D(Pg,Pg) = 1(8,8) pro (Pg,By) e g« fy a
D(Pg,Q) = pFi (Pg,Q) & Gy = (£ -fg)- , :

Te @ je klamicky (stejnomérné nejlepsi v 9'c ¥, minimaxni nebe Bayesiv pro

apriorni rozdéleni W na (®,®)) jestliZe pro funkci (2) plati bud

(3) Rn(’ﬂli‘.f@') é %(GIT’.@@) pro vBechnu 6€® a T*e 9
nebo :
(4) g:% RO(O\'I‘ P@) < :up Rn(BlT' +fg)  pro viechna T™e?
anebo

(5) BR (0]T,F) = ByRy (6|1*,fg)  pro viechna T°e 7.

2 nédsledujici lemmny vyplyvé, Ze je-1li odhad ste jnomérné nejlepél ve t¥idé vsech
odhadl, pak je také minimaxnl a univerzdlné (pro vdechna W) Bayesiv. Déle je z ni vi-

daét, proé se v (3) obecné misime omezovat na vlastni podtridy *'c 7.

LEMMA 1. Necht R.n(OlT P@) je libovolné funkce na ®x? a nechl pro néktery od-
had Te9 plati (3) s 9°= & . Potom pro tento odhad plati jak (4) tak také (5) pro
vSechna rozdéleni W. Splnuje-ll nektery odhad T pri funkci (2) podminku (3) s - 9,
potom lf’@ je singuldrni rodina ve snwslu Pé 1 Ps pro vsechna 64 08e® .

M Prvni tvrzeni je z¥ejmé, protoZe nerovnosti v (4) a (5) vyply'vaj:. ze gou=-
stavy nerovnosn uvaiovamrch v (3). Pokud jde o druhé tvrzeni, definujme t¥idu odha~
ad i'l‘oz 9¢®'4C?' podminkou 7 o(Z) =8 pro viechna ;ge.f « 2(3) iryplyva. Ze pro odhad
T pak plati R (8]T,fg) « R (0179, 85) pro véechm 8e@. 2(2) a2z predpoklédane en-
tity D(Fy,Py) = O plyne R (8]'1‘ Fg) = 0 pro vsechna GGG .2 poslednl nerovnostl

z (2) tedy plyne, Ze pro odhad T plati
- D(PT »Pg) = 0 pro"vée‘chna 8@ .
Odsud a 2z predpokle.du D(PE’PQ) > O pro 8 £89 plyne Pn(T £0) = 0 pro v3echna 6e @ .
MnoZiny Ag = {x: T (x) ol jsou meritelné s vlastnost:. Pn(A,) =1 pro viechna 86 G .
Proto plati{ pro kaZfdou pevnou dvojici g 49 jednak I’n(Ae) - 1a ta.ke Pn(A,) = 0 odkud
plyne P‘.LI’6 C.B.D.

Ryni prikro&ime k definiei hvézdiékove.ného proté,jéku ztrétové funkce (2) miale—
dujicim vztahem , ~
(6) o R8T, f) = EPn D(P'E WPy ) pro 96@ . Te?’ . |
Jak plyne z lemmy 2 & véty 1, v nésledujic:. definici si m\iieme dovolit poufit podmm-
ku, kterd je podle lemmy 1 nejsilngjsi z podminek optimality (3) - (5).

Rekneme, e odhad T Je v-klagickjy, JestliZe pro funkci (6) plati
(7 IQ(B\T,P@) s RI(8|1%,0g) pro viechns fe® a T*e & .

Déle Fekneme, e odhad T je empiricky, Jestiiie

(8} Tn(;) € Ars (min D(Pe,Pn)) C® prc‘vgechm ;6 ‘rn (viz (1)).



- AE— v
z (6) a (7) ‘plyne.: Zc odhud totoZny s.J. [P@] s #=klagickym je #~klasicky. Ddle pla-
tl pro vdechna a(x) > 0, b(x) e K | c . ' ‘

Arg{min D(Pg,P )) - Arg(min(u(;)D(?a,ﬁPn)+b(;))) pro viechna xe X" .

Proto je rozumné definici empirického odhadu (7) roz3iF¥it ne viechny pred-divergen-
ce D: fig « H — [-*w] 8 By @emp < Po, ‘pro které existuji divergence D, s vlast-
nostnl poZadovanymi v definici (2) a funkce ag(g_(_) >0, bﬁ(5)> o, ;_ge?n.k,neﬂ takové,
¥e platy ' o ' ’
(9) D(Pg,Fy) - lim Gafex) Dy(PgsPy) + p‘; (x)) 3.3. [PB] pro viechna 666G .

LEMMA 2. KaZdy empiricky odhad je »-klasicky.
Dikaz: Jasné z (6) - (8).

‘ Prikle

Uvedeme tii pFfikledy, které nejsou ilustrativni, nfbr% jen poukazuji ne souvis-
lost empirickych odhadl s ndkterymi tFidami divergeninich odhadl, o kteryech se zmifu-
Ji naSe prvni prédce na téma empirického odhadovdni [2,3,4].

PRIKLAD 1. Nechl f: ([0,%] — (-w,%) je spojitd & konvexni a navic ryze konvexn:
0. Zu podminek Cf(C/0) = O, 0f(p/0) = p lim ., £(u)/u definujeme

i

v bodé 1 s £(1)

vyrazem '
D,(P,Q) = S, 'af(p/q), p = %-;, q = g—§ prd A» P,Q

tzv. f-divergenci rozdéleni P, Qe ©. Jak zndmo (lemma 2.1 v [3]), jde o nezdpornou

funkci definovanou dobfe = nezdvisle na M & to na celém oboru £x P . Ze aminéné lenmy

také vyplyvd, Ze jeji zliZeni na libovolném 4" « # md viastnosti poiadovanéfv (2)

s fp = . Znpirické odhady pﬂslu.me této divergenci nazveme ve shodé s [2 3] stan-

dardnimi dlvergenénim odhady (f-odhady). ‘ ‘

PRIKLAD 2. Fechi 4, - fags xedic 4, O, - {peP: R(x) - P(A) 4 -néFitelns},
&lu,v) = ve(u/v)+( 1-v)£(1-(1)/(1-v)) pro u,ve [0,1], kde f je jako v pHikladé 1. Lze
ukdzat, Ze za podminek dva‘iovanych v Lemmé: 2.1 prdce [3] je g spojitd konvexni funkce
na [0,1] x [0,1] s hodnotami nu roz¥ifené R . Na A * £, definujme pFi nékterd mife A
na (¥,A) slabou f-dwergenci rozdéleni P, Q se zobecnénymi distribudnimi funkcemi

F(x), G(x) vztahem

WDg(P,Q) = Ey g(F,C).
Pfedpoklddejme, Ze existuje tifda Pemp SR A WD(P,Q) > 0 pro viechna P, Qe Pge
Potom pro kaZdou @, mé zileni slabé divergence na #y 1 vlastnosti pofadované v de-
finiei (2). Empirické odhady pFfisludné této divergenci nazveme ve shod¥ s {2, 3, 4]
slabé divergendnimi odhady ((), g)=odhady). :

Nédsledujici pFfiklad je zaloZen nae nédsledujici lemmd, kterd se opfrd o tuto defi-
nici. Rekneme, %e mira A na (¥,4) je U-spojitd jestliZe exietuji postupné zjemhované
ﬁ-mér*telné spoéetné rozklady @1. &0 gs e+« prostoru ¥, jejichi sjednoceni generuje A
e A(A) = 1/k pro vSechna A€ «ﬁk, ke JV Je zfejmé, Ze U-spojitd mira X Jje 6'~konednd



a platf pro ni %(iﬂ) =0 pro viechna xeF a Ze poaloupnost Jf’k, ks/V pod’-o'-alge-; |
ber generovanych rozkla.dy Qk Je filtrace na (&,4). e ' '

LEMMA 3. Nechl pro £ z pfikladu 1 limu_. £(u)/u = 0, 0£(0) = l:l.lnu_»0 uf(u) = 0,.

(10) tluv) = q(v) £(u) + £(v) pro nékterou ¢: [0,-] - [=soy] & viechna u,ve [0.-]
& necht & A pro nkterou U-spojitou miru A . Potom p¥ed-divergence

;e dobie definovand na fg ¢ P a plati pro ni (9) s D, (Pg,B)) = Dy (P(k).l’(k)) kde
I‘gk), P&k) Jasou restrikce Iy, P na vyde definované pod-6-algebie Jf

Dikag: Kaldd funkce I je za podminek uvéﬁovanjch v pFikladé 1 zdola ohraniSend
s proto st¥ednfi hodnota v (11) je dobie definované. Rekneme, Ze x¢€ & g vlést‘hosf
U’ JestliZe r je nejmenﬁi prirozené &islo pro ktere existuyl vzdjemné rizné A€ 3
pro které x;e Ay, 1 = 1,.00,n Oznadime @ & = iA1,...,An} Usporddand podt¥ida
Q0 &) Je vektorem x s vlastnosti V urdena Jednoznadné, protofe kdyZ nap¥. x1e.A1
nemife jiZ patFfit do ¥4dné Jiné mnoZiny rozkladu @ Déle oznaime symbolem A
Zinu t¥ch vektori xe ¥ jejich%f alespoi dvé soufadnice x50 Xy jsou totoZné. Protole
Jednoprvkové mnoZiny {xi jsou # -m&Fitelné, je také Al A'n-méf'itelné a protoZe
ACixy) = 0, Je také An“(n)) 0. Déle ka¥dé dva rizné body XgeXy e ¥ 1ze pokryt
dvéma riznymi moiina.mi z 5 pro vdechna k od jistého poéinaje (opak vede ke sporu
s pFedpokladen, Ze ¥ je Hausdorffﬁv) Odsud plyne jednak Ze kaZdy bod xe #" - A(n)
a4 vlastnost V pro nikteré reN a také ze‘rlga.idé xXe F 2 A(n) a pro viechna k» r ,
existuje »prdvé’_ jedna mnoZina fk(;) 7“1"“'%} vzé jemnd rlzngch Ax‘ Ok s vlast

nost{ x;€ A; pro i = 1,...,n (tedy €.(3) = @ (&)« ProtoZe jak pFirozengch E:{sel T
tak i rdznjch tFid R &) Je nejvyde spofetné mnoho, mnozina ¥" -A{") g rozpadd ne
ne jvyge spodetnéd mnoho mnoZin A® s vlastnosti V.as 3 X = {A1..-..A §C 3 pro
véechna x e A". ProtoZe

A= )(1 Agy
olatf A* € 47, V dalsim budeme uveiovat 1ibovolnou pevnou mnozinu £ oznacme
X = U Aie A,
i=1

a definujeme P e P vztahem .
“Fa) °'% £ Mank) pro vﬁeohna Ae .

Pro divergencl D uvaZovanou v Lemmé 3 a véechna ek a k»r ziejmé plat{ (viz defi-
nici f-divergence v prikladé 1) ¢ : , '
: o, PelA) , o Fela)
D(PgyP ) = 2 P (A) tlelprr) = 2O P (A) £Cyorr).
 Btet) LG B M) ¢ S (p TN ey

Podle (10) tedy také plati k

D, (Rg,P,) = Z it P,(A) [?(p‘%) f(m—) . f(p‘-&y)]

ProtoZe pro Ae‘ek(;)c %k plati Aank) = MA) = 1/k, plati té% B(A) = r/(nk) a
samoziejmé P (A) = 1/n. Plati tud:.é téi

P,P) = 2 . |
3(Pgs ) ‘z:‘ek(;) (A)[\f(g)f(m)ﬂ(ﬁ-)] ¢ Z“ )nu)z(mm(p.-
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S vyuzitim konvencl zo.vederwch v Lemmé Ja prkklade 1 miZeme tedy psat

nX)
D (B, P,) = ¢(E) Z_ pn) 0oty L .

Jestllie oznalime By = dPe(.n K’)/d ,Kpak zrejus Pglan X)/B(R) komciduje 8 podm:.ne-

nou sr;redm. hodnotou Ef[i') I#k] na AG@ . Ddle zFejmé plati
K(A)po = - p, mu i

takie téZ
B (B ] = % Eppel 4]
Dokézali jsme tedy, Ze plati :
D, (PgoPy) = 9(E) Ep_ £Cp[Be| A )) + 1) =

- plud =, oeeplBl4D) ¢ #(B)] + o) (viz (10)).
Zde {Ef'[palak] ke N} ge regularnl ma.rtmgél na (¥,4,%), ktery tudif s. j. [P] kon-
verguje k pg. Nech} Ag ,]e podmnoz,lna tech x€ X pro meré zmznené konvergence neplatl.

Protoie A(Ag) - nP(AO)/r . 6, plati té2 . ) .
MA =*1) = 0 kde *i = i); (a;-4g), & = :)=<1 Age
Protofe ddle pro v3echna xe ®A zPejmé platd ‘
p 2aplpg|4 D —3p £pg) - 2 agtx),
dokdzali jsme, Ze pro sxoro viechny [AR] vyoery xe,A* e:ustujl funkece dk(e x), které
konvergujsi k D(Po,Pn) = Ep £(py) pii k-~ pro viechna 0€@®, pricemi plati
(:2) D (Pg,P) = 9(E) 9(D) 4, (8,2) + ¢ (D) + £(f).
ProtoZe ln(A(n)) = 0a (fn-A(n) se rozklddd na nejvjs‘;e spodetné mnoho riznych mmoZin
A?, pesledni tvrzeni plati pro sko“o viechny [?\ ] vybéry xefn. Kdyby v (10) platilo
q(v) = 0 pro nékteré v >0, plynulo be z (10), Ze f Je konstanta na [O,"_] coZ by byl
spor s predpokludem, Ze f Jje ryze konvexni v bodé 1. TudiZ if(v) > 0 pro vBechny
v€(0,»]. Odsud ¢« z (12) plyne, Ze (9) pluti pii «
ap (D) = [xy(-ﬁﬂwcﬁ-ﬂ)] by, (8 - e, Ol R 2y o2 (EERD)|
pro viechna 6€® a skoro vdechna [A'] xefn. Odsud & z predpokladu & € A jiZ

evidentné plyne i ivrzeni lemmy 3.

PRIKLAD 3. liech! By Je livovolnd rodinu dominovend nékteroyu‘ U-spo;j,;{%ou mirou
na (¥,4) (je-1i ¥ = Rk, pak Lebesgéva mira A= Pk je zPejmé U-spojita’). Punkce
o £(u) = -—ﬁ $lu) =  prowe [0,1)
FeJmé vyhovuji podminkim lemmy 3 (pfi & = O se spojité dodefinovévd f£({u) = - log u).
Odsud, z (8) & 2z lemmy 3 jiZ vyplyvd, Ze vBechny odhady T = T spliujfef pFi vech

¢ X® podmink
. Fe Y Ep "e ~ pro ,g;(ﬂ,ﬂ

T“(;)s Arg( max< )

Jsou empirické.

Ve shodd s [2 3] nazveme tyto odhady #izend divergenéni odhady ( (ﬁ,d)-odhady)- Maxi=
mélné vérohodny odhad je (9, O)-odhe.d, pokud Je definovén pro U-spojitou dominujici
miru A .
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Rozd{l mezi divvrgenﬁmml odhady zde v V pruc ‘ch 2;3,'4] spocwa v wor, e
zde pPipoudtime obecnd pravidlu vybé:u (x,7(x)) w‘f(x.r(x)) : l‘ (x) z nnoZin ®(x)
= Avglmin D(Pyg P, )) zutim co tum se predpoxlidulo spec id1ns pravidlo (x,%(x)) >
—e(N(x)) - T (x) s urditou vlustnosti spojitostl, kterou lze splnit jen v tr-vu:u-
nich parametrickych prostorech. Asymptotické vysledky zminénych prucs vSuk nevyuz‘vu-

ly zminéného pravidla vybéru o plati pro kuZdé providlo znrudujici méfitelnost odhu-

" du. Prenddeji se tedy : na zde uvalovuné vuriunty bez Jukékoliv zmény.

Lvafujme jedrobodovou kompuktifikuci parametrického prostoru ® pomoci nékteré-

ne s 4w, oznadme @ = ® v {8*] piisluiny kompuktni prostor a predpokldde jme (aniZ

doce llnivivame obJjekt PG' juko tukovy), Ze pro kuZdé y,Ir‘ existuje
D(PO. ’Pn) - loimg' D(PG’PR).
Virta . Je-1i pro knidé e ® funkce D(Fg,1): ' o> [-~m] #P-méfiteind a pro

KaZdé ;efr" funkce D(P .I*n): @ -» -] gpojitéd u shora cstPe ohrarilend Lednotou
enP )9 tJ' i '
V130 ‘ D( P ) < D(Pe., r.) pro v3echnu te®, xe& F28

pez existuje empiricky odhad 7.

Dikaz: Cznalme’ uymbolem D'(P »P,) rozsi¥enou funkei D(Pg,P,): @’r»[-ao,aﬂ .
2 pPedpokludu spojitcsti funkce D a 2 deflxuce”D(PG..Pn) vyplyvd, Ze D* je spojitd
za @ pPi kaZdém ;efn. Podle posledniho tvrzeni ve vété 1.9 Pfanzagle r[ﬂ je pro
kaZdou kompaktni Bc &' funkce
' x—»inf_ D*(Pg,P.)
n _®<B ;
# “-méritelnd.’ Do ~retice, ze spogltostl D* a kompz.ktr\ost' ®" vyplyva, Ze

Arg(min D* (Pe,P Ne @

‘je neprdzdrd pro xaZdé xe ¥'. Podle v&ty 3.10 Pfanzagia [1] existuje tedy # M-msr:-

telné zobrazeni T : ¥P5 @' s hodnotemi T (X) v Arglnin D’(Pe,Pn) ). ProtoZe z (13)

plyne
Arg(min D"(Fg,P)) = Arg(min D(Pg,P )) pro viechna xe¥",

plyre odsud a z (8) tvrzeni véty 1.

Jak vyplyvd = definice (8), vypolet hodnoty Tn(gg)e@ empirického odhadu p#:
pazvném vybéru xe Inv je dlohe matematického programovéni: hlédéni jedné (kterékoliv)
radnoty arguméntu minimalizujici fu.nkci‘d(e‘;_) = D('VPQ,Pn) (ctdzka méifitelnosti nemd
Z4dny patrny 'praktickj vyznem). K jejim& feSeni za urditych pFedpokladi o funkei
d(@|x) a kroku 1 a 5 vede ndsledujici program.

UloZeni 1-»i, 65— §, d(6p|x) — d(9]x).
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1. Vipodet 0. =
2. Vjpodet A8 |X). ,
3. Porovnéni d(e,|x), 4(8]z).

—4. 8,8, AB;]x) — d(6]x) kdyE a(6[x) <« A8 X).

[2:5. i+ 1 -»i a rozhodovéni o zastaveni.

sy

6. Tisk 0, stop. .
Jak jsme nazna&ili v dvodu, za ndsledujicich pfedpokladi je téZ vypolet klasic-
xého Bayesova odhadu ilohou mntematického'progrumovéni: Pro kaZdé xe F" existuje

P, na (9,8) o existuje margindlni rozdéleni P na (¥,8).

Jiochu funkce d(G\L) pak prebird aposteriorni rIZlkO
(14) 4,082 - éD‘Pe*P@’ ar (§) Z_ D(Pg,Pg ) Fylh;),
xde & - §A1,..., k}e’ﬁ je rozklad paranetrlckeho prostoru, Tuto Ulohu redi za stej-

aposteriorni rozdé&leni

nfen pPedpokladd vySe uvedeny program. pouze funkce d je nahrafena funkci d,. Rozdil
se v tom, Ze krok 2:" vypoce. nové hodnoty. d, znamend zde reullzac1 nésledujiciho pod~
IrOZTAMU . _ '
UloZeni 1 -»i, 0 -»2 .
> 0. Vypolet'A; u PL(Ai).
I. Vypoet 6. ‘
II. Vypodet d(8,|x).
III. Vypo&et d(6;|x) PL(Ai).
IV, d(6.|x) PK(A)._) +F =3 .

V. i + 1 -3i u rozhodovdn? zda I + 1 > N.

NEY

L » VI, Tisk 2., stop. ,

Froky I-VI tohoto podprogrumu jsou v podstatd identické s kroky 1-6 vyBe uvede-
~ého programu, krokbo e navic. Jestlize tédy S vyjadfuje podet operuci prograﬁu-pro‘
expiricky odhad, paex podet operupi programu pro klasicky odhad bude pFibliZné M(S+K)
kde K je poet operaci v kroku O. ProtoZe k dosaZen{ pofiebné presnosti v (14) jsou
zpravidla nutnd velkd M, vidime, Ze vypolet klasického odhadu je zpravidla mnohond-
sooné qloéitéjéi nez vypoéet empirického odhadu. Pritom neni vidy jasné, jak na po-
&itad: realizovat vypolet Pg(Ai)’ Vyjimku pfedstuvuji jen pFipady, kdy rozdéleni g& .

b s . ~ . ’ ’ ’ . . 3 - a
ize zadat analytickym predpisem (normélni rodinas, normdlni apriorni rozddleni).

6. Robustnogt empirickych odhadd
Prvni &dst diskuse bude intuitivni. Klasické odhady p¥i dané (pred- )divergenci
D & roding Fy minimalizuji podle (3)-(5) rizikové funkce R (8|T,fg) = E D(PT 1 By)e
¥*~klagické odhady minimalizu*i podle (7) rizikové funkce R*(O\T;ﬂ@) = B D(PT ,P )e
Predpoklddejme nyni, Ze vybdr je generovén rodinou Q(@ ’ Jedli rozdélen: Qe jsou
blizkd Py stejnomérné na @G . Vhodnd spojitost (?'cd )dxvergence spolu s Glivenko-

~Cantelliho vétou pak implikuji p#i n-»e R n(0\7,fg) ¢ E D(PT »Qg) . Porovnejme nyni
PR
L)
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rizixovou funkci EQ D(QT .Qo), "exr'a"posk;,'tuje'klz-mickj optimiini odhad pro nezné-

rodinu QQ' 8 rizlkovymi funkcemi EP% D(PT 'PO)' 2
du pii rodiné U’Q (viz Lemma 2). 2 definice (€) vyplyva. %e empiricky

mou D(P,,. ,Q,) klasického a em-

pirického odha

odhad minimalizuje také funkci EQ D(PT »Qg) -
D(P,r ,Pe) ge 8 rostouc;’{m n nijak neadoptuje na nezndmou rodinu p@ , rizi-

autm co rigikovd funkce klamcxeho

-

cdhadu E
Py

kové tunkce empinckého odhadu E n X3 "‘8)

D(PT »Qg) bude blizké rizikové funkel E

0
poikud z predpoxlédané blizkosti P‘I’ a QT na ¥° vyplyvd stejnomérnd vzd jemnd o-lzma..

(pfc,d-) divergenci D(PT Q) 8 D(QT .Q,) ni ¥, ProtoZze pro konzistentni odhady

: g, bude nds zajimat CItl‘VOSt (phd— )divergence D(P Q) ra zmény rozdelem b3
v ok011 Q.

Nechl P, c @ je urditd t¥ida konto.mmacnlch ‘rozdéleni. Citlivogst (pmo\- )divergen-
ce D: PO . x Py (-] v rozdéleni. Qe ffy ~ Pe definujeme takto

emp
D(Q) = sup 1im sup W -
Pef, .

£40 £
Rexneme ddle, Ze odhad prislusny divergenci s citlivosti “D je robustni viagi kontami-

racim 2 91 {pro rodiny %CPO - Pemp) jestliZe Cp jg koneéné na l’o - Porin®

wp

PRIKLAD 4. Lze ukdzat, Ze pro ch,d— divergenci prisluinou Fizenym divergenénin
odhaddm ((A,«)-odhadim) pleti pii Fp - K, & x. £ &AM,
CD(Q) = sup ‘E,\ET—;‘\‘, p = a-x, q = %& .
Pieti zPejmé tvrzeni: (A, c()-odhad je robustni prdvé kdyi

sup E,\—z—“v <& oo,
q

Pep,
ProtoZe pii « <& plati, Ze E,‘(p/q ..'() -» 00 (pro orientovany systém hustot p)

implikuje E,‘(p/q1 *y—s 00, plati toké, Ze je-1i & -odhud nerobustni, pak jsou nerobust-
rni vSechny o -odhady s o€ fo,) & je-—li o =odhad robustri, puk Jsou robustni i v3ech-
ry odhady s 6 {&,1). Maximdlnd vérohodny odhud ((A,0)-odhud) je nerobustni ziejmé
vidy xdy% M e nexonednd mirn a . Pyn PO '-Pemp # L. Timto se exu?tné doxunzujie teze
vyslovend ne zdkledé &isté intuitivnich dvagh v [2,3], Ze totil robustnost « -odhadd

roste & rostoucim « € [0,1).
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