KONTINGSNINL PARADOXY

Popular1zaéni prednddka o kontzngenénicn paradoxech.

Dan Pokorny

VYarovéni: <ldnek Kontingen&ini paradoxy je moZno &{st aZ po dikladném proatudové-
ni piipravného materi&lu, citovaného v’literatute ¢ldnku Kontingen&n{ paradoxy

PARA DOXY

Jednoho dne m&l jisty Kréfan prohlésit: Vaichni Krétané jsou 1lhéri.

Vyrok jest chépati tak, Ze Krétané neliou pouze piilelitostnd, ale Ze jsou zd-
sadovi & charakternf 1idé, kter{ lZou z principu. Zminénou vétou o Krétanech '
vlastnd nic nefekl, ale (snad) vynalezl pro Evropu paradox. Jakub Maly, mimor.
Zlen krdl. Zeské. spolelnosti nauk, ve svém Struiném vieobecném slovniku vé&cném
2 roku 1881 uvéddi, Ze "paradoxni (je) vde, co se pri&{ obecné domnénce, treba to
bylo pravdivé; paradoxon-tvrzeniliakové'. Strudny etymologicky slovnik 2z roku
196& vysvétluje "paradox (jako) vyrok skutelné nebo zddnlivé protialyalny'.alovo
Je sloZeno z feckych &ésti "para-", vedle a "doxa", min&ni.

Ne v3e, co se pri&i v3eobecnd prfijatym myslenkdm nebo co je protzamyslné, poci~-
fujeme jako paradox. Paradox je néco, nad &im D&s "rozum zustévé stét', ba spiﬁe
ndco, nad &im se nds rozum nemiZe zastavit. Uvérime=-li, Ze v3ichni Krélané Jjasou
lhéri, musime v zépéti uvéprit, Ze jimi nejsou, coZ nés vede k tomu, Ze Jxml p!cea'
Jenom jsou atds eee :

Galileo Galilei polozil otézku, zda je prirozenycn &isel 1;2,3;4,5,;.. vi-
ce nebo stejné nei &tvercl prirozenych ¢&isel 1,4,9,16,25,... o« Na tuto otézku do=
stal dvé sprédvné a navzdjem si odporujici odpov&di. Zvldatnf stav, do. ktefého Je
nade mysl uvddéna paradoxem, je snad nealépe vystiZen slovy jednoho z hrdinﬂ Via-
dimfra sen&ina: ‘

Podivejte!

A predstavte si,

ze uplné stejné

jsem rozpolcenej!
“Vnitiné!

_ Paradoxem neni nelekané a prekvapujici tvrzeni nadim rozumem ékceptovatglné.
Napf.: "Sné¥ny mul %ije". Nebo: "Jako lemma byl v predndice o exaktnich testech
 pfedveden deterministicky polynomidlné slozity algoritmus obchodniho coathjféiho za~-
~loZeny na jednoduchém triku. Proto, mimochodem, PN=P", (Pozn.: Algoritnqi]v pited~-
- nédce nebyl predveden vzhledem k Zasové tisni zplsobené diskusi ke gnoa{iékéAteo-
rii). Paradoxem také nenf tvrzenf, pirifc{ se véeobecné domn&nce: 'i+1=37(ééympto-
ticky)®, které je pouze nesmyslem.

Matematik a filosof matematiky Petr Vopé&nka popisuje paradox Jjako atnv,'kdy ae
do rosporu dostanou dva nebo vice jevl, viechny pro nds cenné a dllesité. Na roz-
411 od sporu, antinomie, lze paradox principidln& redit za cenu zoeydient aednoho
s jevd vestupujicich do parasdoxu. Resen{ paradoxu tedy neni uZené vysvétleni zdén-

livého rozporu, ale rozhodnutf t#eba i bolestné, kiriZovatka v&dy, ze kterd je nut-



[

+deba se i vracet. Paradox Krélana netesime
prostym “scvodonin,pobidku‘ do torméini?logiky, al@;rezignaci na viru v ?eomeze-
né vyjedlovaci schopnosti lidské reli. Paradox Galileiho lze redit bud znevézenim
tisfcileté intuice pojmu "mnoZstvi” nebo znevédZenim abstranujici predstavy neko-
nefna. (Vopénkovy uvahy tlimoleny volnd a svévolné).

V tomto &lénku se budu vénovat nékteiym«znAmym i méné zndmym nepfijemnym viast-
nostem nejbéinéjdich mér a statistik souvislosti v dvourozmdrnjch kontingenZnich
tabulkéch. Na umélych piikladech budu demonstrovat, Ze tyto divérné znémé postupy
molou statistika privést pred jeho klientem do situaci zna&né delikétnich. étanéf
necht si pak sém promysli, jak by se coby statistik z téchto situaci vylhal jak
pted klientem, tak sém pred sebou. Co by znevé%il - 2da b&iné statistické postupy,
celou matematickou statistiku, sebe jako ndmezdného klauna této védy, nebo klien-
ta s jeho néboznou uctou k exaktnim védém.

no mykroéit a na kterou bude moZné

KOMTINGENINS (EPETITORIUM

3udeme sledovat vlastnosti statistik v Rx< kontingen&ni tabulce

2 . 2 2
X ‘:t (ai‘i elJ) /‘i.] ’

t? = 2EL 8
majic{ asymptoticky rozdélent 7(1'3 (a0 =1) (C = 1) stupni volnostie.
Pro 2x2 tabulky se budeme vé&novat nésledujicim mirém a statistikdm:

1n (aij / eij) ,

= Fisheriv test,
‘= logaritmickd integradni statistika, navriené Goodmanem:

2 i 2 ,
wS =‘(in (511 a5, / 815 821)) / (1/ay; * 1/812 + 1/321 * 1/822)

kde za;aij 2 O dosazujeme nodnotu 1/2

- JA033 = (a11 322) / (312 aal)
- WLE G = (811 a,, = &y, aal) / (all a,, * a, 521) = (CrOSS + 1) / (CROSS -1

PO_OBENSTVE O K«ITICKZCH JOONOTAIM

Obecné platf, Ze &im vét3{ je polet stupnld volnosti d, tim v&tadf je kriticks
hodnota K3« Pro velkd d roste pfislusné hodnota Kd priblizné linedrn&. lim v&tsf
Jjsou Qimcnse tabulky R, C, tim vétsi mus{ byt hodnota étatistiky (nap#e: xz), aby
test prokézal hypotézu souvislosti v tabulce. 8im vice ddajd‘séitéhe, tim jsou
prisnéjsl nade kriteria. Lze zavést nésledujic{ podobenstvi:

d, podet stupnd volnosti ... vyska &lové&ka ’ _

K3, kritické hodnota ... nejvdtaf primé&r hlavy, ktery u Zlovéka vydky d jedté

povaZujeme za umérny
, hodnota testové statistiky ... primér hlavy jistého &lové&ka
testové kriterium X° 2 Ky eee "ten &lovék mé velkou hlavu”

Priklady:

jedinci s nevelkou hlavou (nevyznamné)

? Jjedinge s velkou hlavou (vyznamné)



Vimnéme si hodnot Ky (pro hladimu 0.03) a poméfﬁ kg 74 :

a : Kd ‘ Kd / d
1 3.84 3.84

2 5499 _, 3

3 7.81 2460

4 9.49 .37
5 11.07 2421

Vidime, Ze analogie plat{ i potud, 2e "dité mé relativné v&té1 hlavu®,.

Ovahu o hodnotdch xa jsem provedl proto, abych &tendii vsugeroval, Ze “pridd~
se-1i do tabulky m&co, co prispivé souvislosti", mi2e se vysledek testového kri-
teria - vzhledem k zménénym stupndm volnosti - zménit véelijak, ale hodnota sta-
tistiky by nem&la klesnout. Pokud &tendf k této my3lence neziskd patridny citovy
vztah, pak nikteré z nésledujifcich prikladd mu nepripadnou paradoxni.

PA.ADOX O ZATOULANS KafJE

Hiatvdl 1:

Badatel: Léta pracuji s krysami a najednou mé napadlo, Ze sice ne véechny samice
koj{ mlédata, ale pirece jenom: '

Samice kojf mlédata Zast&ji, ne% samci.

Tak jsem to zalaj pozorovat a tady méte protokol:

KoJt ' NEKOJ S
SAMICE 11 13
SAME? 70 11

Myslite, Ze to mohu publikovat ? : : :
Statistik: Dobrd, vasi hypotézu o souvislosti pohlavi a kojeni budeme testovat lo-

garitmickou interakdni statistikou, ... okamZik ...

# = (1n ((11 x 11) /7 (13 x 0.5)))2 / (1/0.5 + 1/11 + 1/11 + 1/13)
® o0 éili LN N ]

ﬂz = 3.79 ( Kl = 3.84 ev ey cee nevy’znamné oo;

ees lituji, vade hypotéza, Ze mlsédata koj{ samice se neprokézala.
Badatel: (odchézf, brblaje cosi o uZitednosti v&dy statistické)

DRejotyf 2:

Badatel: Na3li jsme pod kotcem jeden ztraceny zdznam, tak védm ho tu pro uplnost
nesu, opravte vypodty. u : '

Nebude asi to k nilemu, pfedstavte si:

jeden samec kojil !1I!

Statistik: No dobrd, tak tedy to méme tabulku:

Koot : NEKOu f
SAMICE 11 13
SAMEZ 1 11

cee W2 = 3,95 > K, = 3.84

No vidite, ted je to vyznamné.

Samice koji Cestéji, neZ samci. Gratuluji !

Badatel (hne brvou): Ale jak je to moZné 7!

Statistik (nehne): Vy jste neslysel o vyjimce, kterd potvrzuje pravidlo ?
(Pro sebe mumlé odpornicky): ... nékdy jsou konteminovand data dokonce lepsi.

Zoevédienl: Vv togto cviéném paradoxu je volba snadné; jedné se o vlastnost, kterou
mé statistika W° a 24dné jind z vyde popsanfch mér a statistik. ZnevéZena je pro-
to statistika w2 pro 2x2 tabulky.



POMOCNE PAADOX V PODTABULCE

Vybereme-1i z tabulky podtabulku,

napt.: [ 0 3 0
0 1 Lo 1
3 2la=2 Ta=1

F{ké ném intuice, Ze souvislost v podtabulce miZe byt vice i méné vyznalnl, proto=-
fe v podtabulce je "méné zévislosti®, ale i ménd stupnd volnosti (zde 2, respes 1).
Méné zévislosti” v této intuici odpovidé mensi hodnoté statistiky. V nadem podo~
v podtabulce dekédme mens{ bytost s mensi hlavou., Statistika X¢ née skla~

benatvi,
me: Jle hodnoty v 3x2 tabulce a 2x2 podtabulce jsou
= 3.6 X% = 4.0
Obecné "slusné” chovani Y a moZné chovéni XZ l1ze znézornit:
Y2 xz.

Bl N =%

PARADOX APOLINARKY

Msjme zdravotnické zarizeni Z s dvémi klinikami V a'A (verenlcké a protlalkohol~
rf{). Na tyto kliniky pfichézej{ pacientky s riznym stupném V nebo A obtf(f, ndkte-
ré z nich jsou po vylé¥eni posflény k doléZent komplikac{ na sousedn! klinikua Oko-
lem statxat;kovym bylo zjistit souvxslostx mezi stupném obti%f typu V a A, Obé ve-
lidiny byly sledovény na 8kéle: 1-té2ké e-stﬁedni 3-lehké, 4~ 24dné obtize.

V tabulce 4x4 byly éetnostl

etnosti: ' ad justované residudly:

vl v2 vy v4 ooV V2 V3 V4
mm[o o o 3] 3 Al D =09 =9 =9 +2.4
A2 2 2 2 0 6 ) A2 o7 07 07 - =1e9
A4 > p) 2 13 28 A4 -8 -.8 -.8 +2.1

2 10 10 10 16 46
Test X° ukézal, Ze souvislost neni vyznemné prokézéna:

2:153(1(9—1692 N

Sdéliv to zklamanym lékaéskym vyzkumnikim, zamyslel se statlat1k nad éetnoati 13
v polfdku A4-V4. V diskusi se ukézalo, Ze nejde o lékbu zdravych pacxentek. ale
omylem zapolitané aeatblcky obou klinik. :

Statistik vysvétlil, Ze pfiepévak polilka A4~-V4 k hodnoté X jetngoprévnény; Ze
v3ak ani nelze do tohoto polilka dosadit Zetnost O, kterd by k celkové hodnotéd
také prispfvala. Je nutno se driet modelu tzv. kvasinezédvislosti a do polilka A4-V4
dosadit takovou hodnotu, aby rozdfl této hodnoty a nov8 vypoltené oZekévané hodnoty
byl nulovy. V: pf{padé pouze jednoho poliéka, které je strukturdlni nulou, tj. neob-

sagené Jiz g definxce vybéru, se tato vypoéité snadno:

2

atatiatixa by méla bjt menéi, podet atupnﬁ volnosti se zmendi o 1.
Rek1, udinil: ‘

x2 218 > Kg = 15.51
Lékardm Fekl:
x? = 186<Kg < Ky < X3 = 15.3 ,



iv politka A4-V4 s velkym re-

2

pivodni tabulks byla nevyznamnd, vyloudili jsme vl
sidudlem +2.1, takZe tabulka je ted vyznamnéd. i

Pak lékari zadali pft a statistik prestal, nebo nad?ak, jé uZ nevim.

PARADOX O KONTROLN! SKUPINE

Onehdy zase za statistikem pridlid psychologové s vysledky pilotéZe k vyzkumu u-
primnosti. 2édali doporuleni pro plén hlavnfho experimentu. Pokus byl prosty: oso-
bém blbym, navedenym a kontrolnim poloZili otédzku: "Jste blbej nebo navedenej 7"
Blbibodpovidali, %fe blbl, navedeni, Ze navedeni, kontrolnf{ osoby pfizntvali v polo-

vind pfipadld to, v poloviné ono.

odpovad
B N
B 4 O
osoba N 0 2
K 1l 1
Hodnocen{ %2 testem: x° = 54866 > Ke = 5,84

Statistik doporulil: Je to vyznamné na 5ti procentech, ale jen o fous.

Proto doporuduji: a) experiment provést
b) zdvojnédsobit kontrolnf vzorek

V3e pak klaplo, zcela presné jako v pilotéZi:

odpovad
3 N
B 4 o)
osoba N o 2
K 2 2 : ’
Hodnocen{ X° testem: X% = 54533 < K, = >.64

eeos nevyznamné !
Statistik sd&lil negativni vysledek psychologlm a pridal vlastni mySlenku, Ze
od nyn&jska "sniZovédnim rozsahu souboru ziskdvéme na prikaznosti a Setifime celo-

spolelenské néklady"”. ; ‘
Psychologové mu zcela sponténné poloZili otazku, kterou predtim kladli probandim.

Zpey42enf: Posledni tri paradoxy se tykaly vlastnosti statistiky X2, o statistice Y°
Je naopak znémo, Ze tyto neZédouci vlastnosti nemé. Historicky stars{ statistika x°
(navriend zaldtkem stoleti K.Pearsonem) Je vypoletné nendrodnd, jeji vzorec je vel-
mi "prdhledny” a vysledky snadno interpretovatelné. Jak upozornil v diskusi I. Vaj=
da, na rozdil od Y? nenabyvé statis’tika,x2 svého minima pri volbé eij 3 rikj / m,'
ale pfi hodnotdch pon&kud odlisngen. Tato vlastnost stoji v pozad{ demonstrovangch
paradoxt. MiZeme proto ne zatratit, ale ponékud znevéZit Pearsonovu x2 statistiku. .
(Ostatné to uz moZné u&inila pfed némi pani Pearsonovd). Z trochu obecn&jifho pohle~
du mdZeme znevé%it intuitivné "dobré rozumné pfedpoklady”, které se v matematice
tasto a snadno dostédvaji do sporu s Jinymi predpoklady, intuitivn& stejnd dobrymi

a rozumnymi. :
PARADOX MAARGINALNE

'Orgenizétori konference iOBUST si cht&li ovérit oblibu této akce u odborné,vefejnoa-
ti. KaZdému z & 540 respondentd polozili tei otézky:

(1) Jste muz nebo zena 7

(2) Jete statisticky expert nebo laik ? (Do kategorie laik byli zahrnuti experti

-+ v nélem jiném, experti v nidem a experti ve v3em).
- (3) Preferujete konferenci ROBUST nebo COMPSTAT ? ‘
dypotéza, kterou by organizdtori rédi prokézali, hovorila o souvislosti expert=

stvi ve statistice a preferenct ROBUSTu. Vynodnoceni vysledkd z obou sledovanych
soubord bylo proto velkym zklaménim: :



MUZI: | | ZENY:

xoausr {COMPSTAT i © {OBUST  COMPSTAT
T 240 1240 . expertka | 200 600 | 800
“f:ii 2500 . 500 3000 9 lai&ka | 1000 2500 [3500
3500 740 4240 i .1 1200 3100 4300
x = 4.4 -
Y2 = 4.3 12 = 4.2
Q = -0.,091 : ¢ = =0.091

Témé’ shodnymi hodnotami statistik vyslo v obou souborech:
EXPERTI PREFERWI COMPSTAT

EXPERTKY PREFERUJ? COMPSTAT
Pro publikaci byla piipravena jen sumarizujictf tabulka, bez &lenéni na podsoubory:

[
LIDs: ROBUST  COMPSTAT
expert | 1200 840 2040
Raik | 3500 3000 | 6500
4700 3840 8540
X2 = 15.5
Y© = 1506
Q = 0.101

dodnoty statistik jsou vzhledem k v&t3fmu vzorku vyznamné&jsi, souvislost vyjé-
dfend Yuleovym G mé zhruba stejnou intenzitu ... a opalnou orientaci, experti/tky
preferuji R0BUST.
Nade zkouméni lze shrnout do dvou vét:
BXPERTI I EXPERTKY PREFERUJ{ COMPSTAT
EXPERTI A EXPirTKY PREFE«UJI ROBUST

Zneydzenl: I kdyZ vime, 2e parcidlni{ a margiélni asociace ve vicerozmérné kontin-
genini tabulce se mohou podstatné 1lisit, pfesto nés (nebo alespon mne) tento pri-
klad uvédd! v uZas.MdZeme detailn& studovat kteroukoli jednotlivost piikladu; to,
s &im se t&Zko smirfujeme, je celek. 3Situace tim pripomind zndmy obrdzek do sebe u~-
zavieného a do nekonelna jdouctho schodisté.

"Marginélni paradox” neni - na rozdil od prfedchozich - zdvisly na volb& konkrét-
ni miry &i astatistiky; to co zde selhdvd je nase zrejm& zjednodudend 1ntu1ce samot~
ného pojmu souvislosti.

BAJKA SIMULAZNE

Na Lutherové universit& wittenbergské 2ili, pracovali a o kontingenZnich tabul-
kéch premysleli prof. Helmuth 2nke a jeho mlady aspirant dr. Malte Bismarck.

Prof., Enke byl pritelem jednoduchych vypoZetnich postupl, nepotfebujicich polf~
tade ani jind dfla déblova. Ve snaze osvobodit statistiky od umornych vypodtd Fis-
herova exaktnfho testu a zklamén mnoha nectnostmi Pearsonovy xz-statlatiky, upnul
své nadéje k maximélnd vé&rohodnostni Iz-statlstzce. Or. Bismarckovi uloZil, aby o-
v&ril hypotézu, Ze vysledky Fisherova a Yz-teatu vychédgejf souhlasné& tak zhusta,
Ze oba postupy jsou prakticky vzdjemné nahraditelné. Dr. Bismarck bddal a s uzkos~-
t{ si vdimal vdech situacf, kdy oba testy vychédzeji nesouhlasnd a zdréhal se hypo-
tézu prof. Enkeho potvrdit. ProtoZe se aspirantura dr. Bismarcka zvolna chylila:
ke konci, rozhodli se, %e otédzku rozfedf jednou providy simulainim pokusem.

Prakticky vyzkum, JehoZ vysledky prévé analyzovali, jim poslouZil jako vezor
pro design simula&niho pokusu:
(a) Bude generovédno 80 objekti s dvéma nezév;sljml dichotomickymi veliéinaml,
(b) Vanikld étybpolni tabulka bude teatovéna na hladiné 5 procent Figherowfm a
¥l - testem;
(¢) Pakovych &tyFpolnich tabulek bude 22.



V diskusi A.kolagy prof. gnke a dr. dismarck vy jédsili zédsadni ochotu ménit
potet objektld i predpoklad nezdvislosti velilin; ne &emZ v3ak kategoricky trva-
li, byl celkovy polet tabulek 22. Jeoky mé smysl, ptali se, simulacemi modelovat
analyzy Jesetitisfcd tabulek, kdyZ tak rozsséhlé problémy v praxi stejné nikdo ne-

_ fre81, : )
U kazdé z 22 tabulek zaznamenali vyslelky obou testd a v3e shrnuli do jedné

€tyfpolnt tebulky: y2 o AMNE NoVIZNAMNE

FISdEn  VIZNAKNE 1 v 1
NEVZZNAKNE 1 N 21
2 20 22

Prof. Enke analyzoval tabulku f°-testen & pomyslel si:
vyl = J¢36, nle,souvisloat mezi testy se prokédzala, je tedy lepsdi uZivat vypolet=

né nendrodny Yz”.

or. Bismarck analyzoval tabulku Fisnerovym testem & pomyslel si:
"Fisher = (.l9C9, hle, souvislost mezi testy se neprokézala, Jje tedy lepif pouii-
vat plfesny Fisherdv test".

Prof. <nke a dr. 3ismarck si poduli ruce a rekli nahlas:

"A e to jasny 1"
AHA P.VNI KCN:SZ 3AIKT A%

. ‘ R . ,
V jiném z moZnycn svétk to jopadlo pravé nuopak: [“-test souvislost mezi testy
neprokézal a Fisheruv test ano. Katastrofélnimi ddsledky, které to vzépéti vyvola-
lo, se musela na wittenbegpké universite zabyvat fada odbornych a spole&enskych or-

ganizac{: _ '

= spole&nost pro matematiku a fyziku,
3esselschaft fur Mathematik uni Physik

= podspole&nost pro matematiku,
Untergesselschaft fir Mathemutik

= naljspolelnost pro vélu a vyzkum,
Forscnungswissenscnaftliche Cberjesselschaft

- statistické bratrstvo, '

» Statistische Bruderschaft

= dataanalytické sesterstvo,
Jatenanulytische Jschwesterschaft

- odborovy svaz pracovnikd v kontingen&nicn tabulkéch,
Kontingenzgewerschaftsbund '

=~ zemédélské druzstvo, které se do aféry zumicnalo omylem,
Landwirtschaftliche Proiluktimsgennossenscnaft Sluschwitz

- a lalsf. ‘

Kone&né slovo musel rfci sé&m rektor.

[:;]Ppor. Snke anelyzoval tabulku svym oblibenym Y°-testem a fekl si:

"ille, souvislost mezi testy se neprokézala, Jdr. 3ismarck m&) pravdue Budu pouzi-
vat Fishera " :

Soutasné dr. dismarck analyzoval tabulku osvym oblfbenym Fisherovym testem a fekl si:
"dle, souvislost mezi testy se prokézala, prof. Enke m&l pravdue. Budu pouZivat Y°-
test !" ’

nekli, u&inili.

Prof. Enke reanalyzoval tabulku svym nové oblibenym Fisherem a fekl si:

"dle, souvislost mezi testy se prokdzala, prece Jjenom Jsem m&l pravdu jd. Budu po-
uZivat r°-teat pe |



Joudasné Jdr.. Sxamarck reanalyzoval tabulku Y“4taatan a fekl si:
"dle, atakddle, budu pouiivat Fishera: 1" ST -
/3tends nyn{ bude pokralovat ve &teni od znaéky. i kdyZ se proto nikdy nedog-
vi, co nakonec fekl rektor/.
A tek prof. 3nke a dr. 3ismarck potitali a poéitalx, zatahovali do aporu dals{
kolegy, z nicn¥ ti pilneéjs! ménili nézor i .Uvacetkrdt denna.

Bnke=3ismarckiv problém nakonec universitd pohltil vedkeré kapacity lidské i
vypoletni & nhrozil, Ze provali sturobylé universitni zdi a ‘ochrom{ celé m&sto.

V této situaci spoleéenaké organizace moudfe rozhodli prestéhovat zbytky uni-
verszty z nxttenbergu Jo .lalle. Posledni 8lovo ovaen nusel fci sém rektor

’Nablzugz, . . ‘ :
¢e napl{sté se na Jednou's&br&né;data ae“smifp0&21tvpou26 Jjeden stétiaticky test

8 to pouze jednou ", - ‘ e | , '
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