APLIKACIA KVALRATICKYCH ODHADOV V MKETROLOGII
LUBOMIR KUBKCEK
Matematicky udstav SAV .
814 73 Bratislava, Obrencov mieru 49 .

1. Uvod _ | : .
Vznik Specidlnej &truktiry (dvojetapovej a zmieSanej) regresného modelu ukazuje

nasledovny problém. S
Nech Z oznafuje hodnotu etalonu nejakej fy.ikdlnej veliéiny, ktord je prijtd
konvenciou, t.zn. je bezchybnd. 5 tymto etaldrom Z porovnime etaldny {3§1), pé”, P;”

{prvd etape) v silade s grafom nea obr.i.
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Orierntovand hrana grefu je priradend ndhodnej velidine, rcalizdciou ktorej vaznik~
ne udaj “zmerary rozdiel medzi hodmotou ctalonu na konci hrany & hocnotou etaldnu na
ra¢iatku hrany". Ak pre stredné hoduoty E(Y) tychto nihodnych veli&in Yi1 2 1=T5000,
6, pleti (t.zn., Ze v mereni neplsobili systematické vplyvy):
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(posledny vztah zapiSeme v dalfiom E(I(”) = _X(”['S (1)) a pre koverianénd maticu Vur(Y(”)
néhodného vektora Y'! plati Var(Y(”) = 6?1 (I oznaduje identickd maticu), potom naj=
lep&i linedrny nevychyleny odhad paremctra (5(1 zaloZeny na vektore Y(” Je a(”(Y(”): ‘
= (x(’)’x(”)"x“)’y(”. Nech dalej etaldny druhej etapy [51(2), ﬂéz) boli porovnexnd
s etalonmi prvej etapy tak, Ze sa opidt zmerali rozdiely hodnét etalonov podla grafu ra

obrels Nech (podobne sko v prvej etape) plats ' ’

b

efv{2] o (0 1 o) {55” + [-1 o) .{5(2)
Yéz) | 0 o 1 f’21) -1 | ga)J
x{2) 10 of [p$V 0 -1 |
Y§2) 0 © 0 -1
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(posledny vztah za;;iéeme \)r dalsom E(¥(2)) - (.:E,1 [S“) + X(E) {5(2)) a Var(Y(z)) = GSI,
pridom vektory r(1) g y(2 84 stochasticky nezdvislé. ' :
Podmienkou tersz je, Zé vektor Y(’z\) druhe,; etapy mdZeme pouzit pre odhad paramet=
rov druh?g)et?p¥, ale)% hodnoty odhadu IS(”(}[(1 ) nesmieme menit, MéZeme teda hladat
1 2 s ' '
odhad ﬁ (Y .Y( ) zalqzeny na vektoroch Y“), Y(Z),‘ alebo odhad T;(Z)(y(Zgﬁ(ﬂ)



zaloé.eny na vektoroch Y(?) (5“)(1'“)) V drulom pripude nua pr. dogt: dvame s

Vm,(Y(e) _Q p(1)) -6 (1)/ (1)) 10/ ’ j,‘s,,vz_i%.

(Tu je potnebne ai vsimnuv, 'e kpvg.xviaxrc'nzx mutdou fmad utrukturu §2H + faﬁ s kde H,
a Hy i zndme mu;?icq, ‘aviek 61, Gg zndme: byt’ nc xnu.sju.) obidve vtapyw (sucu.mé) st ehe~

rekxterizované mo’*do lom

£ 0 YY) 5 var fr) - 6§ [T o)+ 83 0 O
o, (2) p(Z) Y(Z) 0 0f . Q9 I
Tl . N

(opdt kova:iancna matica md uf opominapyg struxturu), pricom .l(.’((}“ 9»5 alv(.xmrgl (_u( )
oznaduje stIlpcovy pru‘.st.g:rg mntico v nidtvork: dch).
V pripade, Ile hodn,oty 61. 82, 2.-/ 6’2 ‘sd a priori m/p,xm,(, vanikd problem
ako odhadovat parametre druhcj ctupy _{}(2) pripudne nko odhudovet hodnoty 61, 6% .
Tu Je potrebne poznum(‘nut’ z,e s’struktura (+) robr(sneho mbdolu Venikd na . pre
‘sdborock: , trkie ulitodrost. Stadia gi,t’rlr}?tu‘lrfy(,t) nie »,je

geodézii, geofy:ike a inych
obmedzend na jedind aplikadnd oblaste .
v dalsom Je uve dery prohlad zdkladrych posnstkowv o tejto problematike e niektoré

novsie vyslpdky.

2., betindfcie « 3ormu1¢c1u I ol;lt mu
Defindoin 2.1. Regrcary model (Y, K‘S Z) v veme prttapoydm uk pre- maticu pldnu

X a pre kovariahinfi muticu & platiz:

f S L
X F X1 r O\ ‘: e ”"?y qoo:’ }‘,. '; £= O L]
i 2 *1 i ree 0
oie o o"L- f. . ple .;‘ e 7
. C r
- ] k P- . ‘ P’ P" _ PsP
M( )c_u(xj) i= 2,...,p, ;j 1,...,p, 1§’"j"' . SO BT
W Rebrosny m()d(]. nez v< me zmie )anym il pwﬂ Jeka k‘ovurumcnu muticu
b plati /&i ir p i P _Efﬁ‘om Vx% gﬁ unume sym trické mutice a '\3" s\ ne=

zndme parametre (varlancne kon"xpon(nfy)
W Regresny modcl (X, XP ;) nazveme replakovun#m, ak. gg 11X,
{ = (1,...,1) L E=1@Er ,
: X Z uvedonvch dcifnacux Jo'z.ro;)me, ek sﬁrukturu buco mat nu prerepli-
kovany N'zmleueny model, p—ot 1p0\.§ muosrmy replikovany: moded.a pod,;
v d'alsom sliv?:yxmnxme' pogtupy pre odhad parcmetrov [S & S v nerep«llkovunom nodeli
8 poapupy yre ‘odhad pqram‘“rov '3 v re‘fjllkovmx@m‘:,mu sanom nm,,ggc,;u ‘
. Proplémy urcgnla tychto odhado»v A e replikovanych modelogch sa. c}oteraa gtucdovali
najmh v troch ziklaamycE polbhdoh b ot a) gdbad & (1} [4](,4%2]; B) odhad. 0 (51, (61,
{113, (131, U5), [16] a ¢) simultdrnny odhad (5 ad Ul,rﬁﬂ” LlGJ, ¥ ropllkovanych mode=
loch sa zatigl’ pd‘z{qff'pﬁt’ ‘sigtredude ny odhad . &[2},.[5},&;], [151,» vynirﬁocne nap {12}, (4].
Pozpdmka 2.2.°V {15] e uyedvnx ?nu(‘ny pocet citucil pro‘c, ktoré: sg wacberajd
problematikou odhudu '\9'_’_. . :

: ? L e
3. Odkad paranctra (5 '
Teqréma 3a.l1a V 2-etapovom regresnom modell.so. z.nmum}s&varmmnou naticou a s od-

hadnutelnymi paramvtrami prvej aj druhe] etapy platis
o P ‘3{2)?(3;(1) (1?)) - P(E)(Y(2) P(1)(Y(1)))

ﬁ (2)(‘{(’” ‘YQZ)) Je nujlepsi: 1iﬁearny odhad zelodeny ng- vejst;orogh
{5 (2)(1(8)

PLICIIN

1) ; ‘ Vo
N P( (Y(”)) Je na,jlepél lineérny odhad zaloiexi;-’r"he; 'V’ekto&“o‘c‘h‘YAZ) a



3“)(2(1)) (najlepdi linddrny odhnd vektoru {5“) wuloZeny nn vektore YU)).

Dokaze Pozri teorému 3.1 v [10].
Teoréma 3a2. V p=etupovom (p » 2) regresnom modeli so znimou kovnriancnov maticou
a s vdhadnuteInymi parame trami [b vo vietkych ctnpich plutis ,

‘@(1)(!(1)'“”,{(1)‘)'; f;(z){yu)' :{3(1)“(1),“_.’, ﬁ(l-n (=1 i;(i—z)[ y(1=2)
i=3) (p(1=3) | RU=9 )y, L., /‘;(1)(y(1)a ,
1=1,+.0sPy prive viedy, nk Cl,.i = Ogmd =) 2 2, i=Ty000sPs 521y ey i=1.
Déknz. Pouri tcordmu 3e2 v [0},

7 /

Teordmn 3ads Noch v replikovanom modell (Y = (Y;,Yg,...,Y“J) , 1®x) , I®L)
e nahodry vektor Y normiine rousdeleny. Pri ounadcent ‘
te1 . RV £41
S = (1/:a)_§:1(y.i -Dy, =¥, Y= [1/(1"+1)]§:;_’1 '

. i 1=
a na predpokladu f x R(EL) (hodnost), plati:

R U S (O 1ol
(1 {x[(x ) Y} NXP, 14T (2 %0n) T, AyqLa) s
kie , pa
M) = Ker(X7) , T, = 27X,
- b / -
A - [CE Y X Ee) , XXEZ/ ] = [ A v M)
2 F () X/ee1) , 2'E 2/(141) Aoy s Aoy
A2 = N - /\12/\52/\2'1 ’ (X();‘(S) je minimum S=seminorm g-inverzie mati=
ce X7 a (p) ozneduje (T, ;\\22 = 2%:7/(f+1) )=podmicrenosts
PNV - Y - . ]
() ak oznadime X[(X/)m(::)] T = Xp , potun r(Y - X P) 57(Y - fTs) je ndhodnd

premennd s rozdelerim pruvdepodcbnoct i [1‘(0 - v1)/(v1 + £ =C 4+ 1)].
- Fr(o-v,), (vy+£=C+1)" kde C = R(X)J, vy = R([z/(f + 1)] {[z/(f + 1]+
+ )O(’}-X>,~
/ - t Y= R -
(3) nshodrd premennd 4?{5 - XP’) {X ((X')m(s )] S} xp - XP)/U + '}. ¢'s ¢)> .
. [f - (C - ’\’1)]/1' md rosdelernice pravdepodobrosti
Y
R

PR P
c-<cc "1;11._,04,1 ¥,y £=C+1?

- A
‘p:‘i‘é;ﬂé?:Y-Xp;‘ ] . ]
p -
(4) Var(Xp) = x[(x)7 )] X .
| P (") f+1 Y%+f=C=1

Dékaz. Pozri lemu 2.1, lemu 262, toorému 2.1, teorému 2.2, lemu 2.3 o trorému
Poznimka 3.1a Predchddzajicu teorému moine vyuiit pro vdetky v pruxi sa vyskybsu-
jice regulirne verzie regresndho modo]g?([B] 5tre177=138), Nu pre. v modeli (5.model
v [3] str.126) E(g) ?J‘An,kQ ,zE = _sﬁn’n/(fu). b+ qus = 0, kde R(A) = k€ n,
. R(H) = n, R(B) =.q € k, plati :
t = {(_A’,f} USHESETERAICRL 4 | TONR SR 4 Rl TUNE RS 1}A’s ' -
- ’r;“A)"1B[B(A’S"A)"B’]"b

Var(?) = {(A’ 77t - (A,2~1A)-1B/Y_B(A’2'1A)-1B’]°1B(AIZ-1A)-1}.
‘ o -1 '

f+1 f=(n=-k+q)=1
. . oy ' P

Poznimika 3.2 Ak'v zmie3anom reypresnom modeli (Y,XP, E = 3 ,3-1V1) parame tre
i=1

\3‘1,.'.., ‘\"p (p= 2) nepoznime, mdZeme na ziklade vektora Y vo vieobecnosti uréit len
o~lokslne nujlepiii odhnd vektora X p vztohom



x(s ‘= x[(x’)

} Y.

(F, di,0v4)

Pre niektoré ﬁmkcionuly (. ). Ak R1 i(P) = T [‘; viak moZe existovat T -=rovno-
merne najlepdi odhud (t.zn.rovnomerne najlepdi vzhladom k tricde

- {z: ¢ ’,'ééi"i"'\* € \1“)
Teoréma 3.4. Nech E(Y) = Xf3 , Var(¥) = L € L = {Z= I = %;«’ivi. ch}c’&p}.

‘R_k Nech dslej ZO je m:ticu ¢ vluwtno;;t‘ou
V {t € : _},U.(z) c Jl():()) 8{ V{ 1 jo ponitivne comidefinitnd matica s vliast-~
nostou M(E)ecM(E,) ze;}mzo)cmz ) .

Potom plati: Ak a€ ,u(w), kde W = X, + XX/ , tuk n ’y je Z—rovrmms-rne najlepsi 1li-
nedrny odhad funkcie f({S) = & z(r_., peﬂ,k prive vtedy ak
ugn{w+x Ker[X W™ 5___ VMV W x]}
i=1

kde M = I = X(X/X) x/. (Tu Wt jo Mooreova-Penroscova inverzin mutice W a x/)” Je
g-inverzia matice X’X.)

Dékaz. Pozri [17]. , N ,

Poznsimka 3.3. Pri odhadovarni funkcie f(p) = f p ’ pc R, kde £ €M (X)) sa ste-
&i obmedzit na odhndy &’Y, kde a€ M(W). : o

Teoréma 3.5. Nech E(Y) = XP ’ ﬂQﬂka Var(Y) =X € Z ={S—-1 '\Sj_vi! '\9‘6'\?‘}- Pre

i= -

funkciu f(P) = c’rﬁ R (SG G{k, oxistuje Z=rovnomerne nujlep3i line/rny odhud prive
vtedy, ak

- - -
ccnix/w X Krzr[XIW 3o v MW x]}
i=1

(symtol W je definovany v teoréme 3ed)e
'“,Dﬁkaz. Fozri [17].

”'4. Odhad paremetrs "
Igg_r_ém_&._]_. V zmiedanom re; regnom modeli E(Y) = X{&, pcik, var(Y) =X € ¥ =

={L 1Vir ‘S‘Q\;\} je funkcia g(d) = g &g& nevychylene odhudnutelInd pr:ivo
i=1
vtedy, ak g € M(Ky), kde {K.}; [,y = IOV Vg = BV PY ), i,3=1,e00sps P = X(XX)7 %/,

"Dokaz. Pozri v [15]
Defindcin 4.1a V zmieSanom rogre‘unom niode 1.L odhad Y/AY nazveme invariantnym, ak
N {Ser Y (v - x8 Aty - x$) = v/AY. -

‘Lemsi 4.1. Nech Y je ndhodny vektor ¢ danou distribucnou funkciou, E(Y) € A (X),

kde x ;je dend maticu a Var(Y) = L . Nech dalej
‘3'1={YAY:A=A, xax =0, xnE - o}
, ={YAY:A=A’,’=0}

Potom - prc kazdu n'lhodnu premennd Y A Y ET existuje ndhodnd premennd Y A?_Y € T pre
ktord plat: P{y/a,Y = y/A ¥} =1 .

Dékaz. Zre,jme T, c T, Nech YA,y € T7. Potom Y/MA MeT, =1~ xxxx.

Czname € = Y =~ E(Y), Pre € Platl- P {E CM-(z:)} . Pre ndhodnd premenni Y'A,Y
teda plati e

Y A1Y = 5A1g - skoro iste (s.i.),

pretoZe
| €AE(Y) = 0 s.i.
E(Y’)A1£- = O s.i.’
E(Y )AE(Y) = 0 S.ioo

Pré nihodni f premennu Y/MA1MY plat:.



Y/NA MY = v e = el - P, (I1-De = e'h,e seie, .
prctoZe ,_’pA1£ =0 s.i., e/A;PE =0 s.ie €PA,Pe =0 Geile.(Tu P = X(X"X)7X".)
Teda ‘

YIA,IY Saley/ia my ¢ T, . ‘
Pomocou lemy 4.1 mozno dokAzut nasledujicu teordému.
Teoréma 442, V ~mieSsnom regresnom modeli je funkcia g(&) = g‘J‘ ’ Jeé , nevy~
crylenc a invariantne odhndnute Ind prive vtedy, uk gch(K(()I ), kde {K(I)}

0 i3~
= QT(Win). i'j=1.noro’p.‘

Teoréma dada V zmicSunom regresnom modell. pre &O—lokélne najleps8i nevychyleny a
invariantny odhnd runkeie 5(19') = g'\), ") g& , kde g ‘:M(K(()I ) a zo = ﬂ:} "i,Ovi je
>z o

regulirna, v pripade normality vektors Y, Jo

O 1P -1 1y ol =Tyl =1 -1 P e R

g% =Y %:ﬁai{zo - I)X(X'E X XL ]vi[}:o PIPES {690 XD OJB ¢ Zo] Y .
Kooficienty Ajqseees 1p s ricdenim systému
A = &

o~

RUP P

[s - m)*}i"j = Tr [(MEOM)"'Vi(M EOM)+VJ-] Ly TyesesD
O .

kde

)+ -1 - ey’ 1) v !
MEMT = X, TLXX LX) XXy .
Dékoz. Pozri (1) . ,
Teordms 4.4, V vmicSarom re regnom modeli (P o -\90 )=lok:ilne rujlepSi nevychyleny
odhad funkcie g(~3) = g'\)', «3(\9\ , kde g(‘).,L(KO) o Yo = {p_‘.&]_ ovy J° reguldrna, je
= i=1 ]
/I\ 2
e¥ = (Y = X () §._=_19ciAi(Y = XPy) s
’ TR R R S S & Y N e s
A, =L V;Ey ~ Ly AXTEXKYXTE VR KX L, X XEL, i=lheeeyp 8 koeficien=

ty "11,..., ﬁp si riefenim sistovy

P_
?_Tﬁ ﬁiTr(AiVj) 7= gd, J=1yeeesPe

Poznimka 4.1e PretozZe M(K(()I’))C.M(Ko) méie byt nevychyleny odhad funkcie g(.)
1lepd{ ne% invariantny a nevyc hyleny odhad. Sulej méic nastat pripad, oe nevychyleny
odhad existuje, hoci nevychyleny n inviriaontny odhad neexistujees Je ‘preto po,trebné
uvdéZit volbu odhadu Vv konkrétnej situdciis .
Podmienky pre existenciu (‘S,'\j\ Y=rovnom rne nejlepdich nevychylenych odhadov s4
pomerne zlozité. Ukezuje to nr.oledujdca. teorému,

' Teoréma 4.9. V zmicSanom represnom modeli (Y,X(S, 3 = iEa&iVi) oznaéme V =
- i=1
= spa.n{V1,...,Vp‘} ; delej pre Tubovolné Vi e\ , kde Vo je pozitivne definitnid definujme:

- A =1d € M(X) : W51de-.,l.\(x), vcu’}
a linedrny podpriestor &£ priecstoru symetrickych matic 9n = {A T A= A/
nxn ‘ :
&£ = ‘{G : Y {vev‘,j {Gvev} MV (MV M) G (MV M) FMVM = MGy M & Mo,V X = o} .
‘ . P -
Potom &Y + Y’AY, kde a = Vg'd , def o A= MV )G v M)*t, G ed , o (‘\ )=
rovnomerne najlepdi ncvychyleny odhad svoje] strednej hodnoty

s A Jje typu

] . :
E{a' Y 4+ v/ay) = a'x(s + S_E_Ji'rr(Avi) .
- | i=1

Dékaz. Pozri [1] teoréma 2.5. , '

g . . . ' /
" Teoréma 4.6 Nech v replikovanom zmiesanom regresnom modcli ¥ = (Y:,...,Y{(“) ~



existuje uzavretd gula vnorend do Vy , p gﬁ, a matica. V( ) . iL‘I ¥;V, Je pre uvaio-
vany bod 7 € ¥, reguldrna. Ozndéme

S = (1/1:)2(! - Dy - Y)/. Y = [1/(k+13i_' Yy {M f)}i N [v(")] 1‘,‘_;,_,(-;-)]-1)’

‘1’J=1.l..’m.
Potom plati
{1) Pre funkciu s( ) ¢ s > :R. kde g(v) = xv R ve \l.3 existu:)e v tricde d = {Tr(AS):
) =

A e?n" nevychyleny odhad préve vtedy, ak A€M(M & M(K) , kde {K}i j =
= Ir(V,V) 1,320 .000,m

(2) Ak v triede & existuje nevychyleny odhad pre funkciu g(.), potom ¥ ~lokdlne najlep~
81 odhad v tejto triede je

m
~ ey . (N =1y [y ()]-1
T () = Tr(j§1udﬁf ] v, [v M),
kde vektor *®= (‘!1,..., ‘xm)’ je rie3enim sidstavy
uTae - A

(3) Disperzia odhadu 't"g(S) cosahuje v bode ¥ dolni Raovu-Cramérovu hrenicu

& @)1 TH-1 ¢ N1y [y @EN-1,6)
B[, s0]= o a, [vT) v, [v¢ ]1j§1uj[v("] v @) .

= (2/x)2’F@m - NETl@a,
kae {F(0)); 5 = /2O ) ) < av2){u®), .
Dokaz. Pozri v [‘3].

/
Tegrémn 4.7. Nech v replikovanom zmieSanom regresnom mocdeli Y = (Y;....,Yr:) ~Y
~ (1 ®x) I=I®S% =3 .3(I®V)] ‘eV—zp.‘S V., reguldrna a S =
nm frZ- £V 1°] 9% T = 25Violy OB

m - 4
= [1/(m—1)] :(Yi - Y)(Yi -Y)y , (1/m)z Y .o Potom. q}o-lokélne najlep$d invariant~
i=1

j=1
ny a nevychyleny odhad (zaloieny na vektore Y) funkcie g(h) = f"\% ’ q”é‘\)‘ » e g{.)

Je nevychylene a invariantne odhadnutelnd, md tvar
AR EEM {(m - 1)Tr(v‘1v1v 's) + m2 /M)ty (mvm)*y}

pridom vektor A = (A ..., Ap y je rieSenim stéstavy

=f,

(m - 1)sv_1 + S(MVM)"’]'A

o ey Yy — : ‘
{Sv' }i"_j = VTV, 4,551,000, {S(MVM)+}1’J = refamvtv; amoty ], 1, 5e1, .o

Dékaz, Pozri [1).
BoznAmka 4.2, Vztah medzi odhadmi z poslednych dvoch teorém je analyzovany v ﬁ?].
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