ALAPTIVNI METODY

Merie HuBkové

1. Qved

Cilem ¥ldnku je vysvétlit hlavn{ ideje adsptivnich metod, popsst jejich zéklad-
n{ strukturu a poskytnout p¥ehled sdaptivnich metod z{skenych modifikeci postupd ze-
lofenych ne pofed{ @ ndkterych neperametrickych odhadd. Vydedky jsou presentovény
pro jedno-u dvouvybdrovy model v nésledujfc{m tvaru: :
Dvguyybéroyvy model: (X,,...,X) @ (¥,,...,Y ) Jsou nezdvislé ndhodné vybéry
z rozdélen{ s hustotemi f(x) = f(x—e), resp., kde © Je nezndmy parametr a f.
je 0bsolutné spojitd s koneénou nenulovou Fischerovou informaci,t].

0<1(f) = J(£(x))%/ £(x)dx<+ == ,

- gednovybdrovy model: (X;,...,X;) Je néhodny vybér z rozdéleni s hustotou f(x-o),
kde © Je nezndmy parumetr, f Jje symetrickd kolem nuly, aboslutné spojitd e
O<Hf)<+om . - s

Obecny tvar pofodovych statistik pro test hypotézy H:® = 0 proti A:6>0
ve dvouvybdrovém modelu je nésledujici

(1.1) Syl ¢) fw(x (N+1)7 ).

kde N=n*m, Ry Je pofsdf X, ‘mezi x,,._..,xn, Yyy-00yY,,, P Je funkce integro-
vatelnd se ¥tvercem definovéd na (0,1). Podobn& poladovéd stetistike pro H:e=0
proti A:e>0 v jednovybérovém modelu md ndsledujfc{ tvar

(1.2) st (<p) -Z sign X, </2(R (n+1)"

kde RI je potradf !X 3 mezi Ile,...,ix |, ¢ Jje funkce s vlastnostmi uvedenymi
vyle, sign x=1, x2 0 csign xeely x<.0. S

Zdkledn{ typy neparametrickych odhadd jsou odhedy maximélné virohodného typu
(M-odhedy), odhedy zsloZené na potadich (R-odhedy) & linedrn{ kombinace pgfédko—
vych stetistik (L-odhedy). PPipomenme si jejich definice pro jednovybérovy model.
M-odhady Ou(y’) Je definovén jako reéeni '

(1.3) 2? wX;-t) To, o

kde ¥ je vhodnd skérové funkce (defihované na R,), % znemend pFibliZnou rovnost
v néjakém smyslu. R- odhnd je definovén jeko feéenf ' '

\ ‘ .n +(t.)
(1.4) .lZ-'f sign N 30(
kde R;(t)_ Je poladf Ixi-u mezi \Xl-tl‘,,,.,jxn-tl s P Jje monotonn{ skorovd
funkce ns (0,1). :
L-odhad 6;(J) mé tver

(".5) | L(J) _Z JCL(n+1)" )x

ue

0,

(1) ‘
kde X¢\y € ... ¢ X(py de quof‘édaw vybér odpovide;jic{ (x‘,...,xn),, J Jje funk-
ce definovéna ne (0,1). B : ;

Je-~1li hustota f znémé a splnuje-li jiaté podminky regularity, testy pro Ho



proti A zeloZené ns  S5\( ¢f) a s;(go;) vedou k ssymptoticky nejsilnéjéimu tes-
tu pro Rontiguitn{ (tj. bl{zkou) slternativu v dvouvybdrovém resp. jednovybdrovém

mocielu, Zde

r —‘. o
(1 6) @ptwy - - LAE u)) u € (0,1,

£(F™ (w))

(. Priw) = P ((ut1)/2), ue€o,i,
F-l(w) - inf {x; F(x) * u}.

Funkce

1"

(1.8) Pelx) -£°/f(x), x € R,

(1.9) Je(u) = @a(w) £(F (w) 17 () uc(o,1)

a 97; dand (1.7) generuj{ asymptoticky optimdln{ odhedy persmetru © (tj. odhsd &

s viestnostf
& (In 1(e) (8-6)) ~» N(0,1) Pro > o).

Skutelnd hustota f obvykle nen{ v prsxi zndma, plesto poZadujeme asymptoticky
optiméln{ (nebo aspon rozumné) testy & odhady. Metody Fresfcf tento problém nazy vdme

Zékledn{ strukture adsptivnich metod s ocemeznim je nésledujici:

D] zvolit rozumnou t¥{du rozddlenf F 8 rozhodovaci pravidlo pro vybér rozdé&leni ;

2) vybret rozd&lent foe F na z4klad& zvoleného rozhodoveciho previdle (pfi tes-
tech e odhadech zaloZenych na pofsdf jsou rozhodovac{ previdla zaloZend ne po-
Fddkovych statistikdch preferovéns);

3) aplikece testu )popr.odhedud, ktery je optimdlnf pro fo .

Adeptivni metody bez omezen{ spodfvajf{ v ndsledujfcfm:
1) odhednut{ funkce Per YWp rTesp. Jo;
2) eplikece testu (pop¥. odhadu) s ?%! ?} resp. Jf nahrezenym pi*{sludnymi od-
hady. '

Byla ndvriéna Fads sdeptivnich metod obou druhd a studovény jejich vlestnosti.
Obecndé lze rfci, 2e adaptivn{ metody somezenim jsou obvykle Jednoduché, vyuZiveji
zndlié testy a odhady. Aviek vysledné testy a odhady jsou ssymptoticky optimdin{,
pouze néleff-1i skuteiné roxd¥leni do tF¥fdy 7 . Na zékledd vysledki simulsnfch stu-
di{ pro malé roxsahy vjybdrd lze tyto postupy doporudit.

Testy @ odhady z{skené edeptivnimi metodami bes omezeni Jsou vét3inou esympto-
ticky optimdéln{ pro pomérné #irokou ti¥{du rozddlen{, ale konvergence je velmi pomeld
e poulit{ je obvykle spojeno vypoletnimi problémy.

Vét3ine adsptivnich postupd vznikla modifikact pofadovych testd, odhadd zaloie-
nych na pofsdi, L-odhedd nebo odhedd meximélnd-vErohodného typu. Nédsledujfec{ dva pe-
regrafy jsou hlavné vénovény testim a odhaddm zaloZenym na pofadich.

Pésornost bude v#novéna prehledu moZnych tr{d rozddlen{ a rozhodovacich pravidel
pro v§bdr rozddlenf z £ v Jednovybérovém modelu. V deld{m budeme pouZffvat nésledu-
Jic{ symbel: :
F() =f{g; g(x) = AL(2 x-u),-oocu < + o= , 4 >0 ¢} .

Nejprve si uvedeme metody s rozhodovecim pravidlem zgloZenym na chovéni chvos-

td rozd¥lenf (nep¥. Héjek (1979), Rendles a Hogg 1973), llogg @ ko .{(1975), Jones(1979).
V tomto pf{pedd tffds rozd&len{ obsahuje hustoty s tzv.lehkymi,stfedriimi & t&fkymi

rhwvAanty



Kendles @ Hogg (197)) uveioveli. L"idu ‘ ={?if )y T(fz) }'(13)} kde: 7, Je
dvo3jit¥: exponencidln{ rozddleni (td2ké chvosty), f2 ‘Je logistické (athdn_:( chvosty)
e 13 je rovnomérné (lehké chvosty). Ltczhodovacf pravidlo je nésledujfci:

zvoltt  T(£)),  Jeatlize . Q22,96 - 5,5/n
gvolit nry), jestliZe - 2,96-5,5/n 23 * 2,08-2/n
svolit T(f ), jestlife 2,08-2/n > Q,
kde * SO
’ —'
(2.1) Q= (x(n)-x“))n{; medi_ﬁnn«z ,‘,Xll 2) . pro n€20
. - . : — _' X, ’

2d¢e U, o L. oznefuje primér 100u% ‘nejvétdich ponf* nejmendich pofédkovych ste-
tistik. Rozhodovact previdlo pro n#2¢ 'Je motivovéno f.ktu, fe optimdini test inve-
risntn{ vzhledem k posunuti a zmdnd méF*{tka pro dlohu H : "vjbir je z rownomérného

rozddlent” proti A: "vyb¥r je'z dvolit¥ expdencidinfho rozd¥leni” jJe nlé‘!ﬂa (pPi-
bliZnd) na Q dané (2 1). Pro velké n plati : :

3,3 v prnvdépodobnosti pro nvr o , je-1i re?’(f1

Q== 2,6 v pravddpodobnosti pro mees , Je-l1i f@F(r,)

‘f,9 " prnvd&podobnostt pro’ mne e je-1i r:?’{r3). ERES
Testové stntiatiky jsou zvolené podle obecného pravidln kron& .'F(f ) = autof'i doporu-
fujf{ uzf{t modifikaci !ilcoxonova jednovibﬂrového testu. Toto rozhodovaci pravidlo by~
lo pozd&ji modifikovéno a- pou!ito ‘také pro konstrukeci del31ch adsptimich pcs%upﬂ

(nap!*. Moberg-skol. (1980)). .

‘Jiny postup ZaloZeny na ¢hovdnf chvostd rozdSlenf byl navrien: Héakem (*91@) pro
trtau F =Ly, ., FCL)}, kde f,° Jsou rizné symetrické hustoty. Dle rozhodo-
veciho pravidls zvolime T(f ) takové "3e pr{siulné kvantilové funkce 3! aldbliie
vybdrové kvantilové funket. Zidné ‘viastnosti mtody nebyly studovény. -

Jones (1979) uvetovel trfdu F=.{fa;2 e Ry} , kde kvantilové funkce . F~ (u)
pitisludnd ¢ mé tvar - U T e

' ?A, {u) = (v - (l-gz )/,AA;, y: o .y :
(4 Pu, g, ) = (A= 2w A3 leew 212 tate t.i"idn?obum:}e
rozd#len{ s lehkymi .40, stFfednfmi: i t&Zkymi . A< 0 chvosty; nept. pro A =1 a A2
Je £ . rownomd¥rné, pro A= 0,135 je -f pribliind normélnf,pro.A=0 Je f  logis-
tické, Auter n-vrhuac n‘lledudici odhad A nlazemf aa poi‘idkovych stnttatikicb).

<¥ i -

pouliac ?(n, fq ). B LB EES

P¥{kledy postupd, kde roshodovaei pr-vidia néni ‘motivodno chbviﬁiu cmua,
jsou dve postupy pudlikovand Hiéjkem (1970} pro ebécnou tifdu 9’={ ?(f‘}.»-... e )}.
kde t‘»..'.‘..'rk» ‘Jsou rdsné hustoty; e“postup vypracovany nboriiu?tt9?9)."'m1“roz-
hodovac{ pravidlo je bayesovaké inverisntni vi#i posunut{ a zaind m¥rf{tke; aruhdé je
zelokené ne asymptotické lidnaritd pofedovych statistik e posledni vyuiivé odhadu
apiéutoni. Aby roshodovac{ pravidlo bylo zdvislé ;Souzt na uspofddanda vybdru
lxl (1y § oo ﬁxlm, (odpovidajfct {Xi|,.00i1X 1), definujeme nové néhodné veli-
&iny . x" a Yilxlq v -4%1,0004m, k@@ Qyy...,Qy Je-ndhodnd permutace (1,...,n)

&8 Viye00,V

n 3lou nesdvislé stejnd roldilepé néhodné velil¥iny s P(Via’ri)--P(Wi“m‘)'g
= 1/2 mz‘visu na X ,...,x . 'Pak pFi hypotéze H jsou néhodné vektory

(XYseees X)), (R,,...,R“) - {sisn x“...,lign X.) nezdvislé a (Xf,...,l: )
rozd8len{ shodné » (XI seesy X“ Yo R



Bayesovské roshodovec{ prsvidlo inverientni vadi pommt# l ulnl ni!‘ttn (3cou-11
vBechny typy spriori stejnd pruvd&podobné) F{ké ndsledujfci: '
zvolit ?‘f )' d'.tlit. 1:;’ pJn(x"'“'xn) = ptn(x‘.---lx- ). ‘kde

4+ n

—

pdn(x,....,x") a J’ (J' I1‘= (A x“-u)a“'z 'm}gﬁj, 3=, ...,k

Uthoff (1970) odvodil p (Xy,... X, ) pro ndkterd znémé nmmi (napf.normélnt, rov-
nomdrné, exponenciélni). Pro ndkterd rozd¥len{ je viak obtim spolitat tuto hustctu.

Proto Hogg & kol. (1972) doporuéil pouzivet :
oA -1 * » A4
PIa(XTae-aX) = 1L G 5y £OX(- M) ®gp)
nt 1 ’ g:= i {éﬁn jn
kde Jsou meximélné v&rohodné odhady posunutd{ e wéF{tke J-tého rozdd-
13“1, mglto pjn?x|.--.,xn,

Rozhodovecy pr&'idlo vyuzivejfc{ asymptotické linearity pofedovych statistik:
((f,,....f ) Jsou ebsolutnd spojité e l(fj)< +oe, 3=1,...,k) mé tver

A A

zvolit T(fl). jestliZe &gzk L;jn = Lih"

= (Sh(3,m 172y s%(3,00). (very S5(3,m))”
n

sps, v =L sten x{ sofd(-ai(a)(:nu)“

kcde 1/2

L

=

R"(‘t) je poredf |X] -t| mezi |x¥-tl,..., IX%-t| . K motiveci poznamenjme, Ze asymp-
tctické linearits (van ..oden 1472) implikuje

e j y:f (W @ (u)au (f ;of (u)du)

v pravddpodobnostt pro n+e , J=1,...,k, f je akute&ﬁ hustots. Podle Schwarzo-
vy nerovnosti je prevé strens men3{ nebo rovnas f Z(u)du) /2 o maximum je do-
sezeno prdvé, kdy2 fc ?(fj) . :

Albers (1979) uvefovel mfsto trF{dy roza¥len{ 7 ti{du y ~funke{ (ozn. ) ge-
nerujfcich testové stetistiky Sﬁ( (f’) (dsnou (1.2)), kde F = {Vr, fﬂr }0°+ r h,
-—D,ér‘énz}, ¥, @ h Jsou hlﬁdké funkce na (0,1), D> 0y D> 0. Autor dopo-
ruluje zvolit By takovou, e T minimalizuje :

-1/2

n o .
-ty q q
n (1XVeey ) x** aF (Jt)
r ‘_:1 (1) f ‘ l
n
(n‘_'iz_i‘(axt(“)")q’P ( mp dF (x))q"P

kde F_ Je distribudni funkce odpovidajfef (., 0<p<q. Wb p s q Je dopo-
rulene v zévislosti na volbE 9'.

V tomto paragrsfu budou uvedeny odhsdy funkce ‘ff.

Héjek (1962) navrhl ndrsledujfc{ odhad funkce Vf ris sékYedd® polddkovych sta-
tistik x(,) £ X0, -

(3. Pw = 232,1.2 { . IR

hn;j*qn (hn:j'qn’
IS Sy R PP
(hp, g+1790) "(Ry 4e1=3p) ‘

1434, qn=[ni/4 5-:], t, =[n'/4 c:], €, = 0, n'/4 5;1--.- 0, pro nPo-,

n nj"‘“““’n* 1)"] , léjﬁtn , [8] oznaduje celou ddést g,




vdhed je motivovdn ndsledujfcimi dvéma‘tvrzgnfmi;
1

1) x(nu) — - ¥ (u) je pravdé&podobnost pro n+oe , ue&(0,1),
! : 1 .
2) lim 2rs . - = p(u)y u € (0,1).
re0 s%0 { —T(u'tr) ¥ (u-r) . (U*S"'I‘) (U*B P)} Sof 4 ’

Dal3{ moZnost je vyuif{t Fourierovy #ady. Funkci s odhadneme nésledovné;

o

(3.2) pw = ID & P (uw),

kde {Pk :20 Je Jplny ortogondln{ systém funkci z cho,l) a /} Jsou odhady
pti{sludnych Fourierovych koeficienty

\ 5' _ L +#4 P (F(x))
(3.3) e, = 1—F;” . y&(u) Pk(u)du = ip; I -_-—-E_-_ dF(!),

kde P, Jje funkce komplexn& sdruZend k P,, IP_ ”2 = j [Py (u) f du. Tuto metodu
nevrhl Beraen (1974) pro systém goniometrickych funkcl a Sdhady Sy 21skal tek,Ze

v poslednim vyrszu na pravé strané distribuén{ funkci F nshradil empirickou a de-
rivaci nahredil diferenc{. Hudkovéd (1984) navrhla pouift systém Legendreovych poly-
nomd} & pro odhad Cy vyulift asymptotické linearity poradovych stetistik.

V serii prec{ vyprecovell Behnen, Neuhaus, Ruymgaart adaeptivni poradovy test
prc obecny dvouvybdrovy problém (vietnd algoritmu pro vypolet). Nechl (X1,...,Xn)
) (Y,....,Ym) Jjsou dve nezédvislé nédhodné vyb&ry z rozd&len{ s distribulnf{ funkc{
F resp. G, kde F @ G neznédme. Pro test hypotézy H : F = G proti A : F £ G,
F ¢+ G miZeme pouZft teatovou statistiku (1.1) s (pfi F a G znémych)

W= fy - 8y nebo @Y= log Ty / gy

xde fN ° gy jsou hustoty F(Hﬁ‘(xi)) resp. G(H-; (Yi))’ N=m+n, HN =(nF+mG) /N.
Byly navrZeny odhady hustot fN s gy zaloZené na pofadich a typové jde o odhady
8 Jjddrem. Byl vyvinut algoritmus pro vypolet pifsludné testové statistiky.

Pokud se tyfe funkci J} A Y, Sacks (1975) navrhl odhad Jf, prifemZ pouZil
obdobnou motivaci jako HAdjex (1962), Stone (1975) vyprscoval adaptivni M-odhad. Po-
uzitl odhad s jédrem pro f & f v (1.8) a vznikly odhad poné&kud modifikoval, aby

mél dobré asymptotické vlies .nosti.

Ne zdvér bych cht&la uvést jeden odhad paremetru o, ktery je asymptoticky op-
timdln{ { p¥i nezndmém f a nejde o edeptivni odhad ve vy3e uvedeném smyslu. Beran
(1478) nevrhl vz{t ze odhad parametru © hodnotu t, kterd minimalizuje Hellinge=-
rovu vzdédlenost f (x) = fn(-x*at), kde fn Jje odhad hustoty f .
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