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t1snek navazuje bezprostfednt na prfspévek (Havrdnek,1982) 2 ptedchoz{ konfe-
rence ROBUST. Je v3ak jiného charakteru, rebof dtelem je nynf ddt ptehled o nékterych
novych vysledcfch v oblasti vyhleddvdn{ vhednych modeld pro mnohocrczmérnd kategori-
d1nf data spolu s informacf o né&kterych teoretickych vysledcfch,které mohou mft -
Eiri{ uplatnén{. Jde naprfklad ¢ charakterizaci kolapsibility &i charakterizaciy
sodeld s odpovédmi.llének obsahuje jisté drobné nove poznatky a ndvrhy tykajfc{
) prﬁi m#éai téchto dvou oblastf.Je vhodné upozornit,¥e se doplnuje s prac{
J . miohilne (1%1) z tohote sbornfku. , o

~ Zopakujeme jen velmi struln® nékteré zdkladnf pcimy.

Uvalujewe kategoridlnf velidiny (t.J. ~veli¥iny nabfvajfcf jen n&kolika mélo
hodhbt)“Veliéiny budeme znal&it pfsmen) A,B +Co-+. )N, Pfedpokldddme,pokud nebude
teZenc jinak,Ze veli&iny,které zkoumdme,majf{ spole&né multinomické rozlofeni -a Ze
pogorcvand data vznikajf{ realizac{ stejné rozloZenych a nezdvislych veli&in
| >,B,c,... ,ﬂ) s i=1,...,m. Prekven&nf tabulku,;kterd takto vznikne,budeme znafit

TASC K Jebli veli®in n ,mluvime o n dimension4ln{ tabulce.Mnofinu veli®in
.vyﬁﬁﬁfejfcfch danou tabulku zna&fme V. :{A B, C,...,N} .Jednotlivé frekvence
Ty tﬁbﬂd@f #ﬁiﬁiﬁe,napfik)ad pro T,n. jako ‘"ijk' obecné& m(i) . Odpovidajicf

vdEpodobnost 1 znalime p(i) . o | :
i éﬁﬁ@iﬁ s¢ nynf na t¥i veli¥iny A,B a C.Pak p¥i logaritmicko linedrnfm modelu
- se viewmi efekty +t.j.modelu saturovanému nebo dglnému,se ptedpokl4d4,%e

log piSc O +AR . A5 age ,1“5 ,1“ sA5ee e )
pti obvytlfch podm{nk&ch zaruéujicih jednozna&nost. Hierarchické logaritmicko—lineé-
rn{ modely |HEL mddely ). vznikajf vynechdnfn n&kterych Elend v (1) a to tak,ze
Je-14 (;rc vﬁtchny hodnoty indexd) vynechdn n&ktery &len, je vynechdn i &len vy§§£-
ko f!ﬁu T.t. vynechdn{ A, znamend vynechdnf ANEC . HLL modely se. popisuji pomo-
i gene: ‘ffc,! h t¥fd (vyrazd, sentenc.f) » Pro model o+ '11+ AB hf’r 7. Ajk
je to  (AC,BC). Mé&jme tabulku uréité dimense n. Cenerujf{ t¥fda obecné mé tvar

(ai,...,ak\ Jkde 8y¢.+.+8, Jsou podmnoZiny V, takové, Ze pro is#j nenf ani a, gaj
ani a <:ai . Ptftomnost a v generujfc{ t!idé uréuje, 29 v modelu je &len lf i
viechny Eleny ;l pro bG a. Mno¥finy 84 3=1,...,k nazyvéme generétorx. Pi{Zeme
ovlem  (XB,BC) mfsto korektn#jifho zdpisu {{a,B}, {B,cl} .

‘Pro generujfct vyrazy méme definovdny operace priiseku a spojen{ A,V :'
qu....rak)h(b',....b})- (a,n 1,ainb2,...,aknb1) pfi vynechédn{ redundantnfch
mno%in, Podobné (a,l,...,a,gv(b seeesb) = (a,l,...,a +Bgreeesb)) .Jde o distributiv-
n{ svaz. Operace A odpovfdd préniku &i konjunkci modeld,proto b&iné pfieme
Pro éva maﬁely @Y (aa"“"k)&( ,...,b) (°4"""k>'\(bi""'b )

x =g iy

Maﬁ&hﬁlhé‘vﬁk'*”y”é ‘cdhady frekvenci (resp pravdépodobnostf) pfi daném modelu

qp znd8ime ~%i3 (resp. (fﬂ Obecn#& je nutné tyto odahdy p¥i HLL modelech
tbamm ftevatnim postupem (iterative propottional fitting wviz (Préskov4,198s)).
M% -pubiiihﬁh ‘PHpEdE rozloiitelingoh modeld, 1nterp:etovate1n§ch v Fe&i podminé&nych




nezdvislost{ (a ekvi-pravdépodobnostf),doatévéme odhady jdko souéiny a podfly mar-
gin&infch frekvenc{ v "uzaviené” formd bez iteract.

Je-11 ae=V ' pak margindln{ tabulka T, je tabulka obsahujic{ frekvence m(i)
“Zirac m(i R s¥ft4 se pfes hodnoty indexd odpov{dajfch veliindm z aC
vooa. Naprklal pro model (AB,BC) pottebujeme matginélnf tabulky T,, a T,..O0dkad
je pak PiJk (my 5 m o) /(m g m) v b&#né notaci 1{ =2 Kk ™53 0D -

v (Havranek 19823) byly rozlozitelné model; navyvény my tiplikativnf; zdd se,le

nynf ge ustdlil terwfn rozlo¥itelné.

2.GRAFOVE MODELY
UvaZujme véechny HLL modely dané dimense n.Zajfmavou t¥fdou modeld je nejmensf

t¥fda modeld obsahujfci rozloiite]némmodely a uzaviend vi&i konjunkci modeld;oznad-
re 8i 3ji H1 .. Tato t¥fda je charakterizovdna v*(Havrének,]QS:aJjako;tfida.modelﬁ~
generovanych priniky (elementdrnfch) modelt nulové parcidln{ asociace (2ZPA modeld ).
Model nulové parcidln{ ascciace je rmodel typu (ACDE,BCDE) pro n=4,t.j. model pod-
min&né nezdvislosti 2 a B vzhledem k ostatnfm veli&indm. N
Generujfcf t¥fdu (al,...,ak) mifeme zobrazit na necrientovany graf s mnoZinou
uzld V_  nédsledujfcim zplsobenm: i('(al,...,ek))aﬁvn,s)  kde E=ﬂk,y);(x,ykvhxvn
a xy je obsaieno v nékterém aig. o
Mcdelu (ACDE,BCDE) tedy odpovidd graf A—*—-E\\
t.i. dplny gfﬁﬁ/ﬁgi Vn_bez jedné hrany AB. . _ D

B-\~Cf’
Modelu (ﬁggfﬁD,BD) Fro n=4 odpov{d4
D .TentyZ graf viak odpovidd i rozloZitelnému modelu

graf: .
///( T::}(:: _ (ABC,PBD) pedminéné nezdvislosti C a D.Vidime,%ec zobra-

né/// B C zenf z mnoZiny generujifcfch sentencf{ do mnoZiny grafd
n{ vzdjemnd jednoznaéné.

/" UvaZre nyn{ zobrazen{ j zcbrazujfc{ grafy s n uzly {2,... ..N} do mno%iny cene-
///rujfctch sentenc{.Je-1i G nyn{ graf,pak 3(G) je definovdno jako (al,...,a ) ,kde
jsou mnoZiny uzld k1ik grafu G (klika je maximdln{ souvisly podgraf}

al,-o.pak
Pro mdme dve <1liky . a : "a tedy 3(G) =
A D L D
| > T\ f/ (aBC,aBD) .
B ¢ B——¢c. - BY B
DdleZité je nyn{ toto: i H) ) je mno%ina vEech grafi(s n uzly ) a zdroven
(it Hl)—lf j . PFi restrikci i' ra le dostdvdme vzdjemnd® jednoznalné zobra-

zen{ Hl na mnoZinu viech grafd s n uzly.Vzhledem k ‘této vlastnosti je plné oprdvné-
r¥ ndzev,ktery pro. t¥f{du Hl' pouZili Darroch,Lauritzen a Speed (1980) , t.j. tffda
grafovych modeld. ' : k

3. CHARAKTERIZACE ROZLOZITELNOSTY - - -

Pro prdci s grafovymi modely je vyhodné pouifvat techniky teorie grafd.vV tomto
jazyce také charakterizovali ' Darroch,Lauritzen a Speed (1980) rozloZitelné modely:
grafovy model je rozloXitelny,neobsahuje-1i jeho grafové representace Krufnici
délky vét8f neZ t¥i jako podgraf (t,j.'je to triangulovany graf; viz NeBtF¥il,1979).

. : PEfklad (n=5): ,E\
' (AB§D;ADE) D "je rozlofitelny, - éé;&:f—-n " nen{ rozloZitelny,
N (Aac ACD,ABE ADE) \B____C/ proto¥e podgraf

Ex\\\ - 3Je kruZnico délky Etyki. Pro rozpozndnf{ triangulovaného grafu existuje
//D - algoritmus (eliminovdni izolovanych uzld ,Golumbik,1980) ,odpovida-
jict algoritmu pro roypoznévéni rozloZitelnych modeld uvedenému naplk.

(Havrinek 19824). 'To,%e rozloZitelné modely,mqji triangulované grafy odpovid4 to-

B——=C



mu,¥e jde ¢© jednoduché modely; triangulovand grafy jscu v jistém smyslu rovneé? jedno-
duché - jejich klikovost se rovnd jejich Larevnosti. (viz Nestf1l,1979).
Platf dillezity vysledek poprrvé explicitne publikovany a grafcvé dokdzany Edward-

sem (1984) : o - .
Méme-11i nesaturovany rozlofiteliny model ¢ ,pak
Y li&fci se od q’lpouze,pfidénfm jediné hrany. ‘ ‘ (A).
'V Jiné formulaci to’;ngmep{.!é je~14 qodanj‘;égldiitelni model,pak postupngm pfidéd-
vénfm hran (a to take#Ym}iéwvfsledkgﬁ je opé&t rozloZitelny model) se dostaneme
k (elementlrnfmuﬁ,iPA:Zﬁddéfu i'TentQ stlédek je v poné&kud zaéiftované ‘Fodob&
obsaZen v préci Sundbérgévé‘(1975)'; pak péffil i3téVk'fqlklo;ukmezi badateli v ca-
né oblasti.pivodem ne zcela jasnych formulact 1 ne v§é¢becn6ho rochopen! rldznych
vysledkd je zde patin& stdle nejednotny jazyk. ' R
z (Havrdnek,lBBZq,b)‘ vime, Ze grafovy model @ 1lze psdt jako konjunkei _
q&(..;&q& element&rnfch ZPA deelﬁ. Modely ¢a,.....,9¢k jsou éamoziejmé rozlo-
Zitelné., Platf @ je rozloZitelny prdvée kdyZ lze &leny v kenjunkeci uspofddat tak,
Ze qqﬁqb&...gqa je'rozlcéjtéinf'pr6 Ea2d§ j-}ﬁ,...,k~l . Pfgloienqrzpét-do grafo-
vé Feli: rozlciitelny model @ dostaneme tak,te postupné‘po jedné ubf{rime hrany.
Kaidy model takto pPostupné zfskany musf byt rozlo?itelny.Navf¢: vyjdeme-11i z elemen-
tdrnfch ZPA modeld a zkoumdme postupné'pouze véechny‘roi;biitelné‘modely vzniklé
pestupnym odebf{ranfm htéh;heﬁﬁiemewéédnj‘rdﬁlqiifelni mddei‘pomihout.Na,téio skuted-
nosti je zaloZena procedura pro vyhledévdn{ réiloiifé]njch modeld navriend Edﬁardsem

- (1984) .

existuje rozloZitelny model

4. KOLAPSIBILITA ‘ 4 :
Velmi dlileZitou vécf pro analyzu mnohorozméinich dat jg.k;)apsibilits.ade o to,

fe za jistych okolnostf mifene zkoumat vztahy néktexych veliZin bez ohledu na cstat-
nf velidiny,t.3j. v margindlnfm rozlo¥ens pffsluﬁnich veliéin &i v margindln{ tabulce.

Platf-1i model (ABCD,EF) pEt n46, mﬁzéme‘vztéhy veli(in. A,B,C a D zkoumat
v margindlr{ tabulce vzniklé se¥tenfm pfes“inﬁégy ogpoéfgﬁiji E a F',t.j. ®yskl..*
Problém je zde ovEem Zpravidla ten,¥e my nevimc zda (Aggg;gr)piati a prijets takq~
vého modelu nezivislosti na zdklade testov?h?ﬂﬁde silné‘p;ggi stdvajfc{ statistické
filosofii (a konstrukc! testd). Pomifime ale nynt ténto'p{phiém,Pbloéwc si jinou
otdzku: kdy miZeme zkoumat vztaly nékterych veiié;n bez'oﬁigdu na jiné veliéiny.resp.
kdy se miZeme omezovat ra margindlinyt tabulky{?:o grdfo§6 i obecné HLI modely féﬁf
terto problém dosti obecn& Assmuseh*a‘ﬁdyards'(1983).' S '

Nechf nynf aQV,, a je tedy mnoZina veli&in (resp. vxgﬁg;Q) « Prc dany grafovy
model ¢ definujeme jeho restrikci na a znafenou gba jaquel odpovi{dajfcy
grafu vzniklému vynechdnfm vEech uzld, které nejsou‘v‘4a'('a,v§éch hran vedoucfch
do téchto uzld). Pro obecné HLL modely lze definovqt restrikg;>zcela.obdobné.

Necht nynfr.gi je restzikce'indexufdo mnoZiny a (t.j. vf§§H ‘1jki ) a.;'odhad pli
platrostie, ﬁ& <} $1 pfedpokladu platnosti Py ﬁewgggg,ze“qq Je kolapsibilnf na Par

A A
je-1i pro kazde ia ’ P(ia). pa(-i-a)‘ L
Vratme se na chvili ke grafam, Rekﬁcme,!gmmgg?jng uzld s oddéluje mnoZiny uzld
Ples uzly vs,

a, a a, ,jestli¥e ka¥dd cesta mezi l!

)
PEfk]ady: \ .
- . s ,.4.‘.’ ) - l”a’l N '7 : .
. D p g N SRR :
. : ¢ I : .i;:}*(:,;_ ' B\\\V o $ . (#Bc,CDF, DEF )
. ‘oL E . ; g N q‘! - .
a1\ . ““, - - a2 AR - ]

2 : ‘
TuSime ihned,%e v teé;,g;agoyich,mqggIQ:»;, L :
8, a a, jsou podmfnéng nezdvislé vzhledem k s (znaﬁimg °11'°2/§) prévd® kdy¥
je 8 oda&luje. : : ; '



A nyn{ dlileZity v¢sledek: : v
Grafovy mode. ( je kolapsibilnf na cp prévé kdy% pro kaZdé a,,a, as tako-
vé,fe ai,azc a ,podm{n&énd nezdvislost a, & a, vzhledem k 6 implikuje poudminé&nou
nezdvislost a,'a az vzhledem k aOs. _ ,
NapZ{klad G- (aBC, CDF, DEF) e kolapsibiln( pro- -{C F} ,nebof C a F nejsou

podn!nénl nez‘vislé vzhiedem k 24dné mnoZin& s.UvaZme ¢, = ( ABC,CD, DEF )
pro a = {C F} C aF jsou podminéné nezévislé ( separovény 0,

ale nejsouv nezdvislé,t.j. podmfnéné nezdvislé 4 aos s {C,F)0
{py= ¢ a tedy nelze kolapsovat na a. Uvaime a :{c,D,F} -
: pa‘k' ans= {DY a je vie v pdﬂdku; model je kblapsibiln(
ra {C,D,F'ﬁ . ' '
Co teo znamenéd pro testovénf ? Chceme~li v rémci modelu &
testovat podminZnou nezdvislost a, 2 a, vzhledem k. 8 a & i vysledny jednodus-
8{ model @ & ( a _La / &) jsou kolapsibiln{ pro a obsahujic{ a, i a, +je rozum-

né testovat podmfnénou nezdvislost a, a a2 vzhledem k ane = bez ohledu na po-
uZity test . Vzhliem kolapsibilité zamftnut{ ..La '/ ans znamend zamitnutl
1 dm'z/s' Ztejme nezam{tnut{ ayla, /ans zua.mené nezamftnut{ a,la, /s.

Ot&zka je ale.kdy mﬁ!eme aTLa /ans testovat v margindlni tabulce Ts Pro obvyklé
testové statistitiky (pomér véxchodnostj,chi kvadrét.exaktni test) je to moiné
(viz pro prvnf dva pfipady Assmusen a Edwards, 1983, pro poslednf Sundberg,1975)
dfky faktorizaci pravd&podobnosti na ¢leny tykajic{ se a a na ostatni &leny ,které
jsou pro coba modely shodné, a které se v testovfch statistikdch vykrdtf.éi seltou ;
- stupné volnosti jsou rozdflem stupnd volstx obou modeld a ned&lajf tedy potiZe.

Bylo by moZné obecn& definovat t¥{du statistik které majf{ tuto vlastnost,v teoretic-
ké rovind jiste intuitivnd opxévnenou.,z rdznych ddvodu se zda,%e by bylo vhodné
je#t& zkoumat nové testo&é statisky &i rahodovac{ pravidla pro analyzu mnohorozmér-
nych kategoridélnfch data (viz zde §6,7). Testovdn{ v margindinich tabulkéch md
velké vyhody,zejména dfky vy§§im teoretickym i pozorovanfm frekvencim a t{m lep&f
asymptotice, vy;oéetnt otézky zde té% nejsou zanedbatelné. '

" Rolapsibilitu lze definbvat 1 obecné pro HLL modely v Feld generujicich ttid.
Formulace pouiité v préci Aqsmusena a Edwardse (1983) nejsou p!!lié‘ptﬁhledné a byloe
by potfebné jekté vhodny jazyk hloubéji,ptomyslet..Poznamenejme.ie podminka kolapsi-
bility uvedens zde pro grafové modely je obecné podminkou nutnou,ale ne postafujfci.

5.0DPOVEDI A wsvﬂ*rx.uarcf VELICINY ,
- Podivejme se nynf na situaci,kdy nékteré veliéiny,feknéme z mno!iny ag v, jsou
vysvétlujfct (nezévinlé ) a jinéab = V,-a jsou odpovédmi ( zdvislé velitiny)
_Vhodni obecny model pro guto situaci je faktorizovand pravdépodobnost
peay - BTy p¥ly/e,) | ‘ (2)
kde p‘((‘_i_‘ay ~ je mergindlng pravd&podehnost pro veliéipy z'a pii néjakém HLL mo~-
delu¢ga p Y -je podmfn&nd pravdépodobnost b pii danych hodnotdch a dand HLL
modelem pro Vo av b obsahujicfm vEechny interakce mezi velilinami v a .
Roli modeld ¢ a ‘\r ukazuje vztah pro odhady frekvenci v celém modelu sktery je

zde , 49
‘ ﬁ# A mi(1) e sdruZend pravdépodobno:t v modelu
(1) = m (_ia) ™) véechny dterakce z a
. mn :

Otdzkou je, kdy px(i) lze vyjéddfit p¥Fimo HLL modelem a obrécené kdy BLL model
pro celé V. md tvar odpovidajfct (2) . :
0<_!povéB na ob¥& otdzky je spojend s kolapsibilitou: |




HLL model X Je vyjddfitelny ve tvaru (2) prdvé kdyZ je kolapsibilnf

vzhledem k a . - . ' - o ®
Pak ( je adno X, a V¥ jJe d‘qo jako sjednocenf saturovaného modelu pro a
a xcl(b) ,kde cl(b) je uzdvér b v X ,t.j. cl(b) obsahuje b a viechny pfsmena
(uzly) z a, které se vyakytujf v generdtorech obuhujicfch veli&iny z b,

Pro grafové modely je zde intetpretace zcela jaani a unadnd PE{klad:

. (ABC,BCD,CDE),kde bs {a, E}uuodpovédi, a a+{B,C,D}
vyavétlujfcf veli¥iny. Model je trivélné kolapsibiln{ na a.
Jde o© ‘model tvaru (2) ,kde ¢ j‘e (BCD ) a Y Je
(BCD)V X by = ( BCD)U (ABCD,BCD,CDE) = { ABC,BCD, CDE) , nebot
cl(b)~V_. Podobn¥ model (ABC,CDE) je typu (2) s (ps(BC,CD)
a Yy - (BCD) U(ABC, CDE) = ( ABC,BCD,CDE ) .

Opatnou otdzkou je,kdy je model tvaru (2) HLL modelem.
Tvrzen{ vyslovime pro speciélnf pii{pad ,tj. pro grafové mo-
dely. Necht VU =aub .Model X je ddn dvima modely¢ ay.
UvaZujere nyn{ pffpad kdy ¢ 1y jsou grafové a jsou tedy
popsdny grafy nad a resp. ayu b.Mno%ina uzld b definuje podgraf ’V grafu Y.
Tento podgraf se mile sestdvat s n&kolika komponent  ( maximdlnfch souvislfch téste
grafu,viz 2.4.6, Nedet¥il, 1979). Hranice komponenty grafu ‘Yb v celém grafu ¥ je
pak definovdna jako mnofina té&ch uzld grafu y,které nejsou v komponenté,ale jsou
spojeny s nékterfm uzlem komponenty hranou. Nynf jiz ri¥eme vyslovit tvrzenf:

Model » {¢%) tvaru fz) kde ¢ a Y jsou grafové,je jrafovy :

préve tehdy ,JestliZe hranice kaZdé komponenty grafu ¥ v grafu Y (c)

je obsalena v klice grafu ¥ .

V¢sledny grafov§ model je pak ddn spojenfm ¢ a vﬁech Vcl(b\ Jkde bi je mnoZina
uzld i-té komponenty grafu 'lfb ( pozor,zde je v &linku Ass&msena a Edwardse,1983
ncpre-nost) . Ve zminéném &ldnku je tvrzenf (3.2) ‘vysloveno pro HLL modely.
To,¥e z grafovosti ¢ a | plyne grafovost Z je dokézdno v dodatku,

P¥{klad: Nechf a= (A,B, cla b-{n t}nﬂéx modelv imon < ~(AR,RC)
ay S(ABC,ABD,BCE) Yy mé graf a 'Y'b je podgraf @
majfce dvl komponenty E a D.
Hranice komponenty E v Y je *C. ,
{B,c} a je obsafena v klice BC.Hranice komponenty D je{A,B} a je obsafena

v klice AB. V§sledny model je ~grafovy. Pro jeho konstrukci poufijeme c1l(E)=
{B,C,E) a  cl(D)={a,B,D} . Dostdvdme spojenf t¥f{ grafd
aB,BCc > U ( aBD ) v  {BCE) = ( aBD,BCE )
Jla : T D A — D
v / v A %/ E
B c B | "_Bv/C; E L ="

Mifeme ovérit zpEtn¥,Ze (ABD,BCE) generuje podle (B) z tohoto odstavce

% +OBC,ABD,BCE) a (- /AB,BC) : (ABD,BCE) je kolépsibunf na a:fA,B,C}.Omezeni
(aBD,BCE) na a ddvd (¢ = AB, BC a clcb~(a,B,C,D,EY , pro ¥ tedy spojime

{ ABD,BCE ) a(mc) | o - | : ‘

6. HLEDANI GRAFOVYCH MODELD I
Mame-1i nyn{ tabulku zjiSt&nych frekvencf (pro multirelponsni ptfipad) a neméme
pfedem pfedstavu o vhodném modelu struktury zdvislost{ mezi velilinami,je nutné na



zdkladé aat vhodny model navrhnout.Vime,Ze modeld mize byt mnoho, napffklad pro n= 4
méwe 113 grafovych (a 110 rozloYitelnych) modeld, pro n=5 je jich jiZ 1450 (resp.
1233 ) .Nent tedy vhodné viechny modely testovat a zkoumat jejich shodu s daty,ale

je nutné na\)x:hnout zxqﬁlob,,j‘a’,k rychle nalézt t¥fdu grafovych modeld pitipustnych
vshledem k danym datdm. 2 této tifdy pak mbZeme navrhovat dal¥f modely pro zkoumdni
jak z hlediska vEcné oblasti aplikacf,tak z hlediska shody s dal¥fmi daty.

Pro urfenf takové mnoiiny modeld miZeme vychdzet z toho, Ze pifpustné jsou mode-
ly nezam{tnuté néktéibu té§§§vou prqcedgrbu (#§ig§;d1a pro vyss{e) .ontoie_vﬁak
nechceme z fasovych divodd testovat explicitné vSechny modely,musime hledat né&jaky
postup,ktery ném umo¥nf tffap pEfpustnych modeld jistym zpisobem aproximovat.

Jadu zde moZné rizné pfiétupy, Jeden z nich je uplatn®n v pracfch (Havxének,
1982b a 1984) .Nejprve_zopakujme}ie mbdély jsou uspofédény relacf{ "byt podmodelem™:

¢ < y - JestliZe graf modelu @ je podgrafem modelu ¥ . MiZeme Ffkat,%e mo-
del ¢ je jednodul3{ neZ model ¥ , ,

Diskutovany pf{stup vychdz{ 2z toho, ¥e: o
(1) postup vyhiedévéni mode;u_by mél‘bit nézévisli na pouZité testové statistice

& mffe shody mode1u s daty, , . ,

(ii),zamftneméfli model <p,ﬁusime zam(fnoﬁt vZechny modely jednoduéii .3

viechny modely  takové,¥e V¥ % (¢ .
Postup je‘nayic rFostupem shora dold; zad{ind urnejslciitéjéfch modeld,t,.j.elementdr-
nfch ZPA modeld.Ostatn{ grafové modely jsou pak vytvdfeny jejich konjunkcexi.

Pro& je zeevpduiit (1 xay% v publikécfchvimplicltné) po2adavek (i) ? Nen{
acela zfejwé, ktery z testd je nejvhodn&ji{(; jde'o testy asymptotické,x8zné sily,
rdzného chovdn{ v ffdkych tabulkdch atd. Postup by se nem&l ménit,prejdeme-1i
napff{klad k néjakému‘novému‘testu © vyhodn&jkfch vliastnostech ‘viz je&téd déle) .

K principu (11) : na teoxetické drovniuje~jisté,ie platI-li model ¢ mus{ platit

i Y e < yf"rt.j. nezam{tnout{ (?_by’mélo vébtrk nezamxtﬁutf ¥ . .PIi daném
postupu ale uplgtﬁujeme/jen "hegativﬁf“4dﬁsledky,t.j. zamftnutf m& za nésledek za-
mftnut{.To souvis{ s klasickou koncepct féatovénf,kdy zanftnut{ je povafovdno vlast-
né za jediny vysledek testu,na kterém lze cdle stavét,

Je zde moZné odliZovat modely zam{tnuté pomoc!{ testu v datech a modely zar{tnuté
na zékladé vyfe zm{néné dedukce (ii) bez pfimého testovdn{ v datech.T&mto druhye
lze ¥fkat v souladu s ( Edwards a Havrdnek,1984 ) slab& zamftnuté.

Pti analyze konkrétnfch dat a pii poufit{ daného testu je pak tifda pfijatelnych
modeld definovdna jako t¥fda nezam{tnutych ani slab& nezamftnutych modeld.Mi¥e byt
charakterizovdna svymi minim&lnimi (nejjednodu&stmi ) prvky vzhledem k uspofdddn{ <.
Podotkné&me, Ze v pozadf celého postupu stoj{ idea mft celou t¥fdu pfijatelngch mode-
18 k dispozici,napffklad pro. dal3f po&ftatovou analyzu pomoc{ jiné miry shody ne¥ je
poulfty test (uspotédéni_podle shody ) .Jde ostatn& o aplikaci pfistupu raZeného
v knize (H&jek a Havrédnek,1978), , -

Vime, ¥e ani testovd statistika poméru vErohodnosti ani Pearsonfv chf-kvadrét
nejsou dob;é miry shody a pomocf{ nich nelze modely,které nejsou v relaci < srovné-
vet; v (Haﬁrdnek‘,1982b,198§) jsou uvaZovény dosaZené hladiny vyznamnosti a AIC
kriterium. Poznamnejme,Ze 2de by_by1o”vhodné hledat takovy test,®i obecn&ji rozhodo-
vac{ pravidlo,ktery by mél tu vlastnost,e by zamftnut{ i slabé zamf{tnut{ splyvalo.
V p¥ikladech zpracovdvanych navrfenou procedurou pomoc{ testu pom&rem vérchodnosti
se vyskytly (pro o = 0.1) ptipady, Ze model byl slab& zamf{tnut,ale pro kontrolu
vypoltend dosaZend hladina viznamnosti byla vétif nef 0.1 ,ale ne pr{lif.NapE{klad
konkrétn& bylo p&t hejvyiztgshfdcagzenych hladin vyznamnosti = 0.1430,C.1420,0.1286,
0.1058,0.1043, ‘ ‘



7. HLEDANI GRAFOVYCH MODELE 11 | | |
V (Edwards a Havrdnek,1984 ) je pouZit kromé principd (i) a (ii) je&t& princip:

113) Je-1li néktery model ¢ pfijatélnf,jsdu ptijatelné i vBechny modely sloZi-
t23E1,t.3. takové modely y , fe @gy.

Pouzfvd se ndzev slabd® prijatelny model pro model,ktery nebyl explicitné testo-
vén v datech,ale byl uzndn za prijatelny na zdkladé& principu (11i) uplatnéného na
néjaky model . ( explicitnd v datech testovany a nezamftnuty.Procedura je navic zo-
becnéna proti pledchozf tak,fe je mo¥né zalft s libovolnou mnoZinou mocdeld §,které
jsou vzéjemné neporovnatelne . vzhledh k % . Tyto modely se otestujf a tf{m rozdéli
na zarftnuté (wmnoZina R) a na nezamftnuté (mnc¥ina 'N.Ddle se analyzuje H,-§.Hle-
daj{ se - minimdln{ modely D,(R), které nejsou slab& zamftnuté na zdkladé R
nebo 3§ - maximdln{ modely ,které nejscu slabe prfijatelné na z4kladé A (mno%ina
Dr(A\).Tyto modely se nazyvajf minimdin{ mo¥né modely resp. maximdln{ zamftnutelné
modely vzhledem k R resp. A . Modely z- Da(R)nebo modely z Dt[A \ ysou pak expli-
citné testovdny a vysledk pak rozifif A a R, Cely postur je pak iterovén. :

Je mo¥né postupovat zhora dold = pouZfvat Dr(A)- nebo zdola nahoru - pouffvat
Da(R), pitfpadné stffdavé. vysldkem jsou v kaXdém p¥f{padd ﬁiIdy wodelﬂ piijatelnych
A a zamftnutych R takové, ¥e ka#dy dalSf model je pak bud slab® pfijatelny nebo
slabé zamftnuty. Stadf oviem pouZft je&té vice kondenzovanou informaci,t.3. uklddat
pouze minirmdln{ nmodely 2z A a maximdlnf modely 'z F. ' : : :

Praktickd realizam je oviiem slo¥it&j&(, je tieba m{t napifklad fostup na hlgdéni
D () atd. : T ' B | ;‘

Jako vysledek dostdvdme tedy dvé mnoZiny £ - nesrovnatelnych modeld (explicitn&
testovanych v datech) +které klasifikujf vZechny ostatnf iodely do dvou tf¥id.-

Dvé pozndmky: (a) startujeme-1i tuto proceduru IY (reﬁp.'procédutu I)s polétednt
mnoZinou elementdrnfch ZPA rodeld, pohybujeme se velmi tastoc v oblasti velmi Bratné
aplikability ASymthtickfch,testﬁ.Nauic’zamftnutf:eieméntérnfch modeld vede k velké
redvkci mno¥iny ddle uva¥ovanych modeld (moZnych modeld ) . Proto je %&douc! zde pou-
2{t exaktnf test (bl{¥e viz zde §9) . *

(b) Idedlnf test pro tuto situaci by mél byt takovy,%e by slabé zamitnuti a slabé
piijet{ splyvalo se zamftnutfm i pFijet{m.Pak by inference na‘teoretické drovni
pfesn& odpovidala chwénf testd na datech ( dedukci na datcvé urovni ) ,

Procedura II se stffddni{m krokd dold a rahoru a pfi pou¥itf{ po&dtednf mnoZiny
elerentdrnfch ZPA rodell byla aplikovdna na pffklad pouzity v(Havranek,1983) pro
analyzu 8esti (n=6 ) rizikovych faktord ischemické choroby srdenf.Je zde 15 elemen-
tdrnich grafovych modeld a 32753}nee1ementérnfch’grafévich modeld.V citované prici
byla peuZita procédura I s dal¥im trikem,ktery odpovfdsd jednomu kroku procedury II,
Plesto bylo nutné explicitn® testovat vice ne’ 100 modeld.Procedura II analyzovala
tato data p¥i 27 explicitné testovanych modelech ( z toho 15 elementdrnf{ch,které by
bylo moZné testovat exaktné& ) «Celkem 32000 je zamf{tnutych (15) a slabe zam{tnutych,
a 768 modeld je pfijatelnych (12) a slab&: pfijatelnych . MnoZina minimdlnfch modeld
z A obﬁahuje jen dva modely & to modely stejné Jako modely nalezené jako minimdlnf
procedurou I. Cely pfiklad viz (BQwards«a?Havrénék;1984) '.Pro vypotet byl pouXit
program GRAPH napsany Edwardsem V. jazyce Pascal, ’

8. ODPOVEDI A VYSVETLUJf(I VELICINY 11 : v
Vratme se‘nyn; k situaci,kdy n&které velidiny jsou Bdbovéami a jiné velidinami
vysvétlujfcifmi.vVySe uvedend procedury je mo¥né adaptovat pro tento p¥fpad dvojim zpl-
sobem: . '
(a) Hledat modely (grafové ) bez omezenf procedurou I nebo ITI . Po nalezen{ minimfl-~
nich pfijatelnych modelt aplikovat na tyto MDdely’tvrienf ( B) z §5 a rozhodnout te-



dy,zda majfvﬁhodnou strukturu.Modely,které nemajf tuto strukturu,vylou®it a hledat
c¢aldf minimfln{ modely atd. 7 :

Pédivejme se optt na pFfklad 2z (Havrének,l982b) + 2de jako vysledek procedury I
néme jeden ze dvou grafov}ch‘minimélnfch modeld 2560: (ABE,ADE,BC ) .Tento model

/ﬁ"‘ \ nenft kolgpaibilnf na a nebol BCID/AE ale ne BCID/E. Model
;-;//r’ s\\a ¢ tedy nepoufijeme jako model pro situaci odpovéd-podnét.VyFads-
:bAgt:;%___'P' me-ll‘tento'model,je jeden z minimdlnfch modeld model 250:
C

odpo;l-é \B— (BC,ABDE ) +kter§ je kolapsibilnf{ na

a-{B,C,D,E]. Model @ (pro nezdvislé ,—-/E\ _
velidiny)je zde X" (BC,BDE),Vmodel‘v(podmfnény pro od- ! A-ﬂ~—~+—-+ D
povéd)je d4n (pcoz)qxc“m + Uzavér b  je zde{A,B,D,E) \\b;’\a/
a tedy v je rovno elementsrnfmu modelu 10:(ABDE,BCDE) \\\“c

(erovnej ddle) . e ‘ v
(b) krok 1: Hledat medely pro margindln{ tabulku definovanou vysvé€tlujfcimi veli-

Einami Ta bez omezenrs. krok 2: Hledat modely. pro celou tabulku g ome#enfm,!e tyto
modely musf obsahovat dplny podgraf G, se vienmi uzly z mnoZiny a. Vyeledné modely
pak kombinovat do tvaru (2) 2z §5 (a ptfpadné posuzovat podle tvrzenf (C) z §9).

Pro proceduru I je moZné realizovat krok 2 velmi gnadno.Vime,¥e zde jsou modely
postupné genegﬁovdﬁy jako konjgnkce elementdrnfch grafovych (ZPA) modelﬁ.xaidy z té-
chto modeld odpovfdd nepi{tomnosti jedné hrany.Jde tedy o to generovat modely ‘
@r& -..%@, takcvé, e 2ddny elementdxns model @, neodpovidd vynechdnt hrany z G, .

Pro pifklad z ( Havrdnek,1982b),kde 2B,C,D,E}, to znamend netestovat elemen-
tdrn{ mocely 4. (ABCD,ABCE), 2. (ABCD,ABDE), 3.(ABCD,ACDE), 5. (ABCE, ABDE), 6. (ABCE, ACDE),
8. (ABDE,ACDE). K testovén{ zbyvajf &tyri elementdrnf modely 4.(ABCD,BCDE), 7. (ABCE,
BCDE), 9. (Ac_m-:.acns) (p‘ozor,'zde v Havrének,1982b chyba) a 10.( ABDE ,BCDE). Modely
4,7 a 9 jscu zamf{tnuty; pro dalif postup ndm u¥ %4dn4 konjunkce nezbyv4.zde tedy
procedura kon&f triviélné{Dostévémefpfijatelnf rodel (ABDB;BCQQ. ‘ -
Kdybychom pou#1li jiné « ,napt.«=0.05,

- e ~ G ; b ]
,-;;/tb E’} separuje A a c, mohou byt zamf{tnuty nap¥. pouze modely
LA . pouze zprost¥edkované 7 @ 9. Pro druhy krok ndm zbyvd jeding
LI Z ¢ Flsoben{ C na a ' konjunkce 4& 10, tedy model
i : - (aBcp,BCDE)& ( ABDE, BCDE )~ (ABD,BCDE),

ktery dejme tomu na hladin& o: 0.05 opét nezamftdme a réme tak minimélng prijatelny
‘ ‘:pxggtfedkovaného pdsoben{ E a C na A. Mi¥eme pak realizovat
krok 4, v margindlnf tabulce dané a~{B,C,D,E}bychom mohli
hledat pfijatelné modely ( viz [2)v §5) , t.j. vynechdvat
hrany z ﬁplného grafu - i B :
N . Dimense tabulky je‘zde'menéf-a’cely D » f

separuje postup, lépe z%l_iz_ovateln{ (rtzeme | L

A od E,C péuiit'prqcedutur Tior1), ' v
Pro krck 2 je asi pProcedura I s vyie uvedenou'modifikacf'vhodné;nebof poZadavek
inkludovdn! dplného pcdgrafufca drasticky zmenZuje proster mofnych modelﬂ.Proceduga
II by mohla byt rovn&s odpovidajfcim zpdsobem modifikovéna. R

Cely postup (b ) umcZfiuje nalézt vBechny p¥ijatelné &i slabe Ffijatelné modely
tvaru (2)v §s +jejich: slo¥ky jsou grafové. Celkovy model oviem nemus{ byt vidy
ani HLL.Postup (b) je 2 po&ita¥ového a pravdépodobn&'ifvécného‘hlediska vyhodn&3sg
ne postup (ay. Postpp (a) md sve oprdvnénf, kdy teprve po analyze ijistfme,!e jde
© struktury podnét-odpov&d. NPT .

< >C
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Casto se setkdvdme ge situacf{,kdy tabulka Je velmi ¥fdk& - mnoého nulovych &1 ma-



e

e
-

Uch i mtqin‘lntch ftekvencf Postup pro vyhledévénf rozlo!itelnjch modeld v této
situaci navrhuje Edwards (1984) . : : :

Méme-1i tFi veliéiny A,B,C 'a chceme-1i testovat pcdminénou u:évisloct AlB/C
miZeme pouZft exaktn{ test zaloZeny ne generovén{ tabulek.Na tabulku T apc e miZeme
divat jako na tabulku sklédajfc{ se z vrstev odpovidajfcih kafdé hodnoté velidiny C.
V ka?dé vrstvé méme tedy (podmin¥nou) tabulku pro A a B. Exaktnf test hypotézy
AlB/C pou¥ivé podminéné rozlofen{ p¥i danych marginélnfch tabulkéch 'r aTy. .

To odpovidé podmifovdnf v kaZdé vretvé sloupcovymi a tdakovymi £rekvencan1 Mége-11
n dimensionélnf tabulku TABC N (pak  AlB/C...N miZeme testovat ‘tak,%e C,..N
chépeme jako jedinou velifinu ovicm 8 patfiéné velkfm po¥tem hodnot . MG¥eme takto
testovat podmindnou nezévislost dvou velilin ve ‘vicerozmérné tabulce. Algoritmické
provedeni vietn¥ Monte~Carlo aproximace je zminino v Kreinerové (1984) préci a rea-
lizovéne jeho programem EXABIRCH, :

Pro Edwardsovu navrhovanou proceduru je je&té relevantnf tento stledek.

Nechf ua v json dvé veli&iny.V rémci grafového modelu ¢ je mo¥né testovat
rozdfl k medelu (¢ @& (uivmv - u,v) t.}. odstranén{ hrany u-v testem pro nulo-
vou parcidlnf asociaci (pedminénou nezavislost)} v margindlnf tabulce T pro
nékteré a obsahujicl u i v tehdy a jen tehdy, je-1i ?a ~uplny a hrana u-v nele-
£{ v hranici komponenty dopliiku 9 ve @ . _

Jde o to,%e v tomto pEfpadd je @ a t‘( kolap‘sibi’ln( na a . Uplnost je f;oti‘eb-—
nd k tomu,aby #lo o ZPA test ) : . R ,

-

(u\\ . L P G : ST s B ru \‘; L ,,V; ‘
2 : . :

VAS- - P- | testujeme (aBc, BCD) ‘s..l\f',’ =D 7 :zde bychom testovali
l>< vV Tapep ( PTOti satu- 5 | >< (aBc,BD) protifasc,ar,
B ’C\ o rovaném: modelu) . B——2C BD ))sice opét VITABCD'

S A LET | E.r’// ,

Procedura II je modifikacl post.upu zhora dold uvedeného v prdci Edwardse a Krei-
nera (1983) F el

krok 1: Zalneme od ‘saturovaného modelu,otestujeme viechny elementdrnf ZPA modely
a nejméné signifikatni z nich pfijmeme - odstranime pati‘iénou hzanu.Vznikne model

?,,

krok 2: Vezmeme model %, a zkoumdme,které hrany mﬁieme testovat ZPA testun v mar-
gindlnf{ tabulce (viz vyse) ,nejméné signifikatnf hranu odstranime a dostnaeme mo-
del C?dbﬂfz

krok 3: Vezmeme model (P,l &@2 e atd. : : B
Proceduru kon¥fme,nejde~14 31% 24dné hrana testovat nebo jsou-li v&echny hzmy signi-
fikantnf. Viochny pouZité testy mhou bft exaktn{, - |

vzhledem k tomu,%e je-1i ¢ rozlo!itelnf model (a kazdy c& je jiaté rozlo!itelnf )
pak moZnost testovat odstranén{ ‘brany u-v ZPA testem je ekvivalentn{ s tim,Ze
T2} (u,vaV..) je rozlo!itelnf vyse uvedené procedura tedy dévd :ozlo!itelné mode-
ly. v : .

Tvrzent (A) z §3 “néme"ff){é,' ég' vﬁechny .“r.o;zloizrj_telrilé mode,ly Ajsou touto procedurou
dosafitelné. Cn e i o o ' .

Véhody procedury Irt ‘ysou zrejmé Navyhody jsou dvé: Jde © krokovou proceduru ai
kdyZ by tato némitka la odstranit’ p!‘ebudov;(nim na. vétvict se proceduru,jsou exaktn{
testy i jejich rozumné Monte-(:arlo Aptoximace pfece jenom potitalové dosti drahé.
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'Ji¥ ptedchoz{ procedura byla omezena poviit!m uréitého typu tcstﬁ (lplnujicfh

urdité podminky vzhledem ke ko]apsibilitéLNésledujicf postup navrZeny whittgkexem
(198¢) je opten o poulitf testu pomérem vérohodnosti,respektive jeho- aditivnf viast-
nosti.Postup mé dévat rychlou a vypotetn& nenérobnou oriengcgi v proytaxu grafovych
zodeld.

Postup je zaloZen na rozkladu deviance t.J. vlrohodnoctnt»gtatist&ky (pro testovs-
n{ proti saturovanému modelu) pro rozloZitelné wodely na ld4t1vni Q&Qﬁgy odpovidajf-
cf t2{a# ekvi-pravdépodobnostnfch modeld. Pro ne3 (veliZiny A,B,C) séme nisledu;jf-
c¢f ekvi-pravdépodobnostnf modely (AiC).(m , 0 o), N, (n)k:) a(1),t.3. log: Pyyx

® pro model(d), ]oc Pij 0 * 41 pro nidel (A) atd. Pro rozlofitelné hodcly
dostévéme napffklad dev ( AB,AC)» dev(ABM» dev(AC) - dev(A), dev(a,t,c).- dev(A) +
dev(B) + dev(C) - 2 dev(1). Whittaker definuje aditlvn( slokky jch;

téa G{(:ABC): dev(aBC)

| G(A:BC) = dev(BC) - dev(ABC)

2 ~ G(AB:C) = dev(C) - dev(AC) - dev(BC) + dev(ABC) , :

3 | G(ABC:) = dev(4) - dev(R) - dev(B) + de\(Al) - dev(C) + dov(ac) +
dev(BC) - dev(ABC) y : o . i

a podobnl pro permutace A,B a C.
Testovén! podminéné nezdvislosti cdpovidaj{ (a¥ na znanénko) :lo!ky dxuh‘ho't‘du.

PEi navrhovaném postupu vypolteme aditivnf sloZky { bez poufics 1tpgq¢£l) ¥
& ¢ jejich velikosti usuzujeme na vhodné modely. Vysoké absglutn{ “.ij%y Q&Qi&k'
ukazujf,fe je nutné odpovidajfc{ efekty (kliky ) zahrnout de modelu.
V pffkladu uvéd&ném Whittakerem (1984 ) jsou gro ptipad ne$ grlficky tn‘zqrnény
velké aditivnf sloZky (druhého a vyiifho Eddu) : o 3

réd 2 3 4 5 % grafu je viddt,Ze modcly n.ohlahujfc{ ADE,AC,B
-30 AE 5;552_,r nemohou "vysvétlit" data. V konkrétnim ptipadé pod-
-60 o AC ADE robnéj&( analyza men¥fch odttzvntch slofek vedla
-90 pE . kmodelu (ADE,BDE,AC,BC) . ~
~120; Uvedeny postup dévas pro tabulky nikd{ dt:cnzo
-1501 _ B xycmy pfehled o celkové situaci a je vipotetnd

-1804 AD _ nendro&ny.Vyu¥it{ tohoto plehledu je pak vtc!
‘ : | . statistika analyzujfcfho dgnl dlt.. i
. : <&
11. BLEDANI OBECNYCH HLL MODELE , » A ‘ ,
Procedury I a II mohou bft zobecnény pro vyhleddvéng ébocnfCh‘nLL iodnlﬁ.b!ipustt-
me-11,%e je takové hleddnf uiitené ( vime ,%e i pro grafové modely je zde dostatek
interpretaZnich i teorettcko-statistickich p:obléaﬁ) v toogptické drovni jdb-o plte-
chod od grafd k hypergrafim. A
Skladebnf kameny pro konjunkce v pftpad! ptocodury I jaou uv'dnny V'(lavrlnek.
1982a) ,1 kdy? je zde jeEt& dosti véc{ Které by bylo nutné promyslet., _
Zobecnén{ procedury II je uvedeno v (Edwards a aAvrine& l!ld) vyhndou 3. sdo
ao!gsgsnstartu o4 libovolné mnoZiny modeld.t. 3. napf. od tifdy minimélinfich modeld
v A edan procedurou pro grafové modely -Pak zobecnénd procedurs mle skontit
pfekvapivé rychle, jgk je vidét z pFfkladu uvedeného v (Eawards a Havrének /1984) ,kay
byly nalezeny misto dvouy grafovych modeld velice pifbuzné mnimdlng BLL modelys
$lo o pfechod od (AC,F,BE,BC,ADE ) a (F Ac::,lc.m) k _(AC,AD,AR,BC,DE,BE,F) &
(ac,Ap,AE,BC,DE, CE /F) a tedy o odstran¥n{ interakc{ druhého 26du.V dandw plipadd
byl tento vysledek konsistentnf s visledken simulténnfho testu nulovouti oloktﬂ tle-
tiho a vyd#fho fldu.



- 12. DOBATEK

Budeme dokazovat,fe graf vznikly spojenim grafd 'Vclfb) a ¢ nemiZ%e mft Zddnou
kl!ku,ktexd by nebyla klikou grafd (p nebo ’ucl(b) a tedy by nebyla generdtoren
spoledného modelu. Budeme uva¥cvat y:b & jedinou komponentou. Je-1i Y grafovy,
je i ¢ cx(b)grafovf ( mi%eme se na n&j dfvat jako na.prﬁnik % a saturovaného
model®& nad cl(b)l. Rechf ¢ je klika ( generdtor ) grafu vbl(b) -Pripvjenim (P se nemt-
fe zvétiit_‘{tiagy uzel grafy ¢ ,ktery by nebyl v ¢ se nemi¥e pfidat,nebot by musel
byt v. cl(b)) . Obrdcen&, recht ¢ .je klika ( generdtor) grafu ¥ majicf n&jaky
uzel v hrafnici b, Je-li ¢ v n&¢jaké klice grafu .vcllh)"je v#e vpofddku.Nenf-1i
tomu tak,obeahuje uzel u,ktery nenf v hranici b. Frotofe hranice leZf v klice crafu
?,n@ﬁ%%@ji¥ew%%§ﬁ‘¢rafa'ﬁ?rbyt 24dnd hrana,kterd by kliku ¢ zvet&ila { doplnila
mepi  usx & €°y hr#nou x-y pro x a Y z hranice ). Nemd-11 ¢ 2&dny uzel v hranici,
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