Numerické postupy odhadu neparametrické regresni funkce

Jir{ Militky, Vyzkumny udstav zudlechtovaci, Dvir Krdlové nad Labem

1. Uvop

P#{ Feleni mnoha Uloh tykajicich se analyzy resp. syntézy riznyech technickych systémd se po-
u?ivd metod matematického modelovéni. Pokud je piedem zndm vhodny parametricky vztah, ktery
objasnuje chovéni daného systému, je tlohou odhadnout jeho parametry vhodnymi regresnimi me-
todami (viz prfehled v /1/).

Podle typu modelu maji tyto parametr (nebo alespon jejich &dst) fyzikélni smysl. V mnoha pfi-
padech se v3ak stdvd, Ze vzhledem ke sloZitosti daného systému nebo omezenym znalostem o jeho
strukture neni moiné specifikovat ani t¥idu parametrickych modeld. Pak z4leZi na tom, prol se
vibec matematicky model hledA. Pokud se poZaduje pouze znalost "vyhlazenych’ funk&énich hodnot
resp. hodnot derivaci ve vybranych bodech, je vhodné pouziti tzv. neparametrickych modelt,
které vychdzeji pouze z poZadavku spojitosti ve zvoleném podtu derivaci a informaci o konkrét-
nich {v¥bérovych) hodnotdch vysvétlované (zdvislé) proménné ;# .

Dnes ji: existuje celd fada rﬁzny\h poetupld pro odhad neparametrické regresni funkce (viz
Brunk /2/, Stone /3/, O’Hagan /4/ a Cheng /5/).

V této prdci se omezime na dvé zdkladni skupiny metod. Jaou to :
1. spline vyhlazovani
2. modely zaloZené na redeni konvolutorniho integrdlu

Je ukdzdno, Ze v obou téchto skupindch je nutno volit jisty pagemetr of , ktery je méritkem
mezl hladkosti a stupném pribliZeni modelu k experimentdlnim hodnotdm. Pro optimélni vibér to-
hoto parametru je vhodné pouiit metody cross - validation /6/..

°

2. ZAXLADNY poomy

I&jme k dispozici vybErové body (4, %)t =7 . n, které odpovidaji modelu mé¥eni

b - 904) ¢ & (1)
Bez ujmy na obecnosti je moZno provést predislovdni jednotlivych bodd tak, aby platilo, Ze de-
terministické abscisy [JEZ jogou uspordddny podle velikosti. Tedy

Ly Sk < Ky
Ddle se provddi linedrni tranasformace {Qbﬁ] do intervalu /0,1/.
0 hodnotdch A, se predpoklddd, Ze jsou to ndhodné nezévislé velidiny pochdzejici ze aymetric-
kého rozdéleni e konstantnim rozptylem 0 % < oo 4 prim&rem 5(%} - ?(d’,,‘),
2 rov. (1) pak plyne, Ze 55; Jjeou néhodné veliliny s nulovym primérem a rozptylem GR .
Symbolem @fue) Je oznacena nezndmé regresni funkce, o ni¥ se pouze predpoklddd, Ze je linedrni
kombinaci métreni 4 a Ze je hladkd i v prvnich derivacich, t.j. pochdéz{ ze ti#idy C° funkeci.
(Uvedme, Ze funkce t#idy CZ"‘ je ve svém defini¥nim intervalu spojitd v prvnich 7t derivacich).

3. Metoda cross -~ validation

Obecnd definice postupu cross - validation je uvedena Stonem /6/. Ten také diskutuje jeji sta-
tistické vlastnosmti.

V kontextu této prdce pFredpoklédejme, Ze regresni funkce 6#) z8visl na jistém parametru of ,
kterj urfuje stupen vyhlazeni (jde o kompromis mezi hladkost{ regresniho modelu a stupném p¥#i-
bliZen{ k experimentdlnim bodim).

N
Clark /7/ doporuduje volit optimélni oC minimalizujici specidind definovanou stifedni kvadratic-
kou chybu predikce £ (oc) ., Pro kterou plat{

"y / Y] . 2 ’ o
£(x) lgz),}(éﬁ)z‘f[(% y(v{/(/,oz)] (2)



Zde /? .. z jmou déleni mnoZiny indexd - [r/,-z, o .ﬂ-j/ fyje podet prvki v 5 .
Otnaéme /3' takovou podmnoZinu mnoZiny. /V, pro kterou plati, Ze A U 7 -/ . Pak

2( - /Ji%) 3¢ odhad funkce X°) urdeny na zdklads bodi (U, % ) % e A .
Symbolem &% jeou v rov. (1) oznadeny statistické "véhy" jednotlivych bodd (plati, ze >0
" Z W - o ~.

k3
Z vyde uvedeného plyne, Ze principem metody cross - validation je minimalizace stiednich kva-
. -

dratickych chyb predikce v bodech (Ji, (7&) L e 7 na zdékladé odhaduj ureného
2 informaci v doplikovich bodech ((uf, %) z'€ /;- pro viech £ ddleni /2 . . /Z .

Jednotlivé konkrétni varianty této metody se 1131 podle toho, jakym zplsobem se provddi vybér

3/“‘2'

Stone /6/ voli :7 -g&} a 7 -/Z . Pak je moZno vyjddrit f&) ve tvaru
L) LBl g /)]
Y IR F(E- A TR

V rov. (3) je ?(’/04) odhad (') ziskany na zdklad® vdech experimentdlnich bodd (tedy
pro ‘;-/ . /?-/V a e = [ﬂ] ). Symbolem &  je oznadena jednotkovd matice a A(ac) Je

(n x n) matice pro kterou plati, Ze

A P 7 7
[204/%),. . G(4), .. Gl =AC) 3, gz, Fr ] (4)
Symbol ) oznafuje stopu matice, Rov. (3) definuje klasickou stifedni kvadratickou chybu pre-
dikce (viz /1/).
Je zrejmé, Ze rov. (3) je (pro pfipad, kdy je moZno definovat #(%) ) znagn& vyhodné,
protoZe neni tfeba opakovand po&itat odhady ?(-/J,x) . .
Pokud se pro vypolet £(05) pouzivd rov. (2) je moZno volit nap¥, P’[/, / + 10, ....
/'f (1—/} /0] s kde A- 72 /10. P#i pouZiti tohoto postupu vznikd nebezpeli, Ze ;\(’) bu-
de zdviget na periodicit& indexd vybiranych do /;? « Z toho dlivodu je navrZeno konstruovat
dé1leni 5’ takto /7/

A = [f+ (/f/)ﬂtwl(/é)rxz/g = 0,/,&] Ny

kde L = /(n - 1)/ k /.
Fro velky pofet experimentdlnich bodd (72 Fddové ve stovkdch) doporuduje Clark /8/ volit k a 40
a n; = n/10. Pfitom se jednotlivé /A’ tvoi{ na zdkladd ndhodného vybéru z mnoZiny indexu 4 .
Detailni popis vlastnosti £(M) (s ohledem na jeho pouziti p¥i odhadu neparametrické regres-
ni funkce) je moZno nalézt v prdci /12/.

(3)

4. Spline vyhlazovéni

V kapitole 2. jsme se omezili na nejdastdjSi piipad, kdy se uvazuje, Ze ?«(’) Je ze tridy L'f
Aby bylo moZno nalézt odhad '), Je trfeba definovat jisté poZadavky. Pro zajidténi dostatedné
hladkosti je poZadovéno, aby ?@) minimalizovala integrdl

&,

R =;?/??”(w)]iw | (5)

- r g =
Stupen pfibliZeni modelu (’) k experimentdlnim boddm je moZno (za pfedpokladu vyse uvede-
nych predpokladd o chybdch &£ ) vyjddi#it vztahem

<
5 - wlp-g0)] ©
Z teorie spline funkci je znémo, Ze pro S = O vychdg? ?ﬁt’—) jako interpoladnf kubicny spline.

Tento spline se sklddd z kubickych polynomd definovanych lok&lné vidy mezi dvojici sousednich
experimentdlnich bodd. Tedy

P(w) -y + A (- )+ Gl ) o )’ )
s S b, Lma,... =R
Konstanty o, /‘,_-. (s Jeou jednoznalné urdeny z podminek ("'i') =7 a
?'(%’f) =g(w") ; G (u;*)=3%47). Jae tedy o potadavek spositosti (*) v prvnich
vou derivacich (viz /9/). Pro ur&eni spline ) v intervalech g < "z‘(“t:t a ug s.x,s.,;‘
Je tieba definovat vhodné okrajové podminky (jejich prehled je uveden v /9/). v daléi;'budcno



volit tzv. prirozené of‘r)ajové podminl;}y,pro kt’c‘a}'é platiA”
2'(w,) = PUn) =G (40)- 2 (k) = &

Spline, které splnuji tyto podminky se nagyvaji prirozené.

V pripadé, Zze 5>ﬂ(numrické vyhlazov&m’)/ je moino s vyuiitim podminek (5) a (6) hledat

odhady ?(‘) dvéma zpisoby.

A. @6) ninimalizuje funkcionél P raxS
de X ( Q< <00) je parametr urdujici stupen vyhlazeni. Pro & = O jde o interpoladni ku-
bicky spline a pro & -»ce jde o primku vyhlazujic{ experimentdlni body ve smyslu nejmen-
8ich &tvercld odchylek,

B, (-) ge vybird tak, aby byl minimalizovédn integrdl R vzhiedem k omezujici podmince S« &,
pro dané 50 (0 < ,‘g<oo) Parametr .% predstavuje piimo rezidudlni soulet &tverci.

P¥i 271235 mé dlohu ad A. jednoznalné reSeni pro viechna ol , Jak ukézal Schvenberg /10// je
toto redeni kubickym splinem. Zéroven plati, Ze pro mald 30 existuje parametr xtot(fo)
takovy, Ze Fedeni problesu ad A, Je zroven Fedenim ad B, V obou pFipadech vBak misto podminky
?(d;_):a‘t plati, Ze

P # Amy - s LA, ]

2"« )_? (‘/L.).ocwb'[/t Z(x) (8)

Reinsch /11/ pouzil pifi FeSeni ulohy ad B. metodu Lagrangeovych multiplikdtort (s parametremﬁ)
a odvodil pro koeficienty kubického spline (vyjddFeni viz rov. (7)) vztahy

E-p @G QWG pl 177 (9)
a - 27 —/ﬂ"/’f/@z (10)
e (G -G/ (3%) ey  neg (1)
Mo (B Q) A, - oA -y fep om?

- Y
V t&chto rovnicich je pouZito oznadeni "{b = oy 4y -uft/- C= (s,-ucl-')/c, - g_*&,&-(q,,an)f
M je diagondlni matice s véhami %% na diagondle. Matice 7-/(ﬂ‘-?)x(n-2)]je pozitivné defi-
nitni tridiagondlni matice s prvky
L /3

b 2RI 4

L Ler BT T Ty (13)
Matice a[nx(n--?)] je také tridiagondlni s prvky

L : ST // . .
?Wf’fv = ///{*' ?;L /4 //{','+f ?i/ Ly //’Ztv‘f"f (14)
Pro uréeni Lagrangeova parametru Jje nutno Fedit rowvnici
Flo) = 7% (15)
kde
- Ty -7 —

Fip) =1 WQ(Q'WQ +pT) 07‘? / (26)
Symbol ol zae oznaduje Fukleidovekou normu,
Reinsch /11/ dokdzal, Ze pro /930 je F@} monotonnd klesajici konvexni funkce, pro kterou
plati, Ze F@)-DO pii > 0o . Existuje tedy jeden kladny koFen rov. (15), ktery ae dé
uréit vhodnou jednorozmérnou minimalizadni technikou. Wahba /12/ ukazuje, Ze Heinachiv algo=-
ritmus se dé pouiit i pro FedSeni (lohy ad A., pokud se dosazuje & = //,0)1. .
V préci /13/ je dokdézéno, Ze spline vyhlazovéni odpovidé Bayesovskému odhadu §(‘) za piled-
pokladu specidlni a priorni distribuce f(') . Tam jsou také diskutovédny daldi vlastnosti té-

to techniky. A
Pro nalezeni optimélniho & se dd ® vihodou pouiit rov. (3), kde

E-/\(x)-(?[dk/@rﬁ’]-’@r ‘ (16 )

V pF{padé ekvidistantniho ddleni experimentdlnich bodd je moino vyjddfit rov., (16 ) ve sjedno-
dufeném tvaru (viz /12/), coZ znaind usnadnuje vypodty.



Utreras /13/ nalezl aproximativni vyraz pro vliastni &iela matice A(“) platny pro /2 > 40,
Pro piipad ekvidistantniho déleni experimentdlnich bodl ( L - Loy — A, pro libovolné
t/ f< ¢ <r-7) a jednotkovou matici vah W = £ je pak moino pedt /14/

7 y
T"(A("‘)) ®«Z 77 v an

kde /‘,: Il.z_ 0 X.& ’/{(7/’(.4)#464 &" \;eﬂ
a 0 Je Lagrangeidv multiplikdtor. Konetanty Q jsou kladné koFeny rovnice

cos (@, 7) cash (4 7) =7

Pro prvni odhad Qo. je vhodné volit Qo‘ L+ e5 . Pokud je ¢ >@ Je 3i% a,f’ na
16 platnych cifer shodné s <y .

Program "Reinsch® pro stolni poZitad HP 9825 vyuZivé pro odhad koeficientd vyhlasujiciho spli-
ne Reinschova algoritmu. V prvni variantd se voli rozptyl mi?eni G'f a z néj se politd .g-nG'z.
Vystupem je graf zndzornujici experimentdlni body a odhad ?(w/ﬂé) . Neni-1i ufivatel spokojen,
mdZe zadat nové G L, v p¥ipadé, Ze (“/3() vyhovuje poZadavkim uZivatele, poditaj{ ee pro
jednotlivé body hodnoty ;’(u;-/x)/ Vi /o) a./% ?(w/z)ow .

Ve druhé variantd programu "Reinsch" se piedpoklddé ekvidistantni d8leni experimentélnich bo-
dgda W=4£ |, optimélni & se podité minimalizaci rov. (3), kde F“(A (”‘)) je vyjédreno
rov. (17). Pro minimalizaci se pouZivéd metody kvadratické aproximace,

Tret{ varianta programu se 1i%i od druhé pouze tim, Ze podité 5(0() podle Clarkova postu=-

pu /8/.

Je tedy vhodné pro neekvidistantni déleni experimentdlnich bodd pFip. rizné vdhy & .

Vistupy druhé a tieti varianty jsou stejné jako u prvni varianty. Pro ilustraci Zinnosti pro-
A

gramu "Reinsch” je na obr. l.a, b, zndzornéna funkce j(‘) vyhlegujici data generovand ze

vztahu

(18)

o - T s (R4 1)+ Qa5 sin (%e) + £

V rov. (19) je & néhodnd veli¥ina s rozdélenim /V(a, V'z)-

Na obr, la Je volenc U"z- 0,1 a na obr. 1lb Je (3'2- 1. Je zFejmé, Ze i pro data & vétdim roz-
ptylem jsou vyhlazujici spline ;(’) vhodné odhady pivodni funkce 9(’) . Pouze zmény
funk&nich hodnot, které jsou srovnatelné s néhodnymi odchylkami 8!, neni pochepitelnd moZné
identifikovat.

¢ =qor, 004 ... 7 (19)

5. Modely zaloZené na Fefeni konvolutorniho integrdlu

Clark /8/ definuje ﬁ(') jal:oo Fedeni konvolutorgiho integrdlu, definovaného vetahem
A 7 fated 3
g(u&) _-w/fé(f)g W (= )6“' (20)

Zde P/(‘) je zvolend véhovéd funkce, ¢ je parametr urdujici stupen vyhlazeni (plati, Ze pro
7. -» 00 Je &> )a ') je linedrn{ interpocla&ni spline definovany vyrasy

A("&) - yf pro L s L,
U’i’n 2 A , fl =N
ﬂw)-ﬂ ({‘ff'%)+ ﬁ”(‘;&- PO by s Sy, (V7 "")

,4(:/1) = 7!& pro w = L,

Vdhové funkce W) met splnovat tyto podminky :
a) K/(t//)>0 pro viechna £ a k/(—ac)-k/(uz)
v_ S W(k)ote = 7

c) fw(“g’)a‘b < oo
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Obr. &is. 1 : Vyhlasovénf dat (vig rov. (19)) pomoef programu "Reinach"



Bendetti /15/ sledovala rdzné véhové funkce V(') . Jako optimdlni (z hlediska stiedn{ kvadra-~
tické chyby) vydla kvadratickd funkce typu

% (7- 2

W (k) = @ (7- Ak

kde @(«L‘u pro >0 a (u)+-0 v ostatnich pfipadech.
Ruban /16/ urdil, e pro velkd M1 je moino nalézt optimdlni & podle vztahu

R -O@ "

(21)

kde 9 Je konstanta. -
Clark /8/ dokdzal, Ze pokud je V(') apo;)itd, mé @rx) z rov. (2 spojité druhé derivace. Odhad

A(&) je také invariantni vi¥i linedrni transformaci mé Fenych [ﬂ] . Nadto plati, Ze pokud
je g(%) linedrni, predstavuje @V—} nevychyleny odhad. Dalil statistioké vlastnosti (kon-

ristenci) odhadu f(w) definovaného rov. (20) uvddi Cheng a lin /5/.
Z vypodetniho hlediska je vyhodné vyjédrit rov, (20) ve tvaru

Fw) = zit () g (22)
kde ow / .X-f
@, (L) :{%—(&)5‘— W(T %4 (2

Funkce #;(f) plyne z ekvivalentniho vyjédFfeni linedrniho interpolainiho spline M) ve

tvaru 2 " |
,{(w) = 7 (&) 7««

Po dosazeni z rov. (24) do rov., (23) se vzhledem k lokdlni definovanocsti 1‘;(»&) rov, (23)
zjednodusi na tvar

A 2y Sy-T) 1 £
we) - S (i)t + [ (G ) WG

(24)

(L.-'-‘/) (25a)

b A ¢ o _Z
u,'(w)-:’/(‘;;:%_‘f W5 )t ;/C/:"*;f)o‘;W(‘_VL )t (25)
1-1 [

(L=...7-7)

a
L,

n -t

Go) = ) ( Bttt ) Ly (B ) ot

% 7 & oL o . (25¢)
Hp s n-Kn-q (t=n)

Pokud se voli W(‘) jako kvadratickd funkce vyjdd¥end rov. (21), je pom&rné snadné provést

analytickou integraci rov. (25a), (25b) a (25c) a nalézt pro & (‘L) algebraické vyraszy

{polynomy druhého stupnd resp. jejich linedrmni kombinace).

Pro p¥ipad neekvidistantniho méifeni voli Clark parametr oéso((w} jako funkci pod&tu opa~-

kovéni a vzdélenosti mezi experimentdélnimi body /7/.

V prédci /8/ bylo zjisténo, Ze odhady ?/&) ziskané z rov. (20) jsou srovnatelné s vyhlazuji-
cimi kubickymi spline. Jejich vyhodou je vdak to, Ze nevyZaduji refSen{ soustavy linedrnich rov-
nic ( 4 které byvéd Zasto 3patnd podmindnd matice koeficientl). Jednotlivé ug'(%) s& polita-
ji prfimo a jsou nadto nenulové pouze v jistém omezeném intervalu. Program "Clark" pro stolni
po&ita& HP 9825 vychdéei pFi konstrukci 9‘0) z rov., (22). Je volena kvadratickd véhové funk-
ce W(°) definovand rov, (21), Vyrazy (25a), (25b) a (25¢) jsou vy¥isleny analyticky, takie se
vypolet u‘(w) omesuje na pouhé dosazovén{ do polymomickych vyrasil.

Zdkladni varianta tohoto programu vychdezi ze zadaného parametru OF . Vystupem je opét graf,
gnésornujic{ experimentdlni body a model ? (¢) . Také ostatni vystupy Jsou stejné jako u pro-
gramu "Reinsch”.

Druhé varianta programu umoinuje naleseni optiméinfho 0C wminimalizujfefho (@ ) definovaného
rov. (2). D¥len{ indexové mnoiiny N s provdd{ podle postupu doporudeného Clarkem /8/.
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Obr. &is. 2 : Vyhlasovén{ dat (generovanych rov. (19)) pomoci programu "Clark"

.



Pro minimalizaci 51ﬁ4) ge opét pouiivd kvadratické aproximace. .

Pro ilustraci ¥innosti programu "Clark" je na obr. 2 a,b znézorndna funkce /:) vyhlazuji-
¢i data generovand rov. (19). Na obr. 2 a) je voleno (.7"2- 0,1 a na obr. 2 b) je (7'2- 1.
Porovndnim obr. 1 8 obr, 2 je ziejmé, fe v obou pripadech jsou odhady 53(3) blizké,

6., ZAVER

V pfispSvku byly diskutovény dvé skupiny metod pro odhad neparametrické regresni funkce, V li-
teratufe se vyskytuje jeitd celd Ffada alternativnich postupl (napf, neparameirické modely vy-
chézejici pFimo z obecné definice regresni funkce /17/). Zde uvedené metody viak maj{ velmi do-
bré statistické vlastnosti, a umofnuji nalezeni s;(a) ze tiddy C?J funkci. To je vyhodné ze-
jména v pFipadech, kdy je Gdelem stanovit pribdh derivace neparametrické regresni funkce.
Popsané programy jsou pom¥rnd jednoduché a lze je snadno prevést i na jiné pof{tale. Vyhodné

jo poufivat varianty umoinujic{ nalezeni optimélniho parametru & postupem cross - validation,
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