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VIRZENI TESTU POMEREL VEROHODNIOSTI.

Jan Amos ViSek

UVOD. Oblasné abnormality ve vysledcich klasiclkych statis-

tickych postupl v pripadech byl i velmi malého odklonu det od

~ -

vysvétlujiciho modelu postavily statistiky pred nuinost vydet-
Yovat stabilitu klasickych metod p?i rlznfch typech "pofkozeni"
predpokladl zahrnuitych v plvodnim modelu. Soucasn¢ byly lnspi-
reci vedouci k mydlence vybudovdni modelld implementujicich
"znedidténi" dat, a PeSeni klasickych dloh statistiky v rdmci
takovych modeld.

Jednim z prvnich a dnes snad nejzndméjsSin *dHOVJm modelen

je Huberem navriZeny model € -kontaminace (Hub 1965).
(Véechny pod%obnostl viz nize.) V roce 1972 pouZ ﬂll Huber se
Strassenen Choquebem zavedeny pojem kapacity (Choguet, 1953)

popsdni ne prvni pohled velmi obecného modelu kontaminace
(aviak pPedchozi Hubertv model je specidlnim pFipadem tohoto
jen za uréitych daldich omezeni). Aby se vyhnul témto ohranidu-
jicim pFedpokladtm (a rovndZ nevyhodé Peseni v impliciinim tva-
1 - viz niZe) navrhl Rieder v roce 1977 jiné zobecnéni Hubero-
va modelu, obsahujici jako specid&lni pFipad rovnéz model konta-
ninace zaloZeny na totdlni variaci. '

V rémci téchto modeld byl potom hleddn minimaxmi fest
nékteré, vidy sloZené, hypothesy proti sloZené alternative.
BeSeni +tohoto Ukolu je Uzce svézdno s pojmem nejméné priznivé
dvojice pravddpodobnostnich mér, ktery zavedl pro piipad bayesov-
ského testovdni Lehmann (1959). Jak bude ukdzdno niZe, nalezeni
takové dvojice nejméné priznivych pravdépodobnostnich mér Fesi
problém nalezeni minimaxniho testu, nebol timto testem je prévé
test pomérem vérohodnosti této dvojice pravdépodeobnostnich mér.
ReSeni tohoto typu v rdmci vySe popsanych modeld bylo napi. na-
lezeno Huberem (1965), Huberem a Strassenem (1973), Chalfinou

a Chalfinym (1975) ¢i Riederem (197T7).



7dé se viak, fe vydetPovdnl efektivnosti téchto robugt-
nich verzi testl byla dosud vénovina pomérné nald pozornoste.
Patrnd jedinym piispévkem vénovanym této problematice je &ldé-
nek Riedera z roku 1978. V tomto ¢lénku Je efektivnost robust-
niho testu studovdna v modelu lokdlnich alternativ, coZ s se-
bou nese nutnost asymptoiického potladeni konteminace. Visle-
dek, ukazujici ne @ymptoticky shodné chovdni robusiail verze
ftestu & testu pondrem vérohodnosti v plvoednim, neliontaminova-
ném modelu,patrné nebude piilis ufitedny pro ziskdnl predste-
vy o Ulinnosti robustniho testu v pPipadech, ldy ani pii roz-
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sdhlych vybérech nedochdzi k potladeni lLonteminace, popripudc

N

v pripadech, kdy rozsah vybéru nend piilif veliky.

Problémy souvisejici se studiem robusinich testu byly
vyvoldny pot¥ebou vytvoreni si pledstavy o Ucinnosti téchto
tegtl. Jednou z charakteristik nepomdhajicich k vytvoreni ta-
kové piedstavy je asympiotickd rychlost konvergence soultu
pravdépodobnosti chyb prvého a druhého druhu k nule pro test,
ctery minimalizuje tento soudet. Asymptotickd rychlost této
konvergence je ddna logaritmem minimdlni o~-entropie (Chernoff
(1952), Perez (1972)). Stanoveni ofhadu pro minimdlni o-entro-
pii nejménd primnivé dvojice pravdépodobnostnich meér ném napovi
0 pomaleji bude rozlifovat robustni verze testu pomérem véro-
hodnosti ne? test pivodni. I kdyby vSak toto zhorsfeni rychlosti
rozligovdni bylo znadné, nezbyvd ndm, v piipadé, Ze jsme pre-
svéddeni o tom, Ze date jsou konteminovéna, nic jiného nei po-
u¥it robustni verzi testu. Otdzke volby testu se vdak stdvad
o¥ehavdisi v pPipadech, kdy nejsme presvédéeni o pPitomnosti
kontaminovanych pozorovani. V t&chto p¥ipadech by bylo uzitec-
né zndt, jakému pripadnému zhorfeni kvality testovdni se vysta-
vujeme, pou¥ijeme-li robustni verzi testu, avsaek ke kontaminaci
nedoslo (& tudi#, pokud bychom to byli v&d&li, mohli Jsme pouZit
(stejnondrnd) nejsilnéjsi (nerobustni) test (prisluiné Urovné) ).
$ldnek pPindsi odpovddi na obé tyto otdzky. Vysledky jsou uve-
deny prehledové, bez dlkazls ty Jje moZno nalézi v Eléncich
Vigek (1981a), (1981b). Hlavni diraz byl poloZen na moZnost
vytvobit si skutednou predstavu o charakteru chovéni robustnich

testl pomoci numerické studie, presentované ve formé nékolike
tabulek.



Lpbychom byli schopni rozwané popsat zminéné modely
& visledky musime zavést ndsledujici oznaleni.

2. OZNASENT. Nech¥ A je mnoZina viech prirozenych &isel,
R redlnéd osa a (X ) nditery m8Pitelny prostor. Oznadme
70, t3idu vSech pravdépodobnostnich mér na (x,ﬂ) . Pro
libovolnou Pe R & AEIE poloime

@
e, (BA) '-'Afdp .

Pro PQE 77l oznadne M nustoty vechledem k nékterd
nite a dominujici soulesnd P . /z((/'?o?) {resp.

Hecp g) nech? oznaduje & -entropii (resp. minimdlni
K ~entropii) mér £ 2 Q , tj.

TR Vo S T
Hep, 9 = 1:2( H (o, 9.

Koneéné pro libovolné m &N zavedme

X, 9 - fre I 2.5/7/1,(45.) < zgo?(xi)j,

Pozndmka 1. ﬁ’ (/l;j) je kritickd oblast minimalizujicd
soucet pvavdénodobnostl chyb prvého a druhého druhu pro test
pomérem vérohodnosti pii testovani hypothézy A: {sz:utec,n:yn
rozdélenim Je ,D} proti alternative A’ { skuteénym rozdéle~
nim Je Q} . Protofe tento test je (p¥i libovolné Urovni)

nejsilndjdim testem, je zmindny soulet pravdépodobnosti chyb
soulasnd minimalnim mezi vsemi testy, tie:

ew(eJ(W(/v/jv)) (0% %g)) mw[e (/DA)*E(QA )_]

Pozndmka 2., Zavedené oznadeni ndm umozZni ocltovat tvrzend

Che“"nOJ-fOVB véty (vzpomenuté v uvodu):
e fgy /e, (BK, Fe)t G (07(/2?))] (@?//(/,o?)

Nyni krdtce p:‘éipomenme nejdulezitéjsi modely kontaminace v
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chronologickém poFadi jejich vzniku.



3. PXeH1ED LoDnI.
(V daldim textu jsou expliciingé uvddény pousze ty predpoilady,

které nebyly zavedeny v odstavei 2. OZNACENI.)

Huberitv _model. Necht 56774’/‘ 6,;75[0, /), (-9 7). Polo¥me

P[0 : QA =F-e) LA+ GA; G e, YAeH )

bilni metric-

Huber-Strassentv model, Nech® & je dplny separ
k¥ prostor @ nechl 2 Jje 2~alternujici kapacita
(\Z;J@) , tj. mnoZinovd funkce £ témito vlasitnost

1) @) =0, (L= [,
2) AcB, ABeA = »(A) < »(B),

3N ASA e A Ask = v4 ) fr(A),

4) EVF (R )cHk, Fef £, vZAvRINE =
2 o+ ¥ (F),

5) A BedA »CAUB) + *C(AnB) < #(A) + »(B).

Polozme

£- (Gem: ah)< %A, YAeA),

a
definovansd no
cmid

RiederGv model. Nechl R 67,6 & o 20, 4+g <7/ (-G7).
Definujie g (p)~ min { (FEIRA) +& ¢, 7} VASH, AFF,
%P - :

a P-(geam + QA) < (A, VAeH)

Pozndmka 3. Lodel, ktery uvaZovalli manZelé Chalfinovi Je

specidlnim pfipadem Huberova modelu, ve kter S piredpoklddali

G,= 6, . Podobné neni t8Zké ukdzat, Ze Huberlv model jJe
spec:,dlnd_m pripadem Riederova modelu, pol oZime-11 of c.
Aby vSak Hubertv model byl specidlnim pripademm Huber-Stras-
senova modelu, musi byt &  kompakini.

V rdmci uvedenych modell se potom vidy testuje

H: PeR probi A ,Def?,



Minimaynl test Jje zaddn nelezeninm nejnéné pPileonivé dvojice

pravddpodobnostnich mér, jal Je shrnuto v andsledujicim odstavel.

4. NEJENE PELzNIVA DVOJICE PRAVDEPODOBNOSTHICH IER ,

Definice 1. Relneme, Ze @b = 63 je neamcnc prizniva dvojice
pravdépodobnostnich meér vohledenm Xk 4? , , pokud pro vicch-

na (nezdpornd) redlnd Z

Qlx>1)) = sup [ x>t 1 Q2]
; G (x>t = dnf [ @ C(¥>t)): QX

xde X je vhodnd verze Radon-Nikodyuov:i derivace &¢,/o@, .
{Podrobndii o genezl fohoto pojmu viz Rieder (1977).)

- ~ Y . ’ N s - . 5 ’ )
echt € @ Jﬁ‘gsou nezépornd cisla, /ﬂéé/ , takova, ue

&
Q(IT>L)) + PG (T L) =t (X€(C0,7))
a. poloZme
/ ‘x> 4/
95 - Jx - ﬂ’—'z&u})
g =<4/,
Fotom

£,8 - QClr>4})+ 7 Qlr-4))=

=Q'Cla>t ) +f ;}67/ [QUx>8) - @'Cx>¢1)/ -

- G-f) GLT>HI) * jjzk FCE -4 <

< - p) q Ctr>4}) + /'f;}v QAE~4) = EP' «,



Medy 55- nd rogmer . lnc._LO”“C’" déle

' [ / _ . /
023; L9 L9 >% o? 7%%/{4‘”55)

xde prvd nerovnost Jje zaloZena ne faktu, Ze gf je nejsilnéjsim

testen A P=Gs proti As P=€q, . 0diud
. /
£, B = s 24
Q@ER @ FET Q€L @
ti. & je minimexni test rozmdru .

v élénoich quber {1965}, Chalfina a Chalfin (1 1975) a Rieder

(1977) jsou nalezeny nejuénd pifznivé dvojice & & @,
vzhleden Xk 4? a J? v piisludnfch modelech zadanych v pred-
chozin odsiavei. Pro Huber-Strassentv model je v ¢ldnlim fuber,

ta
gtregsen {(1973) dokdzdna existence nejméné piiznivé dvojice
Lwavdépodobnostnich mér & je popsdn minimelizalnd postup vedouci
{pokud je analy cky zvlddnutelny) v konkréinich pripadech I no-
lezeni této dvojl _

Lze iedy Pfci, Ze v Padd piipadd umime nelést minimexm?
test v rdmei modelu kontaminace. Odpovédim na vide poloZené
otdzky o efeltivnosti tdchio testll je vénovén dalii odsiavec.

. VISLEDKY. Vénujme se nejprve modelu, ve kterém se predpolla-
d4 shodng kontaminace hypothesy a aliternativy. Tuto situac
uvarovali manzelé Chalfinovi. Piipomenme nejprve jejich vysled-
Kye

Techt £ a A jsou pravdépodobnosini niry definovené na
néritelném prostoru (K, A) , xde & je kompaktni metricky
prostor a s vorelovskd 6" -algebra. Nechl /ﬂh a /ﬁq jsou
jejich hustoty vzhledem k miFe & , kterd dominuje soudesne
A i £ . Oznadme pro libovolné redlné ¢

Acc) = (He X :/\;(J)//&,(J);-CJ

(kde pYedpokldddme b&Znou konvenci o déleni nulou).



Polo¥me pro GFEE , ¢el9 7) )

LX) = (/-é,‘,)/v/ ) — (- d’,)/v,(x),
(Bez Ujmy ne obecnosti predpokléddejme ¢ > &, .) Nech?l
/r, [A’eJF /z(w)>0) # ¢ 7 tohoto predpokladu plyne, Ze
existuje &E€R tak, e |

G-¢ - f@ A G

A
Wejménd piiznivéd dvojice pravddpodobnosinich mér G, & G,
vzhledem k¥ & a J;‘) (viz Pozndmka 3.) je zaddna pomoct
hustot
(&) fy )+ - ——5‘— A Cx) JE A(é))
KA () =
/- &) /yz. W) TINDE,

Tvrzeni 1. HNecht Bedt je takova mnozZine, Ze plati

:Bf/zm%a >a-c,

Potom

H %, 9) < il (7-6) //(/L,,/v,)f & * (%afef/Lo‘?“, 7/

Pozndmka 4. Hejlepdi hranici lze samoziejmé obdriet dosazenin

ACE) ze B .

Tvrzeni 2. Plati nésledujici nerovnost:

s Zlogl e B, K o) * (8 z:,“q.,g»k

M/[//m«afr/@ 7—— r‘//t,/f,) %[A/(/‘ﬁ/",)ﬂ(fe.)/?%“d 0/’-

Tvrzeni 2. uddvd horni hranici rychlosti konvergence souciu
pravdépodobnosti chyb prvého a druhého druhu, Je-li sikutelnym
rozddélenim 4  nebo e , aviak my Jjsme pouZili k testovéni
robustni verzi testu a nikoliv nejsilnéjsi test zaloZeny ne ve=
rohodnostnim poméru dz‘} /R . ProtoZe rychlost honvergeacc
soudtu pravdépodobnosti chyb, je-li skutelénym rozdélenim A

nebo £ , pfi pouZiti robustniho testu zaloZeného na oSG /A,



je nutné vitsi nebo rovnd nejhorsi moiné »ychlosti nustdvajlcd
tehdy, Je~li skutelnym rozdilenim Jedno z dvojice nejméneé pri-
znivych,méla by hranice udand v Tvrzeni 1. byt vét3L nebo rovna

”

hranici z Tvrzeni 2. To skuteéné platis

Tvrzeni 3.

eins fomt { 32 HPi 19, L P i3+ Py g 1, 1) <

S min [ (750 Hfo fo) * & ,f o GGt 7/.

ACE)

Obraime nyni pozornost k modelu navrienému Riederenm. .Abychonm

mohli uvést Riederiv vysledek zavedme nejprve nélterd dalsd

oznadlen,

Necht B = é’ jsou dvé pravdépodobnostni miry definc-
vané na libovolném mé¥itelném prostoru (.2"/ .le), %, 9%, &,
nezdpornd ¢isla, o * 0{7< 7/ (=0, 7) a poloZme

y, & "‘;""d;' W, = d:'
S a1 ;o TET ey -

Potom existuje prévé jedne dvojice 4, a 4, € 9, o ) tak, Ze

P(la<a,}) ~ PU<A) =Y, + w0, 4,
B(la>4,}) - A, R({a>A))= N4+

kde 4 je nékterd verze AP /o) . H. Rieder ukdzal ve
svém ¢lanku (Rieder (1977)) explicitné moZnogt existence nej-
ménd dvou dvojic nejméné priznivych pz avdepodobnostn¢ch mer,
Jednoznatné je definovdn pouze véronodnostni pomér téchto mér
AR, [ G - Uvedme si alespon jednu z téchto dvojic

7— & »(6{4‘(40}
S Ot oo )
g - A-&) fro teL44cd, ),
S & C e, fro ,‘,%/,?) ve [A,<A)}

VoA, # DOy
a é? se nalezne ze vzitahu
1

"% e [8,, mnv{4,4,}f

‘Z/o?o = /"d",




Pl

platiciho Qa *Q, skoro viude.

S pouZitim Riederovych vysledkd lze dokdzat ndsledujici

tyrzeni:

Tvrzeni 4. lNechi &« & (971 | Totom

Higg) < #aXra) A o A
LR Clacap o] # 8P4 <a)) -0 ]),

nvrzeni 5. MNecht o« € ¢g7) ., Potonm
Lo 5y g Lo (G R C.3)) *:’:(é? X Q.80 <
- 7- A
< g ( mac l GE) THep o) + 20 RB<AD],
& = -
(FET (M Ay + 4B Ca < 2)) ]}/,

Podobnd jako pro model uvaZujici stejnou kontaminacl hypothesy
a alternativy také v tomto modelu je odhad "nejhorsiv"rychlosti
konvergence pravéépodobnosti chyb (tj. rychlosti této konver-
gence pro dvojici nejménd pFiznivych distribuci) alespon tak
velky jako odhad této rychlosti pro piipad, kdy skutelnym roz-
délenim je bud #& nebo A (a kdy jsme pouZili robustni verze
testu v domndni, ¥e napozorovand data jsou kontaminovédna). Ten-
to faki je Tormdlné zachycen v ndsledujicim tvrzend,

Tvrzeni 6. HNecht «€(97) , Potom

ime { P& A8 S VR s 34 XRLI<AD) -0, ) +
- ) S X
f-A"/(g(é’{A_})"/)]/ f}z /mm’/ﬂm—(/&:ai) /‘fé(/oqﬁ/’) >

7 -4 v -
+Aoq R({a <4,j)], (,/_ c?) /—/'é}‘-,/',)*d,“/,’(/d,m})]}, 7).

Zévér ¢ldnku je vénovdn numerické analyze.



6 NUMERICKE PRIKIADY.
STEJNA KONTAMINACE HYPOTHESY A ALTERNATIVY.

—— SN GETRTET MG MM . eESSEe SN G GG WS e — — p— S—

Necht £-WN(71), B -N¢u,7) , G=.05, &= .005,
Necht Hfjo, L7 ) oznaduje odhad */(g., g, ) uvedeny v Tvrzeni 1.
a Ae,, odhad uvedeny v Tvrzeni 2.

)

w Wt i)  Ht@)d GG e lRe, ]
1 .8825 8945 .9323 .9319
2 .6065 6377 «6535 .6520
3 «3246 «3653 «3729 . 3700
4 .1353 .1815 .1846 .1807
5 «0439 « 0927 .0936 . 0894

RBZNA KONTAMINACE HYPOTHESY A ALTERNATIVY.

Nechl op&t B=N(O, 1), R=N(w 1), =&~ %= =, 05.

cw AL ) g, &) 7,2,  egvife,}
1 .8825 .9793 1 1
2 6065 .8654 1 .9316
3 .3246 7394 . 9065 6499
4 1353 .6529 .7303 .4708
5 .0439 .6153 .6434 .3836
0 3.73E-6 5999 .5999 .3333
K=& - O, - = 005 8
¢ ¢, G e,
< @25 . 91'6‘%7’ ’ % &’ %. 9552]
2 .6065 6714 .7516 ~ .6821
3 « 3246 4324 4962 +4125
4 .1353 . 2869 3446 .2314
5 .0439 .2245 .2405 1433
0 3.73E=6 « 1980 « 1990 . 1005

Poznédmke 5. Vzhledem k jed.nod.uchosti (zejména pak symetrii)
uvedenych prikladi lze vyéislit presnou hodnotu &, 2. ) .
Nap¥. pro Riederiv model mé vztah pro vypolet f/g%,g,) tvar

74
G0, @) = (7'6‘)/4(/"0//‘, // f ‘7”‘/_ = (wJ)j /
7a<A4,}
+.ZA [(1-&) B ({a<4,}) - /.
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