M -~ odhady a SA - odhady v linedrnim regresnim modelu

J. Novovidova

1. Gvod

Vznik a intensivani rozvo}] tebrie robustnich statistic-
kych odhadi je podmindn ristem praktického vyuZivani statis~
tickych metod v riznych oblastech. ZkuSenosti s prakitickym
pouZivédnim klasickych optimdlnich metod odhadovéni ukazuji,
e tyto metody jsou vesmés citlivé na nesplnéni podminek
jejich optimality, ¢im%Z se sniZuje jejich efficience.

Ulohou teorie robustnosti je vypracovéni takovych sta-
tistickych postupi, které

(1) maji jen o mdlo ni%8i efficienci neZ klasické opti-
mdlni metody p¥i pFesném splnéni podminek jejich optimality,

(ii) na rozdil od klasickjch optimdlnich metod zistdva-
ji vysoce efficientni p¥i poruseni t&chto podminek.

Termin robustnost v uvedeném smyslu byl zaveden Boxem.
Presndji je pojem robustnost definovédn v prdci Hampela [3].

Jaké jsou argumenty ve prospéch robustnosti?

(1) Skutednost, Ze nikdy presn& nezndme sprdvné rozdé-
leni pravdépodobnosti.

(ii) Kriteridlni funkce nékterych klasickych odhadi
jsou velmi nestabilni p¥i malych odchylkdch od predpokld-
daného rozdéleni,

(iii) NepFesnosti struktury modelu (nap¥iklad jestli-
Ye predpoklddany linedrni vztah neni ve skutednosti linedr-

ni)e.



Samoz¥ejmé, %e také ndkteré jiné predpoklady mohou byt
poruseny, nap¥iklad predpoklad nezdvislosti chyb pozorovini
atd.

Podle toho, vidi jakym p¥edpokladim je metoda stabilni,
ﬁluvime napfiklad o robustnosti vzhledem k rozdéleni ("dis-
tributional robustness) nebo o robustnosti vzhledem k modelu
("model robustness" nebo "robustness of design").

V teorii regrese je kladen diraz na metody, které jsou
ménd citlivé vidi nesprdvnym predpokladim o tvaru zékladniho
rozddleni a vadi vlivu odlehljch pozorovdni., Jeden z moZnych
p¥istupld ke konstrukci robustnich odhadi regresnich koeficien-
t& navrhl Huber [4]. Uvafoval odhad typu maximdlni vérohodno-
gti (M-odhad) s pFistupoval k problému robustnosti z hlediska
minimaxového FeSeni, to je uvaZoval odhad, ktery minimalizuje
maximum asymptotického rozptylu v dané t¥id& distribudnich
funkci, M-odhady vyZaduji ¥edeni nelinedrnich rovmic, které
je obti¥ndj8{ &im je podet pozorovdni v&t¥i. Daldi dvé tridy
odhadd jsou L-odhady (zaloZené na linedrnich kombinacich po-
¥adovych statistik) navrZené Bickelem [2] a R-odhady (odvoze-
né z porddkovych testd), které uvaZovali Adichie [1], Jaeckel
[7], Juredkovd [8] , Koul [10]. Tyto odhady vyZaduji operace
usporddéni a tudif nejsou z vypoleiniho hlediske atraktivni
pro vybdry o velkém rozsahu. M-, L-, a R-odhady nejsou vhod~
né pro odhadovédni v redlném Jase nebo asové spojitych si-
 tuaeich a v teorii Fizeni.

V této prdci je vedle M-odhadi uvaZovén dalsi typ odha-
d% a to rekursivni odhad typu stochastickych aproximaci, tzv.
SA-odhad, ktery mi vypodetni p¥ednosti pfed M-, L-, a R-odhady.



2. Formulace problému

UvaZujme obecny linedrni regresni model

(2.1) yf? = ){n Q°r W, ; n= 1,2
kde
-

A1, Y, = Yy Yai i )’,,) e R” je vektor nezdvislych
pozorovani takovy, Ze Y, =1, 2, g md distribuéni
funkci

T mo C
(2.2) F()’“"‘i@) , e hEoea
5 . d F(z)
Predpokldde jme, Ze f(Z) = dz existuje, je abso-

lutné spojitd a mé kone?inou Fisherovu informaci, to je

(2.3) I(F) gf 3 fCZ)ciz < oo

T P
A2, Q ‘(84, az.~~, GP) ¢ R je nezndmy vektor regres-

nich koeficienti.
X J’ = 41 2/ fr',

nu s Pddky J\”J A= 2 N
Predpokléde jme, Ze

lim = X =X existuje a 2 je positivnd

11 2Dco

definitni matice, kde

(2.4) > = 25::“* ‘%

#

1]

AL, @4, (u_hu,z'...’l-én) ERJU‘L/ Lt=12,,hn
jsou nezdvislé stejné rozd&lené ndhodné chyby pozorovédni je-
jichZ distribuéni funkce F je symetrickéd vzhledem k nule
(F(z)=1-FC2))

Cilem je odhadnout 0° na z4k1ladé zndmé maticexna vekto-~

ru pozorovani Y, o jestliZe neni p¥esné& zndm tvar distribuc-



ni funkce F .

Obvykle odhadujeme nezndmy vektor d° metodou nejmensich
Etverch (L S)tj. za odhad bereme tu hodnotu & , kterd minima-
lozuje soudet Civercid - 2
(2.5) g (y; - X @)
neboli vektor & , ktery je YeSenim soustavy p = rovaic
2.6) > (y, A9« =0
Odhad éiLnge linedrn{, nestranny a méd minimdlni rozptyl mezi
vSemi linedrnimi nestrannymi odhady. JestliZe F je normdlni,
potom je odhad efficientni. Je zndmo, Ze metoda [ S je citlivd
v3i odchylkém od normélniho rozddleni a vidi hrubym chybdm
v mé¥enich. Proto vznikla pot¥eba hledat metody, které by byly
ménd citlivé vidi nesprdvnym pFedpokladim tykajicim se tvaru
zékladniho rozddleni chyb a viidi odlehlym pozorovénim.

Existuji rzné p¥istupy ke komstrukeci robustnich odhadi
vektoru regresnich koeficientd. P¥istup, ktery budeme uvazo-
vat, je zalofen na koncepei minimaxu navrieném Huberem [4 ]
pro odhadovéni jednoduchého parametru polohy (A; P =1, p=1
v (2.1)),

3. Minimaxovy p¥istup k robustnimu odhadovéni
vektoru parametri

V tomto pPistupu se pFedpoklddd, Ze informace o distri-
budni funkci rozddleni chydb pozorovdni, kterd je k dispozici,
dév4 déstednou predstavu o této distribudni funkei a je vyuZi-
te k urdeni konvexni mnoZiny ng symefrickjch distribucnich

funkci, kterd obsahuje F . Odhad & je definovén posloup-



nosti [@n = H, ()’4, You 'Y ), n=192. )2 estimdtort urdenych

ne, zdkladé n pozorovéani,

Jestiize Fe F a {9,,,} je posloupnost vektorovych
A . P -
funkei B, (Y1,Y2, - Ya): RT— R pro které plati, Ze
/\
(1) @h — 0° - gkoro jist& nebo podle pravd&podob-

nogti pro 11 — o=

(i) ”%(é\n - 80) mé esymptoticky f° - normélni
rozddleni, kdy? & mé distribudni funkce / , s nulovym st¥e~
dem & asymptotickou kovarianéni matici K ( ) , F ) , pak hle-
ddme FeSeni pro ndsledujici problém P.

A

P : Najit dvojici [é ’J Fo € —(’r 6, € T tak, aby
(3.1) {K(@ F)< K(@ F) //<(@ £)
pro vSechna Fe ff a pro vsechna @ € T , kde gdje t¥ida
vS8ech reguldrnich odhadi.
Pozndémke 1, JestliZe plati (ii) budeme Fikat, Ze odhad

A

6, je asymptoticky normdlni v s asymptotickou kovariand-
ni matiel K(éo | F)'

JestliZe za odhad neznédmého vektom/‘@o vezmeme él, pak
asymptotickd kovariancéni matice odhadu #,, nebude v&t3i ne’
K (@ f,) bez ohledu na rozdleni [ ze t¥#idy ¥.

Definice 3.1. Necht gr je t¥ida rozdéleni, f je trida
odhadd a K ( @, F) je asymptotickd kovariandni matice odha-
du é‘ @e f’ F e T,

Rekneme, Ze
92 je minimaxovy robustni odhad a
F, Jje nejménd pFiznivé rozd&leni t¥idy \6}" , kdyZ pro

@0 a b, plati (3.1).



A
Minimaxovy robustni odhad G)O minimalizuje asymptotickou

kovariandni matici maximslizovanou ve t¥idé rozdéleni -gf.

Jestli¥e informace o rozdéleni chyb je pomérn& Gplnd, pak
pPislusnd t¥ide rozd&leni pouZitd jako model neurlitosti bude
izkd a minimaxovy odhad bude blizky optimdlnimu pro kaZdou in-
dividudlni distribuéni funkci ve tridé gr . Je~li informace
chud4d, ¥ bude Sirokd a minimaxovy odhad se bude pro nékte-
ré distribudni funkce ve t¥id§ § zna¥nd 1i¥it od efficient-
niho,

Pozndmka 2. Huber se divd na robustnost jako na druh po-
jistovaciho problému: Jsem ochoten zaplatit (ztrdtu efficien-
ce 5 = 10 % proti idedlnimu modelu), abych se pojistil proti
Spatnym efektlm zpisobenym hrubymi odchylkami od idedlniho mo-
delu,

UkéZeme, e problém P mé FeSeni ve tvaru M-odhadd a
SA~-odhadi.

4, M - odhady v linedrnim regresnim modelu

Necht frl je t¥ida symetrickych rozdéleni a §=) je
9 )
redlnd nekonsteantni funkce, £ < R s derivaci 3’ =Y .

A
Definice 4.1, Odhad O™ vektoru ©° urdeny vztahem

(4.1)  @" = argrmn Z € (yi -, 8)
geg 71

neboli PeSenim systému P- rovaic
n
. - ) - o
(4.2) th/(yt "%@)%OL =0, g hEP
t=1

vzhledem k # nazveme odhadem typu maximdlni v&rohodnosti



neboli M-odhadem generovanym funkei Y .

Metoda odhadu (4.2) se formdln& shoduje s metodou maxi-
mdlni vérohodnosti, kdy% g)(Z) = - [og f(l)

Asymptotické vlastnosti M-odhadl regresnich koeficienti
pri pevném P vySetfovali napiikled Juredkovd [9]. Huber [5]
vySetfoval asymptotické vlastnosti M-odhadld za pFedpokladu,
ze 8 rostoucim n roste i rozmdr P vekioru parametrli regrese.

Predpoklady A1 - A4 FeSeného problému rozdi¥ime o p¥ed-
poklady tykajici se funkce tf s které oviem nejsou jediné
mozné,

A5, Necht {/(z) je lichd (y(z) =~ Y(-2)) a spojité
funkce aZ na koneénf podet bodi; predpoklddejme, Ze

wn  Eyt- |y f@de <
(4.4) E-y - j ‘f’(’—)f(l)dl =0

R’I
A6, 5‘/(7—) je neklesajici o omezend.

AT, Funkce

(4.5) m(oc)=—fq/(z—oc)f(z_)dz_
R‘l

je diferencovatelnd v mule a O < m)(o> < oo |

Za podminek A1 ~ A7 kladenych na distribudni f/t\mkci F ]
na generujici funkci (/ a matici )Xh je M~odhad 8" konsis~
tentni a n® (é - @u) » Je asymploticky P~ normdlni s nulovym

gt¥edem a kovariandni matici

AL _ -~ E«}/z
.6y K(8"F)=2 W

Necht J(r je konvexni t¥ida symetrickych rozddleni a nechi
existuje [, € q pro kterou je I (F) miniméini ve ti‘*idéf £3.



wn  fo=argmin I(F)

Dédle nech®

ey, = (~logfe)'= ,a,_

a 9“ je TesSenim soustavy P - rovnic
l

(4.9) Lf/ O/ - X a)vl// = O, j?=4f‘2/"'i/°

L=
Pak dvojice [@o | ﬂ,] fedi problém P .

Odhad urdeny (4.9) je maximdlné& vérohodny odhad pro roz-
d8leni s distribudni funkei F,. Mwodhad Fedici problém P Je
iplné urden, je-li zndmo ., ve t¥{dd F . Nejménd p¥{iznivé
rozdéleni tridy ¥ je totoZné s rozdélenim minimalizujicim
Fisherovu informaci ve t#idé T .

Pro kazaé Fe F poloZne
(4010)  E_ ¢, - g (2) f (2)dz
R“

(4.11) F %2 } fw %2(2) f,(2)dz
(4.12) g () = "L" Y, (z—oc)f(z)dz_

kde fo a Y, jsou urdeny vztahy (4.7) a (4.8). Pak pro kaZdé
Fe ¥ plati pro asymptotickou kovarian&ni matici odhadu @f
urdeného (4.9)

(4.13) {K(éo",F) =D

- EF Wo&
[ (e)]*

M-odhady vyZaduji YeSeni soustavy rownic (4.9). V obecném

pF¥ipadé nemiZe byt soustava rovnic vyreSena explicitné a je
tTeba pouzit iteraldni postupy, p#i kterych je nutné uchovdvat
v pam&ti v3echna y. a \JA%. (1 = 1,2,000903 J = 1,2,000,P),



co% pisobi potiZe s rostoucim poltem pozorovdni a kromé toho
je t¥eba p¥i ka?dé iteraci politat inverzi matice X;'Xk

a proto M-odhady nejsou vhodné pro aplikace v redlném Case,

0 numerickych procedurdch FeSeni soustavy (4.9) pojedndvé
Huber v [6], kde jsou rovnd% odkazy na delsi literaturu tyka-

jici se této problematiky.

5 SA - odhady v linedrnim regresnim modelu

V této 34sti ukdZeme, Ze za urditych podminek regularity
existuje odhad zaloZeny na algoritmu stochastickych aproximaci
(SA) Robbins-Monroova (RM) typu, ktery ¥esdi problém P. Martin
[11] prvni nalezl, Ze robusini odhad parametri lze ziskat pomo-
ci SA-algoritmu RM typu. Nalezl SA-¥eSeni pro jednoduchy prob-
1ém odhadu parametru polohy robustni ve tridé - kontamino-
vanjch normilnich rozddleni. Price a Vandelinde [12 ] zobecni-
1i préci [11] v tom smyslu, ¥e ukézali, jak nalézt SA-FeSeni
pro problém odhadu parametru polohy pro obecnou t¥idu rozddle-
ni., Roz8i¥ime SA-pF#istup na problém odhadu regresnich koefi-
cientd, SA-odhady maji vyznamné vypodetni pFednosti pred M-,
1-, a R-odhady. SA-odhady jsou ddny jednoduchym rekursivnim
vztahem a nevyZaduji explicitnd pouZ{t minuld pozorovéni pFi
vipodtu béZného odhadu a jsou tudi¥ vhodné pro aplikace v redl-
ném Sase. AvSak minimaxové M-odhady konverguji rychleji neZ
p¥islutné SA-odhady.

A

Definice 5.1. Odhad 0> vektoru O definovany rekur-

givnim vztahem

A A -1 T
(5.1) e, = 6br)--/l * %X Xn %(YH_XH @'7-—4)

h

r|= 4 2',"

I



kde 4§ 2O a poddtedni odhad je libovolny, nazveme SA-od-
hadem p¥islusnym funkeci q/.
Zékladni vysledky jsou obsaZeny v ndsledujicich vétdch,

které uvedeme bez dikazu.

A

Véta 5.1 ("Konsistence 6% "), Za pfedpokladi A1 - A7,

Q1v procedure (5,1) konverguje k B° skoro jist& s N —> =
Véta 5.2 ("Asymptotickd normalita"). Jsou-li splnény pred-
! 4 1.2 "1
poklady A1 - AT & m'(9). }" > 7, pak n*(6, - @%)je asymptoticky
P - normdln{ s nulovym st¥edem a asymptotickou kovaerianéni

matici ) , 5
AL - Ery
SA ~) = ;%: FEF
(5.2) {K(@ j r) 2y m'(0)-1
Poufijeme~li vztahd (4.7), (4.8), (4.10) - (4.,12) & zvolime

— -1
5.3 p = [I(R)
pak odtud 6554. je generovén vztahem

(5.4) é = é\n-,, t TZT‘[I(Fo)Z] -&n %(Yn —X;@n—4)

a mé asymptotickou kovarianéni matici

A - E ,2
s k(87 F)=2 1 - 4

20 o ! j 2
Ek%[&mﬁwl%%]
Résledujici véta uddvéd podminky, za kterych SA-odhad YeSi prob-

1ém P ve t¥ias ¥ .
Véta 5.3, Necht fgd je konvexni t¥ida symetrickych rozdé-
leni s konednou Fisherovou informaci a f» minimalizuje I_(F)

ve tPidé frﬁ. Jestli¥e pro ka#dé < gﬁ’ plati

A
SA
(i) QL je konsistentni a asymptoticky normdlni s ko-

variandni matiei danou (5.5) a



) i i , C/L
(ii) m’)F(O) =7 j‘]uo (Z) f(z)
R"
pak dvojice [_@oSAl Fo] YeSi problém P ve t¥ias gd .

vata s.a. K (8 )< K (8 F), Fe¥,
pridemZz rovnost nastane tehdy a jen tehdy, jestliZe h’?;: (0) =
A

TudiZ obecné minimaxovy M-odhad konverguje rychleji neZ
odpovidajici SA~odhad. |

Jak pouZit algoritmus (5.4), kdyZ nezndme matici 2
a konstantu m'F (0)  zévisejici ma [ . y

Matici (n >3 )_1 Je moZné aproximovat matici C.‘Zm% ’“cr)

a pod "'tat rekursivnd a m, (3) 1ze nahradit velidinou

L Z ijo (7,; - X @4-4) . Tyto aproximece nés
L =1
pi"ivegcu k algoritmu é‘
AN A - o
(5.7) @n - @n-/, + Ph'xh L}’o An)) AI’? y/v X h-1
X P
(508) - (P xh n -1
& e [‘71/ (A )J anrﬁ X

V pF¥ipadé, Ze %)(An) = » poloZime L//u CA,) i 77_\—” (-//o (/in)

6. TFidy rozddleni, p¥iklady robustnich odhadld

Priklady trid F a YeSeni variaénich Uloh minimalizace
L(F) ve t¥ia8 F jsou uvedeny v [13]. Omezime se na n¥kters
t¥idy rozdéleni, které vyjadfuji druhy apriorni informace, se
kterymi se lze setkat v praktickych dlohdch.

Huber [4], [5] uvazoval dvé t¥idy symetrickych rozdéleni

1) 7, Je t¥ida &£ -~ kontaminovanjch normélnich rozd&leni



(p?ibliZné normélnich), to je
- F F-g-e)p 4 e H]
G = {F F=U-&¢
kde CP -je distribudni funkce standardniho normdlniho rozdéle-

ni, H je libovolnd symetrickd distribudni funkce, 0<& < 7
je znéma konstanta . . ¢ (Z)

1]

|
¢

('VUCZ') Z) ]ZIéC _‘C

& .sign(z_)' 1z] >C¢

2) 5(; - tPida £ ~ normdlnich symetrickych rozdéleni
T - [F : sup|F@-d@|< £ F symetrickd |
) -4
Ve t¥ide 5(: a 3[;_ je nejméné p¥iznivym rozdélenim rozd&leni

s exponencidlnimi chvbsty. ¢ ()

bAg(hz), lz|<a

I

¥, (2)

z a<|z|<b b -a

1

b. sig1 (%), [z]>P

1]

Deldi t¥i t¥idy uvaZovali Poljak a Cypkin [13] .
3) 52‘ éF; f(z)je.spojité. v O, f(())?d >0}
5[; je nejd3irsi t¥ids rozdéléﬁi, odpovidd tomu, Ze chybi ja-
kékoliv apriorni informace o rozd&leni. Nejméné p¥iznivé roz-

déleni je Laplaceovo. ¢ (%)

w,(z) = 2a sigr (2)




4) %; - t¥ida rozdéleni s omezenym rozptylem
~ - ' [ 2 < 2-4 =0
ﬂ - [ F t,t: = d j

Nejméné pPiznivé rozddleni je normflni rozd&leni,

Yo (2)

¢,(z)=2

5) ‘/{; - t¥{da p¥ibli¥nd rovnomérnych rozdéleni

§ = {F: F=(-&)k t&H]

FR je distribucni funkce rovnomérného rozddleni R(O,ZCL} )
H je libovolnd symetrickd distribudni funkce, O<E < A
je zndmd konstanta. Y, (z)
¥ (z)=0, |z|<a ,
- _/t_é__gigm (2), [z1>a éfl ” z
£a :

6) g - t¥ida pi’%bliéné finitnich rozdéleni
) - — <
£« {F: [f@dz =1-€,0 e<1%

¢ (2)




T. Zavéry

P¥i praktickém pouZivdn{ M- a SA-odhadd vzniké Fade
otézek.

1) Ktery z uvedenych odhadl poufit (kterou funkei Y, vy-
brat)? Odpovdd zdvisi na apriorni informaci o rozdéleni, kte-
rou méme k dispozici. Pou¥ijeme ten odhad, ktery odpovidd moZ-
né t#1d8 rozddleni., JestliZe o Sumu nevime nic, pouzijeme od-
had, ktery odpovidd nejSirsi t¥{dd 4; .

2) Jak se chovaji tyto odhady v p¥ipadd, Ze skutecnd dis-
tribudni funkce nepat¥i do vybrané t¥idy gf ? N&které z trid
zde uvedenych jsou dosti uzké ( ?; ’ @; ) & odhady sestroje-~
né pro tyto t¥idy nejsou vhodné pro rozdéleni, kterd do nich
nepat¥{. Odhady zkonstruované pro tridy 4: , 92., ﬁ; jsou
pou¥itelné pro libovolné rozddleni, i kdyZ nemaji prilis vy-
gokou efficienci.

3) Abychom mohli pouZit odhady odpovidajici t¥idédm 9;

a 9; je t¥eba znit dva parametry & to & - droven kontami-
nace a parametr md¥itka zdkladniho rozd&leni (normélniho nebo
rovnomdrného). Vi&i parametru & mnejsou odhady prilis citli-
vé. Parametr m&¥itka neni apriori zndm. Je moZné v .procesu
zpracovdni dat tento parametr odhadovat [6].

4) Optimalita M~odhadd a SA~odhadli méd asymptoticky cha-
rakter. Aviek vysledky experimentd a teoretické vyzkumy uka-
zuji, %e robustni odhady si zachovdvaji své vliastnosti i pri
nevelkych vybérech,

5) Popsané odhady jsou minimaxové v danych t¥iddch. Vzni-
ké otdzka, zda nebudou tyto odhady poditané pro nejméné priz-
nivd rozddleni pF{l1i3 mdlo efficientni pro jind rozdéleni, Ztrd-

ta efficience je nevelkd [13].
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