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V teorii hromadné obsluhy Jjsou zkoumédny m=stematické modely
redlnych front poZadavkd &i zédkaznikd, kte¥i pPichdzejif k lince
obsluhy a zde Zdekaji na svoji obsluhu. BohuZel, aby vibec bylo
mo¥né popeat sloZité systémy redlnych front matematickym mode-
lem, je potfeba do modelu zabudovat celocu ¥adu doplﬁujicich a
omezujficich predpokladi. Jsou to zejména predpoxlady kladené
na tvar rozddlenf{ a na nezévislost ndhodnych velidin, s nimiZ
pracujeme, na stacionaritu a ergodi&nost procesfi, které popi-
sujl systém apod. Jde o predpoklady, které v jednotlivych prakti-
ckyeh situacich mnohdy nebjvaji splnény,a presto aproximace
resdlnych situaci{ poskytnuté matematickym modelem ddvajd
u¥itedné predstavy o chovédni redlnérho systému a o jeho sledo-
vanych charakteristikdch. Velmi dileZitou ulohou teorie hro-
madné obsluhy je nalezeni robustnich metod, které by umoZnily
odhadnout praci sloZitych systémd jednoduchymi metodami po-
meei snadno zjistitelnych charakteristike

Ve svém prisp&vku bych si chtél v3imnout robustnesti sys-
tém& hromadné obsluhy ( d4le SHO ) a sfti hromadné obsluhy z
hlediska z&vislosti na tvaru rozdé&leni nshodnych velidin, které
popisuji Jjednek proces obsluhy & jednak proces prichodd poZa-
davkt,

1.Robustnost systému G/G/1

V tomto odstavei bych cht&l uvést nékteré pristupy z hle-
déni rcbustnich odhadd zdkladnich charakteristik, zejména pak
doby &ekéni v aystému G/G/1l., Ve svém prisp&vku budu predpoklé-
dat,%e vSechny uvaZované SHO se ng chédz{f ve statistické rovno-
vdze., Budeme uvaZovat G/G/1 s reZimem obsluhy v porad{ pficho-
dd poZadavkld (FIFQ) a oznalime A(t) distribudni funkci nshodné
velidiny %,udévajici délku dasového intervalu mezi pFfichody po-
%adavkd, B(x) distribudnf funkei doby obsluhy X libovolného
poZadavku. Potom doba éekéniﬁ#;xﬁadavku na obsluhu mé rozdé-
lenf s distribudni funkeci W(y) (viz.(7)), kterd je déna inte-
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kde C(u) Jje distribuéni funkce ndéhodné veliliny T=F-71.

PtrestoZe vzorec (1) nebo n&které Jjeho modifikace umozﬁuji
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v jednotlivych konkrétnich pfipadech stanovit rozd&leni doty
éékénilﬁ; je v obecném pripadé& obtiZné odwvodit i zdkladni cha-
rakteristiky tohoto rczd&leni,nap¥. stancvit jeho stiedni hod-
nctu apod. V obecném systému G/G/1 neni vyJjéddreni stredni hodno-
ty EW v ob&eném tvaru zndmé, lze ji vyJjadPit pouze pifes né-
které jiné charakteristiky, jejichZ primé stanoveni Jje rovné&Z ob-
ti¥né(viz (7)). Obecné& lze rid, Ze Jjak rozd&leni W, tak EW
8iln& zdvisf na A(t) a B(x). Bylo by proto velmi uZitedné na-
lezeni obecnych postupd pro odhady t&chto charakteristik, JjeZ
by na tvar A(t) a B(x) byly mdlo citlivé. Zejména je pot¥eba znét
robustnost t&chto odhadd., Ke stanoveni odhadl lze uvést podle
typu eproximace dva zékladni pristupy:

I. Aproximace hledanych charakteristike.

IT. Aproximace zkouraného systému.

I. pPistup vychdzi ze zdkladnich vliastnosti nshodné velidi-
ny w a veli&in, na nich% beezprostfedné zévis{ a potom roz-
déleni %fnebo jeho stfedni hodnotu EQJvhodnym zpisobem aproxi-
muje, nezdvisle na tvaru distribudnich funkei A(t) a B(x).
Timto zptscbem byly nalezeny robustni odhady distribu&ni fun-
kce doby &ekéni W(y) pro pripad,ie koeficient vyuZiti systému
f = Ex/Ef -» 1, tj. pFi velkém zatf¥en{ systému,a byla nale-
zena aproximace W(y) pro wvelké hodnoty y (viz.(6),(4)). Ziska-
né odhady Jjsou znadn& robustni a zdvisi pouze na prvnich dvou
momentech rozd&lenf A(t) a B(x). Ddle v (5) a (10) byly nale-
zeny horni a doln{ hranice pro stredni dobu &ekéni Ew,op&t
znaén& robustni,

ITI. pfistup vychdzi z aproximace systému G/G/1 Jjinym sys-
témem hromadné obsluhy, ktery lze popsat jednodus3dim nebo Jji-
nym zptsobem znémym matematickym modelem. Tyto modely byvaji

dvoJjiho druhu:
a) Aproximace rozd&leni A(t) a B(x) diskrétnim rozd&lenim.

Pro takto aproximocvany systém je snadné fesit rovnici
(1).T&%213t& problému je potom ve volbé& aproximace roz-
d&8leni A(t) a B(x), aby se pFfi této aproximaci nezmé-
nila podstata FesSeni rowvnice (1l). Otdzka takovéto spro-
ximace Jje sloZitd, jeji T*eZeni pro uvedené potFeby se teprve

zadind zkoumat. Zatim lze doporudit provést aproximaci
tak, aby souhlasilo pokud moZno co nejvice momentl dis=-
krétnfho a aproximovaného rozd&leni. V (15) a (8) Jjsou
uvedeny nékteré vysledky, které ukazuji na adekvatnost
takovéhoto postupu. Kvalita této aproximace posuzovand
kvalitou odhadu stiednf doby Zekdni EW je velmi dobra,



b) Aproximace spojitymi procesy.
Otdzka této aproximace se v posledni dob& velmi inten-
sivn& zkoumé (8), kde lze nalézt bohaté odkazy na lite-
raturu. Ukazuje se, Ze n&které vysledky takovéto apro-
ximace jsou velmi blizko wysledkim, ziskanym ad a). Po-
zornost je v tomto sméru v&novéna zejména difuznim procesim.

2. Markovské sit& hromadné obsluhy a jejich robustnoste.

S1¥ hromadné obsluhy budeme chépat jako n&kclik vzéjemnd
propbjenych SHO,tak,%e poZadavky, které po zpracovdni jednim
 SHO piichédzejf ke zpracovéni do jiného SHO. Jednotlivé systémy
budeme nazyvat uzly sit&. Jednotlivé poZadavky nemohou v Z&d4-
ném uzlu sit® ze sf{t& odchédzet ani do ni prichézet - mluvime o
uzavrené siti, Je=1li v kaZdém uzlu sit& doba obsluhy poZadavku
exponencielnd rozd¥lend ndhodnéd velilina,mluvime potom o
markovské siti.

Déle si v3imneme jedné specidlni sfté& hromadné obsluhy, kte-
rou lze dobbe popsat pradikci vykonnosti pol{itadového systému
(viz.(11)). Budeme predpoklddat, *e markovské si¥ {je uzaviend
s obsahuje prévé& N uzld, i-ty uzel Jje tvoren ms nezédvislymi pa-
ralelnimi obslu¥nymi linkami, doba obsluhy na keZdé lince
i-tého uzlu mé exponencidlni rozd&leni se stredni hodnotou 14%”1
i=l,...,N, stejné pro vdechny linky daného uzlu. Ddle budeme
predpoklédat,¥e v siti je préav& K poZadavkl, kaZdy poZadavek po
obsluze v i-tém uzlu prichdzi k obsluze na j~tém uzlu s pravdé-
podobnosti I'i'j a 2551 rij =1 ¥ i, Doba potfebnd pro prechod
po¥adavku z i-tého na j-ty uzel je nulové a poZadavky, které pri
ptichodu do uzlu naleznou v3echny Jjeho linky obsazené, zaujmou
misto ve front& v poradi prichodd (FI%Q).

Oznafme S(N,K) = §(ky,eee,kg)s &, k; = K,kie[o,...,K],iﬂ,.,NE(

a p(kl,...,kN) pravd&podobnost,fe ve statistické rovnovéze bude
v popsané siti prévé k, poZadavkd v i-tém uzlu, i=l,...,N.

Potom (viz.(2)) 1 N xiki
p(kl’...’kH) = -—— —r—l—. ———— (2)

pro (kl,...,kN)e S(N,K), kde parametry X;,eee,Xy mnusi vyhovo-

vat soustav® linedrnich rovnic "
N X. 1
_ T i
G(K) — z(kl,ooo,kN)€S(N,K) i=1 ﬁ.(k-)
Mivti

xX. . =2N o 2X 2D s+ i=l’o.o’N o
iM = B ST



kde (ki) = kg pro  kis mi

! g ~wmi .
(i lki) = mi- pro ki>wy , t=42,...,N

Ze vzorce ( 2) lze potom snadno stanovit daldi charakteristiky
s{t&, Wap?. stfedni polet poZadavkid v i-tém uzlu je roven

G( K-k, )
ki=1 . ‘G,( K)

»

Otazkou je, jak je uveden 4 s7% robustni z hlediske exnonencidlniho
rozdéleni doby obsluhy. V vrdci [11byla robustnost této sitec sle-
dovéns metodou Xonte Carlo a bylo zjisSténo, Ze jednotlivé pravdi-
podobnosti P(k1""’km) pro generovanou sit znadné zdvisi na ‘tva-
ru rozddleni doby obsluhy v jednotlivych uzlech (bylo generovano
exponencidlnd ) rovnomérné a logaritmicko-normilni rozdéleni doby
obsluhy, ¥ = 3, K = .

Vo druhé strané pPi aplikacich uvedené markovské sité v poli-
tadovych systémech se ukdzalo, Ze modelem ziskané analytické vysled-
ky se dobte shoduji s vysledky naméF¥enymi, aCkoliv vesmss nebyly
dodr¥eny nredpoklady pro pouZiti modelu (viz [14,] [12] ). To by ukazo-
valo na dobrou robustnost popsané sité vzhledem k uvedenym aplikacim.

Ze vysledky predikce stredni
TR 360/67 ziskané na zdklade

nek nap¥. v prdei [12] je ukdzdno,

doby odezvy u dvouprocesorového systému

popsané markovské sitd se od namérenych nelisi o vice neZ o 10m, P21
’_]_V

tom byly hrubé poruSeny pFedpoklady uvedené markovské sité ve tlech

smérech:

P1 viechny pozadavky si vedou stochasticky stejné (pfedpoklad,

.

Ze vSechny pravdépodobnosti ryy @ rozdéleni doby obsluhy
v uzlech jsou pro vSechny poZadavky stejné)

P2 ; predpoklad exponencidlniho rozdéleni doby obsluny v uzlech
P3 : re¥im obsluhy v uzlech je reZim v poradi p¥ichodd (FIFO)

Proto si ddle v3imneme sit&, kterd by poruseni uvedenych pred-
pokladd respektovala a uvedeme, za jakych podminek je tato sit ro-
bustni., PPed popisem takové sité uvedeme nékteré refimy obsluhy



u¥ivané v poditadovich systémech a modelovdni obecné doby
obsluhy pomoci kaskddy exponencidlnich linek obsluhy.

3. ReZimy obsluhy

V poditalovych systémech, které‘pfacuji v refimu sdileni
procesoru, jsou pouziviny zejména takové refimy, které preferuji
pofedavky, je? pot¥Febuji na svou obsluhu "krdtkj" Sas pred pozZadavky,
kterd potfebuji na svou obsluhu "dlouhy" Cas. Takovouto prioritu
je mo¥né vyjdd¥it nap¥iklad tek, Ze doba Cekdni ve fronté %(x)

_ poZadavku, ktery na svou obsluhu vyZaduje =x casovych jednotek,
 je tmdrnd x. Casto ufivané reZimy obsluhy s touto vlastnosti jsou
round robin (RR) & inversni po¥adi obsluhy s absolutni prioritou a
doobslouZenim (LIFO).

Re¥im RR spodivd v tom, Ze poZadavky se pred linkou obsluhy
(procesorem) stavi do fronty v pofedi svjch p¥ichodl, kaZdy poZa-
davek, ktery je v dele fronty prechdzi pak na linku obsluhy, kde
obdr¥i q &asovich jednotek obsluhy (q > O je dand konstanta tzv.
kvantum) a potom se op&t stavi na konec fronty, neni-li jeho obsluha
jedtd dokondena nebo v opadném piipadé odchdzi ze gystému, V limit-
nim pFipad® q — 0 dochdzi ke sdileni procesoru vSeml poZadavky
piitomnymi v systému.

Re¥im LIFO s absolutni prioritou a doobslouZenim spodivd v tom,
Ye ka¥dy nové prichozi poZadavek do systému jde ihned ne linku obslu-
hy, vytladi z obsluhy poZadavek prdvé obsluhoveny (za pfedpokladu, ze
linka obsluhy neni volnd). Vytlaceny poEadavék se postavi do Cela
fronty. Jekmile se linka obsluhy uvolni pro jeho obsluhu, zadind
jeho obsluha z mista, kde byla preruSena.

Pro systém M/G/1 s refimy obsluhy RR a LIFO s absolutni priori-
tou a doobslouZenim lze odvodit (viz [8] ), Ze v dobé statistické
rovnovdhy plati «

, (%) = e

1=



4. lodelovani obecné doby obsluhy pomoci kaskddy exponencidlnich
linek obsluhy

JestliZe doba obsluhy v jednotlivych uzlech sité nemd exponen-
cidlni rozddleni pravdépodobnosti, potom za piedpokladu, Ze Laplaceova
transformace hustoty rozddleni doby obsluhy (oznalme ji B*¥(s) pro
danj uvadovany uzel) je raciondlni funkel, lze ukdzat (viz napf. [9]),
Ye ji 1ze nehradit kaskddou exponencidlnich rozdéleni., Uvedend na-
hrede vychdzi z vyjddfeni B*(s) ve tvaru

d

. s A
B (_ﬂ) b. + l‘.j=1 Boaloooaj"l bjl£=1 ] +bx& (3)

kde d je stupen polynomu ve jmenovateli B*(s), -‘M{1 y § = 1,2,...4,
jsou jeho koYeny, polynom v Citateli B*(s) musi byt stupné nejvyse

d, 8 2 0, bi > 0 jsou dané konstanty, a; + b, = 1 proi= 0,1,,.
eody by = 1. Kagkdde d exponencidlnich linek obsluhy s parametry

"'1 [] [ ’, v I'd
®, 1=1,2,...,4 Je potom znazornena na obrdazku 1.

Exp Exp Exp Exp
&o a, da ¢_3~_39

Obe. 4 rozdéleni doby obsluhy B(x) s Laplaceovou transformaci B*(s)
Po¥adavek, ktery projde zndzornénou kaskddou exponencidlnich rozdé-
leni, kde parametry 8y jsou pravdépodobnosti prechodu po obsluze
ne i-tém uzlu k exponencidlni obsluze na i+1 uzlu a parametry b,
jsou pravdépodobnosti odchodu poZadavku ze gystému po obsluze na
i-tém uzlu, md, jak plyne ze vztahu (3 ), rozddleni doby obsluhy

g distribudni funkei B(x).



£. Zobecndnd robustni sit obsluhy

Popifieme nyni sit obsluhy, kterd na zdkladé prednich dvou
odstaved prihlédne k pFedpokladim P1 - P3, které byly pfi empi-
rickém u¥iti markovské sit¥ posané v odstavei 2 silné poruSeny.

Predpoklddejme, Ze dand sl sestdvd z N uzlt a Ze poZadavky
vytvéafeji L rhznych tiid. Oznaéme rij(l) pravdépodobnost, Ze
pofadavek 1-té t¥idy prejde po skoneni obsluhy v uzlu i k obslu-
ze do uzlu j. Proti odstavei 2 nebudeme predpoklddat, Ze sit je
uzevrend, oznalme proto ?i(l) parametr Poissonova procesu, jeZ
popisuje proces pfichodl poZadavki 1-té tridy do uzlu 1 a
r;(1) = 1 -»Za rij(l) pravddpodobnost, ¥e poZadavek 1-té t¥idy
po ukondeni obsluhy v i-tém uzlu opusti si%.(Pro uzavienou s{f z¥ejm¥
platdi yi(l) =0 a ri(l) =0, 1 =1y00e,L, i=1,...,N). Déle pro
kazdé 1 € { 1,2,...,1:} oznacime ei(l), i=1,2,...8 FeSeni sou-
stavy rovnic.

> e (L (1) (%)

=1

ei(l) = }Q(l) +

Budeme rozliSovat 3 ruzné typy uzld sité:

Uzel typu 1: FIFO, /M/1 : Uzly tohoto typu obsahuji jednu linku
obsluhy 8 reZimem FIFO, doba obsluhy na lince tohoto
uzlu md exponencidlni rozdéleni pravdépodobnosti s pa~-
rametrem Mik, ktery miZe byt i funkei podtu k poZa~

, davkd v tomto uzlu (uzlu i).

Uzel typu 2: RR, /G/1 : Uzly tohoto typu obsshuji jednu linku ob-
sluhy s reZimem RR, Dpba obsluhy na lince tohoto uzlu
md dané obecné rozddleni pravdépodobnosti s distribuéni
funkei B(x), jejiZ hustota mid Laplaceovu transformaci
B¥(s) a miZfe byt zapsdna ve tvaru (3 ).

Uzel typu 3: LIFO, /G/1: Uzly tohoto typu obsahuji jednu linku
obsluhy s reZimem LIFO absolutni prioritou a doobslou-
Zenim. Doba obsluhy ne lince tohoto uzlu md rozdéleni
pravd&podobnosti stejné jako v uzlu typu 2 (tj. vyhovu-
je (3)).

Pro takto zobecndnou sif bylo v [13] dokdzdno, Ze pravd&podo-

bnosti p(k1,...,kn), Ze v uzlu i je ky poZadavki, i = 1,2,...,N
(bez rozliSeni t¥id), jsou tvaru



p(k‘l"."kN\ = C e h1(k1)h2(k2) e o e hN(kN)’

kde

ho(k,) = (2] 1Y )hb 1
Ak.) = . - 1%
5 (kg ( 1 proy. pro uzel typu

\ e“i(]')

| ki
ho(k.) = § —d——o ro uzel typu 2 a 3
1 ( ¥ e ) ? e

prifem? soudet je pFes vSechny t¥idy poZadavkil, které vstoupily
do i-tého uzlu, 1//ku. je stPedni doba obsluhy poZadavku tridy 1
v uzlu i, 1/ Miky  Je st¥edni doba obsluhy poZadavku v uzlu i
p¥i exponencidlnim rozddleni doby obsluhy, je-li pFitomno k; po-
Zadavki, C je dand konstanta.

Kromé toho, je-li systém otevieny, pak lze odvodit (viz [13]),
Ee p(k-]’.oo,kN) - -” pi(ki)’ kde’
1=1

ki v Aol X ” Q Voe W bl
pi(ki) = (1 -@;)Q; pro vsechny tri uvedeﬁe typy uzll, pricdemz

. (1)
Q. ° ;: iﬂl—(ti— pro d"‘;'?ﬂ'tpro uzel typu 1

e; (1) ro uzel typu 2 a 3
0 = 2, 1 P |
D e

Posledni vysledek je z hlediska robustnosti popisované sité
obzvld3T cenny, nebol ukazuje, ¥e pro vSechny t¥i typy uzlt je
rozddleni podtu poZadavki v kaZdém uzlu stejné jako v systému

0} Pal pro parametr @; dany vzorcem (& ). Jinymi slovy,
popsani sit je vzhledem k rozd8leni doby obsluhy znafnd robustni a
chovd se jako by uzly byly izolované. nezdvislé SHO s poissonovskym
procesem prichodl a exponencidlni dobou obsluhy s intenzitou provozu

91 denou vzorcem (S°) v i-tém uzlu, i = 1,2,...,N.

()

7 t&chto vysledkl paek je zTejmd dobrd shoda empirickych vysled-
k% s markovskymi si{témi hromadné obsluhy p¥i poruSeni predpokladi

P1, P2 a P3, Néhradu obecného uzlu G/G/1 v této sitl, jehoZ robustnost
byla diskutovéna v l.odstavei,za uzel M/M/1 je mo%no ud&lat na

zéklad® dopliujifcich predpokladt o refimu obsluhy.
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