Inference v lognormélnim a Paretov& rozd&leni
Jit{ Like8

V ¥ad® technickych, ekonomickych a jinych aplikaci se dasto vysky-
tuji asymetrické rozd¥leni znémych tvard. Dvé dlleZité z nich jsou log-
normélni a Paretovo rozd&leni. Tato prédce se zabyvé odhady a testy
n¥kterych parametrickych funkec{ téchto dvou rozdé&leni.,

1. Lognormélni rozd&leni
Uvazujme néhodnou velidinu, které mé hustotu pravdépodobnosti

1/(61.?\’ 2T) expi—(ln y -(0)2/(2@2)3 , y2 0 (1.1)
= 0, y_éO

8 paremetry = p0 <(U<O9, §2>o.

M&-1i veli&ina Y lognormélni rozd¥leni (1.1), mé velilina Z = 1n ¥
norméln{ rozd&leni N(&L,sz). Této transformace se vyuZivé pii hledéni
bodovych a intervalovych odhadd parametrd Ma 6'2 a pro testy hypotéz
o tdchto parametrech. Té%e transformace lze vyuZit i pro intervalové
odhady a testy hypotéz pro distribuéni funkci

riy) = § (REgEE) L v
¢i pro kvantily
yp = exp( 4+ Qup) , 0¢P<L1,

lognormélniho rozd&leni. Zde é (u) znadi distribudni funkci a Up kvan-
til rozd&leni N(0,1).Témito p¥ipady se zde nebudeme zabyvat.

£(y)

1.1. Parametrické funkce 9
Budeme se zabyvat odhady parametrické funkce

0= expbgh+ ¢ 62), (1.2)
kde b a ¢ jsou dand reélnéd &fsla. P¥fklady této parametrické funkce
Jjsou:

(i) r-ty obecny moment

2
Ty - r el
E(Y) = exp(reki- 5 9 ), (1.3)
specidln& stredni hodnota
E(Y) exp(+ % 62). (1.4)

(ii) Mediédn rozd&leni

Me(Y) = exp( i) (1.5)



(iii) Modus rczdéleni
Mo(Y) = exp(&l«— 2. (1.6)
(iv) Parametrické funkce

= exp(c &), (1.7)
nap¥. podfl E(Y)/Me(Y) nebo E(Y)/Mo(Y) apod.

1.2. Ndhodny vyb&r

M8 jme néhodny vyb&r Y;,...,I, rozsahu n2 2 z rozd¥éleni (1l.1). Pak
2, = 1n ¥j, i = 1,u00,n, jo néhodny vybér z rozd¥lent N(¢lt, 62). Je
znémo, Ze "

My M

6‘t= %,?:4 Z, = }-1; ImyY , W =&§ (In ¥, -2 . (1.8)
je Uplné postaiujici statistika pro (4, g2, Pritom & a W jsou ne-
zévislé néhodné veli¥iny, ! mé rozddlent N(M , &2/n) a W/S° né

rozdélent 'X.Z (n-1).

1.3, Lognormdlni regrese

UvaZujme regresni model
Y = exp(fh+ u) = exp(ag.‘ o(.jxj + u) (1.9)
kde xl,...,xp jsou vysvdtlujici prom&nné a o(l,...,o(p neznémé regresni
parametry. Nechf X yeee Xy JsOU nestochastické proménné a necht u je
néhodné veli¥ina majic{ rozd&leni N(O,G’z).

Pro dané X = (xl,...,xp)' mé velidina Y stfedni hodnotu

E(Y|%) = exp( + 169 (1.10)
a medién
Me(Y\X()=exp(6\A.). | (1.11)

Ob% tyto funkce jsou parametrické funkce typu (1.2). Specidlnim
pripadem je parametrické funkce exp ( oLl), je=1i Xy = 1 pro X, = «eo
= xp =0 (tj.é\k'-‘ J"l + 0‘«21{2 + s +°prp a poloZime Xy = ees = xp =
= 0).

M& jme mnoZinu n7 p nezévislych pozorovani

Y. = exp( d:x. +u.)y i=1,00eyn
i 5 374 i
a oznalme

§ = Fypeenady) s M= (upyeenuy)’, dztely,ee, d),



Pak platd

Y = XA+, (1.12)

kde X( = (xij) je matice typu n X p; predpoklédejme, Ze hodnost X
je rovna p.
Pomoc{ klasické metody nejmen3ich Etvercd nalezneme odhad

o I\~ !
d¥= (XK XY (1.13)
vektoru Jl a rezidudlni soulet Ctvercl

W= (\3-)'(&*)'(\ -XU(*) . » (1.14)
Je znémo, %e za uvedenych predpokladl mé ﬂ p-rozmérné normélni
rozdéleni, W/G’2 mé rozd&lend Xz(n-p), J*a W jsou nezévislé a jsou
dplnou postadujfci statistikou pro (& ,62) (viz napf*.[}]). Toho se
op¥t vyuZivé pro intervalové odhady parametrickych funkc{ Z hj*ﬂf

(napr. pro = J.jx:. pro dané X ) &i pro testy hypotéz o takovychto
parametrickych funkcich (nap¥. pro testy o parametrech ol j)‘
UvaZujme nyni statistiku (pro dané X )

» hy N !
M=/ &= (KA Ay - (1.15)
Tato statistika mé rozd&leni N(‘u ’ Azsz), kde

M=x'd, A= % (X%) % (1.16)

1.4, Nejlep3i nestranny odhad parametrické funkce 9
M&jme statistiky 6\).*& W, které:

jsou uplné postetujici statistiky pro«.a 6'2 (nebo znémymi funkcemi
Uplné postafujici statistiky: pro néhodny vybér je (1.8) Uplnou posta-
gujfci statistikou pro (614-, 62); pro lognormélni regresi je (1.15)
a (1.14) funkci Uplné postalujici statistiky (J[’ W)

N-* mé rozd&leni N(4%, 7\262) se znémym kladnym Az;
W/S2 md rozd&leni '12(\));

‘u? a W jsou nezévislé.

Hledejme nyni nestranny odhad paremetrické funkce (1.2). Stfedni
hodnota 5
E(bpa*) = exp(oph+ 5 A%6%),
takZe je zapotifebi nalézt nestranny odhad paremetrické funkce



exp i(c - b2 a,2/2)6' 3 Je znémo ([ﬂ), Zze statistika

@ [aw,v) =1 Z: i ﬁ(({fz\ (g~ (1.17)

je nestrannym odhadem parametrické funkce exp(aG /2) pro libovolné
reélné a. Nestrannym odhedem parametrické funkce (1.2) je tedy sta-

tistika
*
8 - exp(bsu. y. PLe2e - 8222w, v) . (1.18)

Protcze 0 je funkedi pouze uplné postadujici statistiky ‘u a
W v pripadé nahodného vyb&ru, resp. d a W v prfpad® lognormélni
regrese), Je 9 nejlepdim nestrannym odhadem 6.

Tak nap¥. pro f = exp(&& +§2/2) je 9*‘ exp(‘u-*) “P[(l- Az)w,v]
nebo pro B - exp(gW ) Jje 9 = exp(‘“ ) ‘(’[- R.ZW,\)] , kde pro
néhodny vyb&r je 7\2 = 1/n, V= n-1 a pro lognormélni regresi Je

12 vyraz (1.16) a V = n=-p,

D.J.Finney [3 ] uvazoval fl2k<:1

_ °°__1_ A V__\k .k
g [t,V) l+& T W T o)t (1.19)

Platdi
‘-?[aw,ﬂ - g [ V+ 1

1.5. Rozptyl odhadu 9
Pou?ijeme-1i vztahu (viz (A ])

g 42 [av,v1 )= exp(ag? 9264, v], (1.21)
plat{ pro rozptyl var( 9 ) statistiky (1.18)
var(e ) = exp(2b M+ 22 A 2 g2) expi 20-b2?\2)625
P[i2e-v? 22264, vl - -
= 92§ e (0® A% P [z -v° 22)264 v] -1} . a.n
Protoze Ganl 32 neznéme, zaJimé néds odhad rozptylu (1.21). Uva-

%u jme V(G*) - Q%2 - G )y kde H( 0 ) je nestreanny odhad parametric-
ké funkce 92 = exp(2bg + 205 ). Pou¥itim predchoziho postupu dos-

tévéme
v(g%) = B2 - exp(apgd®) [ 4(c - p2a2m,v] . (1.22)

aW, v-l . (1o20)



»*
ProtoZe V( O ) je funkci pouze Uplné postacujici statistiky, Je
(1.22) nejlepsi nestranny odhad var( 9* )

1l.6. Parametrické funkce 8 =-£ hy 6 ;

Y
Uvafujme nyni parametrickou funkei
9 = f hy 6’ fh exp(bl&u 62) (1.23)

A=A
kde h;, by, ¢4 i=1,e0.yr, jsou dené redlnd &isla.Priklady 9

(1) ver(Y) = exp(2h + 262) - exp(2g +6°) ,
(i1) ECY) - Me(Y) = exp(gn+ 62/2) - exp(W)

pro lognormaln:[ rozdéleni,
(i1i) E(Y|% ) ~ Me(Y|X ) (pro dané X ) ¢&i E(Y| X ) - E(Y\)X )
(pro dvé rtznd X, @ X ,) pro lognormélni regre31.

Nejlep&im nestrannym odhadem (1.23) Jje statistike

x
&) =.£4 h, exp(bi&l-* ) ‘-f {(ZCi - b;.i ),Z)w,\)-l . (1.24)
A=
Jeji ro'iptyl N -
var( 9*) = Z i h.h. cov( 9., e ) (1.25)
ASA a=4 1 1 J
kde 3

cont 8%, 8% = & fexp Loy + 0@ 1Y

g {4 [eyv, v’.\‘{’[aw vy - 6. 9.
Oi Gjiem(bibj Azsz) .‘10[& a.§2, v] - l‘]

(1.26)

*

prléemz ,
20 - b Aa, i = 1,.00,1‘ . (1.27)

7zde se pouzilo vztahu (viz s

E S\(‘e [alw,\}] ‘? [EZW,V.S-‘] = exp i(al-kaz)d?/?} ?[818264,\{3 . (1.28)

2. Paretovo rozdéleni
Nech¥ ndhodné velilina X mé Paretovo rozdéleni s parametry

T? 0 a /57 0, tekZe jeji hustota pravdépodobnosti
I
BX B o

0, x£7.

L

f(x)
(2.1)

H



Toto rozdé&leni oznadime Pa( T, /5 )e

Mé-1i velidina X rozdéleni Pa( P, /A ), mé veliéina T = 1n X
rozd&leni E(1n 9',1/M), kde E(4,0) zna¥1 exponencidlni rozddlent
s hustotou pravdé&podobnosti

g(t) —]3- exp (- L 5 A) , t7 A (2.2)
Tohoto vysledku lze s vyhodou vyuZit pro inferenci v Paretové

rozdéleni, nebot pro exponencidlni rozd¥leni je inference bohat& pro-
pracovéna.

2.1, Tznémo
Ne jprve uvaZujme pripad, kdy parametr Tje zném. Méjme nahodny
vybér Xl,...,Xn z rozdsleni Pa( T, 3 ), tj. méjme néhodny vybeér

T, = 1n Xyyeee T = In X 2 rozdéleni E(1n T,l/ﬂ). Je znémo, Ze

n
i
f:v T, = Z. 1n X; je dplnou postadujici statistikou pro parametr 6 -
A ATA
= 1/f% a %e veliline
. M
25 -M=2A nx -1 ) (2.3)
e ARA A2A

né rozddlent X2(2n).

2.1.1. Odhady a testy pro parametr /5
ProtoZe veli&ina (2.3) mé rozdéleni x2(2n), je statistika

/5* = n -1 , nZ2 (2.4)

nestrannym odhadem parametruﬂ rozd&leni Pa( T R ﬁ ) pro D 2némé.Pro-
toze /b* je funkei Uplné postadujici statistiky 2J In X,, je (2.4)
nejlepdf nestranny odhad/& pro T znémé. Rozptyl a4

td
var )= /52/(n ~-2), nZ23. (2.5)
Maximélnd vérohodny odhad parametru/b je roven
P
& (in X ~1nT) n-1

/\ &,4 . 2
/5 tedy nen{ nestranny odhad /A , ale je asymptoticky nestranny.

ProtoZe velidina (2.3) mé rozd€leni X2(2n), je interval

Ngq (2m) Y X3z (Am)

m e
22(lnXi-ln'«r) ZZ(lnXi-lnT)
A3A AA

(2.7)




100(1 ~d.)procentni interval spolehlivosti proﬂ . Zde 0 £d 1£ £ ,
o0& d, 2k, d +d,=da ‘xiz(zn) je  Etf kventil rozd&lend

x2(2n).
Pro test hypotézy H: ﬂ = /50 se jako testového kritéria pouZije

velidiny 2 ﬂ o f (1n X; - ma ), které mé za platnosti Hy rozdé&leni
A€
Y2(2n). A4
2,1.2. 0dhady hodnoty distribulni funkce
Pro dané b» ¥ chceme odhadnout hodnotu distribuéni funkce

Po) = 1 - (T, b2 T, (2.8)
Av3ak
F(b) = P(X<b) = P(1n X<1n b) = P(T<1n b) = P(2<1n =)
kde Z = T - In ¥ je néhodnd velilina majici rozd&leni E(O,l/ﬁ )e
7 préce [9] vyplyvé, Ze nejlepsi nestranny odhad 7(b) hodnoty
F(b) je dén vyrazy

M
Z (/T4 n(b/ 1)

n-1l y:
=1 - (1 _ i (o) ) , & m&/M72me/M
Ei 1n(X-1/T ) AzA (2.9)

AFA
Oznatme fb < A <p interval spolehlivosti (2.7) proﬁ . Pak

FR(b) = 1,

FLF(D)L T, (2.10)
kde A
F=1-(F/nr pro 04d, <o
T-=1-(Tmt pro 0 &oly <% (2.11)
= 1 &1 = d_

je 100(1 - d)procentni interval spolehlivosti pro F(b).

2¢1e30 Odhad kvantilu
Pty kvantil rozdé&leni Pa( ' , /3 ) je roven

= Fa- ) VA - Pexpl - -/-t-— 1n(1 -P)), 0<P<1 . (2.12)
Maximélné véx/'ehodny odhad ~
X, = P -V = ¥ exp i[— n(l - P‘)]%-?_.;(ln X; - m’T)S (2,13)

Lze ukézat, Ze pro kazdé 0<P <1 a koneiné n je E(QP)?XP ,aviak
. A\
lim E(Xp) = Xp.
m-)so



Oznadme op8&t (2 A </5‘ /b interval ,spolehlivosti (2.7). Pak

/rexp i[ In(l - P):\ ’B(X < Texp i[ 1n(1 -P)] B (2.14)

je 100(1 -»A)procentni interval spolehlivosti pro Xpe

2.2,«5. ﬁneznémy
Nyni uvaZujme prlpad obou neznémfch parametrd 7. ﬁ Mé& jme uspo-

rédany vybér X(l)( X(n)’ n22, Z rozdélen):é Pa( 1", /3),tj. mdjme
usporddany vybér T, y = 1ln X .<T \;z roza‘gleni E(1n 7" W1/8 ).
(1) (l) (n)

Je zndmo EZ] , Ze
Nv

je Uplné postalujici statistika pro dvourozmdrny parametr (A, é)
rozd¥leni E(A, O ) (v nadem pripad® A = 1n T a 8= 1//5 ). Pritom
velidiny T(l) a Z (T(l) - T(l)) JSOU. nezévislé, velilina 2n(T(1)-A)/9

mé rczd&leni 'X (2 a velilina 2 Z (T(l) - Tcl))/e mé rozdéleni
2
K (2n-2).

2.2.1., Odhady a testy pro parametr /5
Obdobnym postupem jako v pripad® znéamého & zjist{me, Ze v pripa-
de, kdy‘rneni znémo, Jje

/5*= n_- 2 , n23 (2.15)
f (1n X4y = 1n X(l))

A=
nealepéim nestrannym odhadem parametru/z’ Rozptyl tohoto odhadu

var () = B2/tn - 3), nz4. (2.16)
ProtoZe veliéina 2/5 Z: (1n X( y = 1n X(l)) nd rozdé&leni

12(2n - 2), je A=2 \
T (am-2) X2 . (Am-2
K 'y v Ada (2.17)
g (1n X5y - 1n X(q)) 2 zi (1n X5y = 1n X(1))

100(1 -aL)procentni interval spolehlivosti proﬁ .
Pro test hypotézy Hyt /5= /5 se jako testového kritéria pouZije

Vellélny 2 ﬁ Z (1n X( ) - 1n X(l))
Maximélné vérohodnjm odhadem parametru /5 je statistika

/{; = 2 /5 (2.18)



2.2.2. 0dhady a testy pro parametr ’d‘
Nejlep&im nestrannym odhadem parametru Tje statistika (viz E4] )

m
,xl-_- X(l) [1 - ng'l—-(—:]-_-)—&§t (In X(i) - 1n X(l)]’ nZ 2, nﬂ?l. (2.19)

Jeji rozptyl

var (D = ¥/ S -1nb-2)), n22, nfAr2. (2.20)
_~ Maximdéln& vérohodny odhad
T=x4 - (2.21)
Velilina
F = n(n-1)(In Xy - 1) (2,22)
& (In X4y - In X(4y)
m& rozd&leni F(2,2n-2), 0dtud vyplyvé, Ze
F m
1-dl !
Ky e i~ a1y Z, 7 Xy - Xy §< Fexgy, (2.23)

je 100(1 -J-)procentni interval spolehlivosti pro Y. zde Fl-o( je
(1=l )ty kvantil rozd&leni F(2,2n-2).

Pro test hypotézy H_: T-= TO se jako testového kritéria pouZije
velidiny (2.22) s ¥=T .

2.3, N¥které jiné odhady parametrd [3 a T

V préci [10'] se uvazujf{ n&které jiné odhady parametrﬁﬂ a ?’\.
Uvedme zde dva z nich:
(i) Odhady z prvniho momentu & z minimélniho pozorovéni. Jelikoz

@ = AYT/(B-1), BEXyy = apT/@A -1,

d (@tévame odhady ~

- - ~s I -—
= (X - X(9y)/(&X - X(qy)), T=@p-1x4y)/ap) = (‘ﬁ-i)x/ﬁ;
2.24
(ii) Odhady z kvantild (pro velké vyb&ry). Zvolf se P, a P,, 0< P, <

¢P2 £1l. Z vybéru se naleznou odhady kvantilﬁ':?P a’ii) (napt. tak,

1

%e se poloZf ?;P =X (g, ) kde k; = [(n-i*l)Pi-_] : [a7] znagf celou &ést
i i

kladného &¢fsla a). ijk

’:E'P. = Ya - Pi)'l//s , i =1,2

i
a odtud ~ ~

~ ~ ~ -
A= fa-e/a - 92)_}/,1:1(1:P2 /%), v- %0 p )L/ (2.25)
WI\'--"A N\.QJOU /;‘-:1 .



V préci [id] je ukézéno, e odhedy (2.24) i (2.25) jsou kon-
zistentnd.

Literatura

[i] BRADU,D. and MUNDLAK,Y. (1970). Estimation in lognormal models.
J. Amer. Stat. Assoc., 65, 198-211.

[2) EPSTEIN,B. and SOBEL,M. (1954). Some theorems relevant to life
testing from an exponential distribution. Ann. Math. Statist.,
25, 373-381.

[3] FINNEY,D.J. (1941). Cn the distribution of a variate whose lo-
gerithm is normelly distributed. Suppl. to the J. Roy. Statist.
Soc., T, 155-161.

[ﬁ:l LIKES,J.(1969).Minimum veriance unbiased estimates of power-fun-
ction eand Pareto’s distribution. Stat. Hefte, 10, 104-110.

[51 LIKES,J. (1980).Variance of the MVUE for lognormel veriance.
Technometrics, 22, 253-258.

[61 MEHRAN,F. (1973). Variance of the MVUE for the lognormal mean.
J. Amer. Stat. Assoc., 68, 726-727.

[7] uooD, A. M. and GRAYBILL,F.A. (1963). Introduction to the The-
ory of Statistics. New York: McGrew-Hill Book Co.

(8 NEWMANN,J. and SCOIT,E.L. (1960). Correction for bias introdu-
ced by a trensformation of variables. Ann. Math. Statist., 31,
643=655.

[§1 PUGH,E.L. (1963). The best estimate of reliability in the expo-
nential case. Oper. Res., 11, 57-6l.

[id] QUANDT,R.E. (1966). 014 and new methods of estimation and the
Pareto distribution. Metrika, 10, 55-82.



