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1. __Ovod. Je zn&ma Fada postupl, robustnich vzhledem k od-
chyTk&m od pFedpoklédaného tvaru rozd&leni pravdépodpbnosti,
z ného? pozorovani pochazeji. z téchto postupl jmenulme napt.
potadové testy a robustni odhady (e L- a R-odhady) parametru
polohy a regrese.

Z praxe vime, e Casto byva poruien ptedpoklad o nezavis-
losti pozorovani. Jak ukazuji teoretické i numerické studie Fa=
dy autorl, jsou na porudeni tohoto pfedpokladu citlivé jak kla=
sické i potadové testy, tak klasickée i neklasické odhady. Napt.
se ukazuje, Ze velikost pofadovych testl pFestava byt nezavislé
na rozdéleni pravdépodobnosti, Ze se z2cela mén4 rozptyl odhadu
apod.

Proto je zddouci modifikovat standardni postupy tak, aby
se citlivost vzhledem k porudeni piedpokladu nezavislosti ma-
ximdlnd snizila. Jde o obtiZny problém a neexistuje jednotny
navod na jeho Feseni, uZ proto, Ze zdvislost mezi ndhodnymi
velitinami miZe byt riznych typu. Proto neuvedeme néjaky uni-
verzalni postup, jak modifikovat bé&Zne statistické postupy,
jako spiSe ukaZeme, jak4d modifikace byla navriena v nékterych
dile2itych specidlnich pifipadech. PFesné&ji fefeno, budeme uva-
3ovat situaci, kdy predpoklad nezévislosti posloupnosti pozo-
rovént X,,X.,.« je nahrazen pfedpokladem m-zavislosti.,

Pro tuto situaci popiZeme modifikace dvou statistickych pos~
tupt:

(1) modifikaci ktasického t-testu, kterou navrhl Albers(1978a) a
(2) modifikaci Huberova M-odhadu parametru polohy, kterou na-
vrhl Portnoy (1977). Daldi postupy a uvahy Lze nalézt v sezna=-
mu literatury.

2. m-zévislost. ~ Necht X, X,,... je posloupnost nahodnych
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velitin se stejnym rozdélenim pravdépodobnosti. Rekneme, Ze ve~
Lidiny xz,xz,... jsou m=-zavislé, jestliZe korelalni koefi~

cienty xi,xj), i,j=1,2,-. vyhovuji podmince
W o3 é : 2 £
(2. Qxgxy) = N pro  1%[i=3] £ =
0 pro |i=ji>m

kde ‘%k' k=1,2,.. jsou konstanty takové, Ze korelaini matice



Libovolnych n po sob& jdoucich veli€in jsou positivné de-
finitni a takove, Ze

m :
(2.2) 6*2=1+2§1§)k>0;

m je dané nezdporné celé ¢islo.

3. Modifikace t-testu_o_priméru normalniho_rozd&leni pki
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Necht X,,...,X_ jisou ndhodné veliliny, viecky s normél~
nim rozdélenil NC s &°). JestliZe jsou Xy nezdvislé, pak

obvyklym testem hypotézy Ho : b= 0 proti alternativé
Hy ¢ U,)D je Studentliv t~-test s kritickym oborem

(3.1) Tn)>t“_(n-1) (asymptoticky To > uy ), kde
(3.2) T=x“\/"" s;a-'/1 (')(-7()2 7-1nx
n

te (N=1) Jje 100 X=-procentni kritickéd hodnota rozdélent
t o (n=1) stupnich volnosti a uy je 100 -procentni kri-
tickd hodnota normalniho rozd&leni N(O0,1).

Pfedpokladejme, %e X ,...,Xn jsou m=-z8vislé, kde m
je dané pfirozené Cislo. Pak

N

mad normalni rozdéleni N(O, @:2 ), kde

(3.3) 6':2 =1+2§5(1--§)Qk.
=1

ProtoZe plati S;‘; —p-) (3'2 PFi Neyp O , dostavame ze Sluc~-

kého véty, Ze Vﬁ(?n-C;;/S ma pfi n=—soc0 asynptoticky:nor-
mélni rozdéleni N(O, , kde &"2 je definovano ve (2.2).

Kdybychom pouZili t-test nebo asymptoticky t-test (viz
(3.1)), byla by asymptotickd velikost testu nikoli o, ale by~
La by rovna

T u

_ ~ . U
(3.4)  P(To>ug) = Pl— >—5) = 1-@(? )+ o( 1),



coZ se mUZe znainé Lisit od o , jsou=Lli 91,..., Q)n ne-
nulpvé,

Naiim cilem je modifikovat t-test tak, aby jeho asympto~-
tickéa velikost byla rovna o¢ pro v8ecky hodnoty Q1,..., .

a nikoli jen v pFipadé Q1 = .ee = 0., K tomu Glelu
nejprve odhadneme Q1,..., Q. ponoc? odhadd

A
(3.5) @ = i;("i'?n)(xiu‘yh)’(‘"‘1)52)' k=1,c00,m
1=

(kde dodefinujeme Kok = Xpo k=1,.4.,n) nebo pomoci odhadl

n=k
(3:6) O = zq(xi-in)(xm-i‘n)/((n-nsﬁ), k=1, .00,0,

oba typy odhadd (3.5) a (3.6)) vedou ke stejnym asymptotickym
vysledkim, Definujme statistiku W

2 A o ‘
Sn(1+2 g‘:; ?k) pl‘o 5-(){1,...,!1)&8
(3.7) W=
Libovoln& ohrani&ena pro _5*,8,
kde

. A
(3.8) B=i§‘=(x1,...,xn) :1+2%__!—'_1Qk >0}

t-test dany ve (3.1) a (3.2) nahradime modifikovanym testem
8 kritickym oborem

(3.9) Vg = VATX /WS> UL

Nésledujici véta ukazuje, Ze test {3.9) m4 asymptotickou ve=-
Likost X i pFfi m=-zavislych pozorovanich.

Eifl“!a-!éesz-i_EEEEéLEIE-EQEQéESEiE- N((»
xeR' _platl

(3.10) P{\F\"—'l;& = x} --‘>(P(x) pti n=oo ,



Qiie distribuini_funkce N(0,1). Konvergence (3.,10) je
Jrrom€rnd “na _mnoZin

o ix
1L )

d
t 2 ] |
A=i( S0 Qgrnens 0p): 673050 1+2§Qk>cz>oj,

libovolné kladné konstanty. Test hypotézy
p ¢ >0 Tvard

1 eee v Yy, [=c§'1(1-o<)]

0 ece Vm<uo(

e a C iEQE

kde C,
Ho s w=10 plot

(3.11) «{JC(;) =

m4_asymptotickou velikost « pro vi. (G"@u---,ﬂo..)e:\.

Dhkaz : viz Albers (1978a).

dmk JestliZe_je m=0, je_test %ﬁe) shodny_s_as

a. ----------
T-testem,

Jestlize vime, 2e x1,...,xn jsou m=24vislé a kromé toho
zname ‘gv..., Vps WiZeme pouzit t-testu, optimalniho pro
tuto sitdaci (Scheffé (1959)). Test je zaloZen na statistice

L, & “1/2 <2
AR NE SR

je inverzni korelaini matice veliiin

(3.12) L= (S

amn

n
kde Un = {Fij ]i
XqseoesX (@ tedy

(3.13) ‘s'g = n—l,ri;; ,i;‘ ugXiXs= {‘(12:; ,Z:-‘; uijxi)z /é" ?:“lj]k.

Ze
Albers (1978a) dokazal test “P(s)' odpovidajici situaci, kdy
Nezname 1""'%1»’ je pfi n=»0  asyptoticky ekvivalentni
optimdlnimu t-testl, a tedy je asymptoticky optimalni.

j:;éué) a

balsi otszka, kters s pouritim testu AX™  vzniks, je,
jakou utt;pine ztratu, jestliZe pouZijeme modifikovaného testu

(:) v pfipadé, Ze veliliny XT""’xn jsou skuteéné zavislé

a kdy je tedy optimalni klasicky t-test (3.1). Intuitivné je



ztejmé, Ze chceme-li pak testem ﬂy(s) dosdhnout stejné
asymptotické sily jako t-testem, musime vzit vice pozorovéni,

2 predchézejicich uvah vyplyva, e sila testu af%)
proti alternativé CU je rovna

(3.9 pY W =1 - (ﬁ(um -n1/2 Cu(ez(usz)J "2y 40ty

V pfipad& nezévislosti je gk =0, k=1,...,m, a tedy sila
o

(3.14) je s presnosti Ffadu o(1) shodnd se silou 3( ) kla=
v

sického t=-testu &Vt. To znamend, ¢e v piipadé nez slosti

je relativni asymptotickéd vydatnost e testu AP(:) vzhledem

k t-testu rovna 1. Jinak Feéeno, pokud ﬂVt po¢aduje n pozo-
rovani k dosaZeni uriite sily a &V 3 poZaduje kn pozoro=-
véni k dosazeni stejné sily, plati kn/h—a1 pfi neoco

, Hodges a Lehmann (1970) srovnavali statistické postupy po-
moci tzv., deficience dn = kn-n, tj. dodateéného pottu pozpro-

vani, ktery potFebuje méné vydatny posguy. Albers (1978a) stu-
A(m

doval deficienci dn(vm’t) testu vzhledem k t-testu

a odvodil v

t) =mul+ O(n" "),

(3.15) d (Vv ok

n* m’

co Llze interpretovat tak, Ze chrianime-~lLi se proti moinému vli=-
vu m-zévislosti pouiitim modifikovaného testu tq;;), potfebu~

jeme k tomu asymptoticky o m.u, vice pozorovéni vice nei
t-est.

4, Modifikace M-odhadu_parametru_polohy pFfi m-zavislych

Necht X,,X,,... je posloupnost m-zévislych ndhodnych ve-
Li¢in se spollén u marginalni dist{ibuéni funéci (x-8) ta=-
kovou, 3e F(x) + F(-x) =1, xeR'. Necht =9 x1,...,xn)

je libovgln9 konsistentni odhad @8 2zaloZeny na x1,...,xn
(napt. Gn = 7;). Pak M-odhad Tn = Tn(x1,...,xn) parametru
@ definujeme jako Ffe3eni rovnice

(4.1) ;E; l\*}()(.i -t) =0 vzhledem k t
i=



A
nejblii§iA Qn [€ veétsi, jestliZe jsou 2 kofeny stejné vzda-
lené od On; poloZime Tn=0, jestliZe neexistuje koten rov-

nice (4.1)] ; Y je vhodné zvolend funkce, jejiz vlistnosti
dale upfesnime,

Nasledujici véta udadva asymptotické rozdéleni pravdépo-
dobnosti posloupnosti {R(Tn-e) za piredpokladu m=2avislosti.

VETA 4.1. Nech ) je spojits ohranifens_funkce, ktera_ma
stejnomerng spojilou_a ohraniZenou_derivaci %ﬂ na_dopT&ku
TibovolnZho okoli uzavFeni mnoZiny b Lebesgdeovy miry O
TakovE, Ze 0% D. "Hechi dile plafi
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(4.2) S nP(x)dF(x-t) je_ryze_rostouci v t v okoli t=0;
1
R

(4.3) S!\P(x)dF(x) = (; 8’= S«’\V‘(X)dl’(x) > 0.

Necht F mi_spojitou derivaci v okoli D. Pak (A(7,-8) ms
pLi_ n¥00 asymptoticky normalni_rozdéleni N(O, 65/52)' kde
6 L vany (3
(4.4) = lim = var ( (x.)).
° N " ° =1 AV !

DUkaz: viz Portnoy (1977).

Dale budeme uvaZovat speciadlni model m-zavislosti, ve kte-
rem pozorovani X1,...,xn maji tvar

(625) Xy =82 v e Qv+ QY =,

kde Y1""'Yn jsou nezavislé nahodné veli&iny se spolednou
dist;ibuéni funkci 6 a hustotou g takovou, Ze g(x)=g(-x),
X €R {?odefinujme Y0=Yn, Yn+1 = Y1 J ; 8 je parametr po-
lohy a je dal3i parametr, |0 | < 1. Pak Kgreose,X, Jjsou

m-zbvislé, kde m=2 a majji stejhé rozdéleni pravdépodobnosti,
jehoZ distribuéni funkci oznaéime F,

Z véty 4.1 vyplyvad, 2e M-odhad Tn=Tn(x1,...,Xn) mé
asymptoticky normalni rozdéleni. PFfesnéji, plati véta

VETA 4.2. Nechl nahodné veliliny Xqsees,X, _Vyhovuji_modelu

(4.5), kde Y1,...,Yn isou_nezavislé nahodné veliéiny se_spo=-



ment a jejii chrakteristicka funkce splhuje podminku

(4.6) Suzl INOILT {00 .

Necht_ T~ je M-odhad definovany _ve (4.1), kde funkce AP ie

--------------------------- o ® e o an & @

absolutné_spojita_a_mé_ohranifenou derivaci q)' . Pak

Sr\gz d G ) "Q Sw\{J(y)dG(y)
(Swld 6)2 S«P‘d G

pukaz : viz Portnoy (1977).

SAPRNAREAEREA

(4.8) @2 =

O(QZ).

Poznamka. Prvni &len pravé_strany (4.8) je_ roven asymptotic-

a2 G- W-odhady, zaloZensho_na_veli¥indech Vo ..o/¥p.

Pozorovani 1sou_v3ak Xi,eee K.

Oznatme

E:\i Y s 4Q gjg}ng(v)]
(E\)(Y)) E(«*}(Y))

(4.9) v (gl’\P> =

asymptoticky rozptyl Jyn(T.-8) je pro matd [0 | priblizné
roven V(g,mp). Piagpokléaéme, 5e nezname piresné rozdéleni &;
pouze vime, ¢e 6G& F,, kde

(4.,10) 2?1 = {F = (1-t)tb +€H; H symetricka spojita g

distribudni funkce

a ¢@ je distributni funkce normadlniho rozdéleni N(0,1);
0£ ¢ <1; |model kontaminovaného normalniho rozdéleni] - 7a

téchto podminek hledame m-odhad odpovidajici funkeci Avo
a rozdéleni g ¢ (nejméné piizniveé rozdéleni) tak, aby

asymptoticky rozptyl v(go’AVo) tvofril sedlovy bod funkce
V(g,n¥), tj. aby platilo

(4.11) V(g,0,) £ V(95,1 o) £ v(gy,Y )
pro vs, QQQ§1 a vs. av .



Pro pifipad nezavislych pozorovani (tj. ©=0) je tento
problém vyFfeden v Huberové préaci (1964). V' tomto pFripadé
feSeni odpovidad funkci

X eoe |x! € k

4.12 (x)=
( ) AP " kesSign X eae [X] D>k

kde k =z&visi na ¢ podle vztahu

-
(4.13) Zd)(k) -1 +€-(Q(k) "‘1‘1{ .

Portnoy (1977) fedil analogickg problém pro model (4,.,5).
PFi zenedbani &lenl Fadu 0((% ) (tje. pro malé hodnoty IQ[‘)
dospél k M-odhadu odpovidajicimu funkci

eeol x|k

X
(4. 14)“? (x)= S

kf sigh x =~ Téé%?(T:ST (x=ksignx) <..lx| >k,

kde a=(1=¢€)(2 Q§(k)-1) a k je dano vztahem (4.13);
ptislusné nejméné priznivé rozdélent 9 je stejné jako v ne-
z4vislém piripadé a je dano vztahem

(4.15) 5(%) ) L
* CREY) \\k.sign X eee IXI > K

JestliZe x-——poo , funkce Ay (x) Linedrné klesa k -
Na druhé strané, F (’\{) (X)) = E XZ.O(Q ). Proto Portnoy
navrhuje nasledujici modifikaci funkce vhodnou p#i
on <00 : usekneme~li funkci APO v bodecg kde protind osu
X dostanenme

s
X x| € k
(4.16) ﬂf1(x)= k.sign x k{Ix] ¢ K
0 k' < 1Ixl,

kde k vyhovuje (4.13), a = (1=¢) (2(§(k)-1) a

(4.17) K= lr2s |

2§ a



Poznimka. Funkce 1 je shodna s funkci, kterou navrhl

Hampel (viz napf. Andrews a kol.(1972)).

Ze znamého vztahu mezi M=-odhady a L-odhady (linearni
kombinace poFadkovych statistik -~ viz napi. Jaeckel (1971))
miUieme odvodit L-odhad, ktery také poskytuje minimaximalni
fefeni problému s pFresnosti do &lenl Fadu O(IQ |). Uva=
iujme L-odhad tvaru

O (1) j .
(4.18) T~ = c. X*'/, kde c. = J(HTT)' i1, .0e,Nn;

n - 1
1=

volime=li funkei J(t), 0<td1  tvaru

-ZQ eee 0K tLK, 1-A <t 1
(4.19) J(t) =
1—*—4'9&" aea Oké t é 1"O< »

=20

pak pFi vhodné volbé konstanty « , 0<x(y , dostavame L-
odhad s asymptoticky minimaximalnim rozptylem v modelu konta=
minovaného normalniho rozddleni. V&imnéme si, Ze koeficienty
u krajnich pofddKovych statistik jsou zaporné; pfi Q= 0
dostavaime useknuty primér.

LITERATURA :

[1] Albers,W.(1978a). Testing the mean of a normal popu=
Lation under dependence. Ann.Statist.6,1337-1344.

[2] Albers,W.(1978b). Cne-sample rank tests under auto-
regressive dependence. Ann.Statist.6,836-845.

[3] Andrews,D.f.,Bickel,P.J., Hampel, F.R., Huber,P.J., RO~
gers,W.H., Tukey,J.W. (1972). Robust Estimates of Loca-
tion. Survey and Advances.Princeton University Press.

[ﬁ] Gastwirth,J.L. and Rubin,H.(1971). Effect of dependence
; on the Level of some one-sample tests.
J.Amer.Statist.Assoc. 66, 816-820.

(S] Gastwirth,J.L. and Rubin,H.(1975a). Asymptotic distri=
bution theory of empiric cdf for mixing processes.



Gastwirth,J.L. and Rubin,H.(1975b). The behvior of
robust estimators on dependent data. Ann.Statist.
3, 1070-1100.

Gastwirth,J.L., Rubin,H. and Wolf,S.5.(1976). The
effect of autoregressive dependence on a nonpara-

metric test. IEEE Trans.Information Theory 1IT-13,
311-313.

Hodges,J.L.Jdr. and Lehmann,E.L.(1970). Deficiency.
Ann.Statist. 41, 783-8C1.

Huber,P.J.(1964). Robust estimation of a location pa~-
rameter. Ann.Math.,Statist.35, 73-101.

Jaeckel,L.A.(1971). Robust estimates of location

Symmetry and asymmetry contamination. Ann.Math.
Statist. 42, 1020-1034,

Koul,H.L.(1977). Behavior of robust estimators in the
regression model with dependent errors. Ann.Sta=-
tist. 5, 681_699.

Lehmann,E.L.(1966). Some concepts of dependence.
Ann.Statist.37, 1137-1152.

Modestino,J.W.(1969). Nonparametric and adaptive de-
tecting on dependent data. Technical Report 27,
Dept.of Electrical Engineering, Princeton Univ,

Ramachandramurty,P.V. and Rao,M.5.(1971). Some prob-
Lems of robust estimation against dependence.
Sankhya A 33, 193-200.

Scheffé, H.(1959). The analysis of Variance. Wiley,
N.York.

Serfling,R.J.(1968). The Wilcoxon twosample statistic
on strongly mixing processes. Ann.Math.Statist.
39, 1202-1209.



