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V desti rozsdhlé literatufe o statistickych toleranénich
mezich /11/ je v&novédno jen médlo pozornosti tomu, jak jsou
toleranéni meze citlivé na poru3eni piredpokladu o tvaru roz-
dslent (/23/, /22/ = v obou piipadech jde o normélni rozdd-
lenf)., Tato price uvddi (po zavedeni pojmu tolerannich mezi
v odst., 2 a typu robustnosti v odst. 3) pPfehled vysledkl pra-
ce /23/, ve které se jako alternativa k normdlnimu rozdé&leni
uvaZuje zobecn&né normélni rozdéleni, tedy rozdeleni symetric-
ké (odst. 4), a zavéry préce /22/, v ni? se uvaZuje neprilis
asymetrickd alternetiva k normélnimu rozd&leni (odst. 5); jako
siln3 asymetrick4d varianta k normélnimu rozdé&leni bylo uvaZo-
védno &dasto uZivané rozd&leni logaritmicko=-normélni (odst. 6).
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Necht ¥ oznaduje mnoZinu vZech moZnych vysledkd, necht
@ je ¢ -algebra podmnoZin mnoZiny % , a necht {1 je mno-
%Yina indexl. Predpoklédde jme, Ze na_ Ut je definovéna tPida
pravd&podobnostnich mér {Pé;(?e.ﬂ}o Necht n je prirozené
Eislo.

Statistiku S zobrazujici %" do U nazveme statistick4
toleran&ni oblast (ob3irn&ji: statistickd tolerandni oblast
pfi vyb&ru rozsahu n).

Rekneme, %e S je statistické toleranini oblast typu A
(ob3{rn&ji: statist c%ﬁ toleran&ni oblast pro tridu pravdé-
podobnostnich m&r iPX; Befl} s pravd&podobnostnim obsahem
alespon 3 na hladin spolehlivosti 9 pii vyb&ru rozsahu n),
Jjestli¥e pro dand &fsla B ay (0< G, ?<:1) a dané p¥irozené
¢islo n plati

(1) Prs{Pg(S(Xl, cees xn))zB} =y

pro v3echna Befl,

Rekneme, %e S je statistick4d toleranéni oblast typu B
(ob3irn&ji: statisfickd toleranini oblast pro t¥idu pravdépo-
dobnostnich m&r {PX; O € 2} se stredni hodnotou pravdépodob-
nostniho obsshu g “pfi vyb&ru rozsahu n), jestliZe pro dané
&1slo 3 (0 <« B < 1) a dané prirozené ¥islo n plati

(2) Bygen X XS, oy XD} =

pro v3echna e ).

JestliZe GEEERl, jsou tolerannimi oblastmi zpravidla
intervaly - nagzyvédme Jje toleran&ni intervaly - & meze tole-



ranénich intervald nazjvédme toleranlni meze, Je-1li tolerandni
interval ohranilen jen {ednou tolerandni mez{ (shora nebo zdola),
mluvime o jednostranné (horni nebo dolni) toleranini mezi,

jinak mluvime o oboustrannych toleranénich mezich.

Budeme Ffkat, Ze S je neparametrickd tolerandni oblast
(pro t*fdu {PY; Qe f1}), jestliZe indukované rozdéleni prav-
dépodobnostniﬁo obsahu Pk(S) nezdviasl na O efl,

Wilks ve své prdci z r., 1941 /26/ (kterd se stala zdkladenm
pro studium teorie statistickych toleran¥nich mezi) pouZil ke
konstrukei toleraninich mezi porddkovich statistik a dokézal za
predpokladu spojitosti rozd&leni, Ze toto feden{ nezdvis{ na
tvaru rozdéleni ani na jeho parametrech a tedy Ze jde o nepara=-
metrické toleranini meze pro t#idu v3ech spojitych rozdéleni.

Vedle Wilksovych neparametrickjch toleranénich mezi byly
odvozeny statistické tolerandni meze pro uZ3i t¥idy pravdépo-
dobnostnich rozdéleni (normélni, exponencidlni, gama, Weibullo=
vo a n¥kterd dalsf spojitd rozdéleni, Poissonovo, binomické,
negativné binomické).

Toleran&ni meze pro takové ti{dy rozd&leni gako je nor-
mélni lze ziskat i na zdklad® velmi malych vybéru, i kdyZ jsou
toleranéni intervaly p¥i malych vybirech nevhodn& ,velké".
(Stanovenim vhodného rozsahu vybdru se zde zabyvat nebudeme =
viz napt. /5/, /4/, /9/, /12/, /13/.) Na druhé strané ke stano-
veni neparametrickych toleranénich mezi je potfeba pomérné
v&lkych vybdrd (viz /16/, tab. 38B), a pii stejn¥ velkych vy=
b&rech jsou neparametrické toleran¥ni intervaly ,vét3i" nei
intervaly ziskané pro u%3f t¥idu rozdélen{ za né&jakych vhodnych
podminek optimality (touto otdzkou se zabyvali GOODMAN a MADAN=-
SKY /7/, kte?i porovndvali stfedni hodnotu délky neparametric-
kého toleranZniho intervalu a toleran&niho intervalu odvozeného
pro dany typ rozddleni v pr{padé exponencidlniho rozd&leni

pri stejné velkém rozsahu vyb&ru; pro normélni rozdéleni s obé&ma
nezndmymi parametry je neparametricky oboustranny toleranéni
interval pfi b&%n& uZivenych hodnotdch 3 a 4 (tj. 0,90 a
vy33ich) del{ v priméru o 10~20% neZ toleran¢ni interval pro
normélni rozdéleni pri tém¥ rozsahu vybiru).

Je tedy ziejm¥ vyhodn¥j¥{ uZ?ivat tolerannich mezi pro co
ne ju’¥{ t¥{du rozd&leni, pokud oviem méme pro predpoklad o tva=-
ru rozdslen{ dobré ddvody. CoZ ov3em neni vZdycky pravda; vy=-
vet4v4 pak otédzka, jak jsou toleranéni meze citlivé na poruseni
predpokladu, %e rozdéleni patf{ do dené t¥idy (Ze jde napf. o
norm&lni rozddleni s obima neznémymi parametry). Lze olekévat,
Ye toleranini meze budou citlivé zvl43% na vEt3f odchylky od
predpoklédaného tvaru rozd¥leni; této otdzce byla zatim véno-
véna jen malé pozornost (/23/, /22/), a dosaZené vysledky -
vyhradnd pro normdlni rozdéleni - zde budou shrnuty.

(Prehled teoretickych vysledkd studia statistickych tole-
renénich mezi do r. 1970 podévé ve své knize /10/ I. GUTTWAN.)
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SHARPE /23/ navrhuje rozlidovat pfi dvehdch o tolerandnich
mezich dva typy robustnosti: robustnost kritéria a robustnost
inference (tuto my3lenku pfejimé z pract /2/ a /3/, kde v3ak
jde o robustnost t-testu a F-testu):

Mluvime-1li o robustnosti kritéria, pak méme na mysli zmény
pravdépodobnosti nebo jinych vlastnosti, ke kterym dojde, jest~
li%e téhoZ kritéria u¥%ijeme pro rizné rozdéleni - jestliZe napt.
na zdklad® vyb&ru z logaritmicko-normélniho rozdéleni vypolteme
tolerandni meze typu A tak, jako kdyby vybér pochézel z normdl=-
niho rozd¥ieni, lze odekédvat, Z¥e dojde ke zmZn& deklarované
spolehlivosti % (viz odst. 65.

Mluvime o robustnosti inference, jestliZe se zajiméme o
zmény vlastnosti tolerannich mezi v pripad#, Ze jsme soudasnd
se zménou rozdeleni adaptovali i kritérium tak, aby odpovidalo
danému rozdZleni - nap¥. pro zobecn¥né normélni rozdileni je
konstruujeme tak, jako kdyby 8lo o normélni rozd¥leni, ale to-
leranéni faktory spoditdmes tak, aby platilo (1) resp. {2)

(viz odst. 4).

4

SHARPE /23/ se zabyvé robustnosti toleraninich mezi typu
A i B pro normdlni rozdZlen{ se zndmou st¥ednf{ hodnotou b = 0
a neznimym rozptylem &<, jestliZfe skutedné rozd&leni je tzv,
zobecnéné normdlni /2/ s hustotou pravdépodobnosti

1 1 (1xl 2/(c+1)
(3) f(x) = exp{- 5(_6-“)
ofle+3)/2 (&% 3) o

pro =oco < x < oo (=1 < ¢ < 1), kterd je symetricks kolem
stfedni hodnoty 0 (viz obr. 1).

Studuje robustnost inference i robustnost kritéria, a jako
miru robustnosti navrhuje

(4) 100 22-E

kde O je stfedni hodnota toleranéni{ meze za predpokladu norma-
lity, E je stfedn{ hodnota toleran’ni meze za piedpokladu sprév-
ného rozd&leni.

UvaZuje (analogicky s obvykle uZivanymi tolerandnimi mezemi
pro normdlni rozdleni) tolerandni meze typu

%+ k‘.Tél*'c)/?,



kde
2/(1+c)

Tt = |y

i=l

a k je toleranni faktor (zévisly na n, 3 a eventueln? %)
a pri studiu robustnosti uZivé statistiky

ché1+°)/2 .ss U tolerandnich mezi zaloZenych
na T, (¢ zndmé) se stPedni hodnotou E

koTi/2 veeses U tolerandnich mezi zaloZenych
na pfedpokladu normality (¢ = 0)
bez ohledu na spréavnou hodnotu ¢
se stfedni hodnotou O

KCT%/2 veeses U tolerandnich mezi zaloZenych
na T, (tedy na smérodatné
odchylce), ale s faktorem

Kc zvolenym tak, aby platilo
(1) resp. (2); st¥edni hodnota ...« E,

Vysledkem numerické studie, pii které poéital miru robust-
nosti inference pro tolerandni meze typu A i B pfi 3 (= ¥ ) =
0,95, n = 10, 20, 50, 100, ¢ = =0,6(0,2)1,0 (vybrané hodnoty
jsou uvedeny v tab. 1), je toto zjiZténi: chyba s rostoucim n
klesd, u toleranénich mezi typu B Je men3{ ne% u tolerancénich

mezi typu A,

INFERENCE

KRITERTUM

Tab, 1 Tab.2
K B Iy
n|{ 10 100 10 100 n 10
C C
-0’6 20’0% 8’3% 8’4% 4‘,1% -0,6 16,6%
+1,0 |=17,4% -4,4% | =6,4% -1,4% +0,6 -13,7%

Miru robustnosti kritéria numericky zjiZfoval jen pro tole-
ranéni meze typu A, 3 = g = 0,95, n = 10, ¢ = =0,6(0,2)0,6;
vybrané hodnoty jsou uvedeny v tab., 2.

SHARPE pak uvaZfoval o asymptotické robustnosti pro n—oe;
vysledkem jeho analysy je dileZité zjidténi, Ze uvaZovanéd mira
robustnosti (4) asymptoticky nezévis{ na typu toleran&niho

intervalu (jestliZe u toleraninich mezi typu A je O < <1 l))
u (v %)

ani na typu robustnosti. Tab. 3 uvéddi asymptotickou chy

Tab, 1

chyba | 3,7 1,9 0,7 . =0,4 -0,5-0,3 0,4 1,0




Dal31 zdvéry Sharpova studia asymptotické robustnosti:

(a) Pro ¢ v oboru -0,8 < ¢ & 1,0 je asymptotickd robustnost
optimélni pro v blizkosti 0,945.

(b) Pro ¢ £ O je asymptotické robustnost nejlep3f pro v bliz-
kosti 0,93, pro ¢ > O v blizkosti 0,95,

(¢) Pro  vn& intervalu (0,92; 0,97) je robustnost obecn¥ horsi,
bez ohledu na rozsah vybéru.

(d) Vzhledem k tomu, %e za [ se obvykle vol{ nékterd z hodnot
0,90, 0,95, 0,99, je vzhledem k robustnosti nejvhodnéj8i hodnota
e = 0,95 pro jednostrahné toleranini meze, a (3 = 0,90 pro
oboustranné tolerandni meze,

Zd4 se, Ze uvahy o asymptotické robustnosti lze v praxi
aplikovat v pripad? toleraninich mez{ typu B p¥i n > 50, v pri-
padé toleranénich mez{ typu A pfi n> 200.

Zév&ry o asymptotické robustnosti lze z¥ejm& vztdhnout i na
obecns j8{ pripad, kdy nezndme stfedni hodnotu rozdslenf (studium
robustnosti v tomto pripad® naréd%{ na sotva pPrekonatelné potiZe).
Lze tedy doporudit hodnoty (3= 0,95 pro jednostranné tolerancni
meze resp. 0,90 pro oboustranné toleranéni meze, ov3em potfebny
rozsah ndhodnych vybérd bude zfejmé& vétsi,

y)

RAO et al. /22/ u¥ivaji jako alternativu k normélnimu roz-
d2len{ asymetrické rozddlenf{ s hustotou pravdépodobnosti /6/
danou soudtem prvnich &lend Edgeworthova rozvoje

ﬁg
(5)  f£(x) = ¢*(x) - %i T (x) + ot Vi) + -3 ¢ (),

kde ’A.3 = Bi/z, k4 = BQ -~ 3 (tedy standardizovany 3. a 4, ku-
mulant), a gt je i-t4 derivace distribu¥ni funkce rozd&leni
N(0,1), tedy |

al(x) = (23‘)'1/2 exp(-xz/Q), coe

Jde o rozd¥leni{ jen ,stfedn& nenormdlni", jeito se predpo=-
k1444, Ze je zanedbatelny vliv &lenl vyZ3ich radl zé4vislych na
k5’ 16) ?‘34’ o0

Krom® toho je moZné pouZit - mé-li byt hustota v3ude nezé-
pornd a mé-1li rozdéleni zlstat jednovrcholové - jen neprilid
velkych hodnot 13 a 14 ( jak ukazuje obr. 2, nakresleny podle /1/).

Hustota (5) je pro nékterd %,3 a ﬁ.4 uZivand autory zakres-
lena na obr. 3.



V uvedené préci /22/ se autori zabyveli studiem robust-
nosti Owenovych oboustrannych toleran¢nich mezi: Jde o tole-
ranéni meze (/19/, /20/, /21/) kontrolujfc{ podil populace
v obou koncich vné toleranénfho intervalu - misto splnéni (1)
ge poZaduje, aby pro zvolend (¥ , B'( ((3.‘ + B," = 1 - 3) platilo,

e

Pr(Pr(X € T;) g(}' aPr(Xx>=T,) < B") =9

kde T, a T, je dolni a horni toleranini mez; v pfipad® normél-
niho }ozdéfeni, kdy Owenovy toleranini meze maji rovnéZ tvar

~

iikos

jako b&#n& uZivané toleranini meze pro pormdlni rozdéleni, avdak
gpfi(3' = [} ) jsou tolerandni faktory k pon&kud vyd3i neZ to-
lerandni faktory politané za poZadavku (1) bud presn& /17/ nebo
pomoci Waldovy-Wolfowitzovy aproximace /25/ (viz nap¥. /16/).

Auto¥i pak poéitajf spolehlivost ? , kdy? misto sprévnych k
dosad{ k (odpovidajic{ § = 0,90), pro rizné 7\.3 e %4 a pro
¢ = 0,80, 0,90, 0,95, a uzavirajf:

(a) Chyba roste s ristem B.
(b) Chyba zévis{ na K3 i na ?\,4 .
(¢) Chyba je (zhruba fedeno) v&t3{ p¥i velkych n.

Krom& toho spolitali tabulku tolerandnich faktord % pro
n = 4(1)10(5)20, 30, 50, aby pro dané (Z= 0,80, 0,90 nebo 0,95
bylo Z;z 0,90; ukazuji, Ze pro v&t3i n je shoda s hodnotami
tolerdnénich faktord pro normdlni rozdZleni dost dobré, zejména
pro 3 = 0,80, ale i pro = 0,95 (v tomto pF¥ipad® se ov3em
toleran®ni faktory nenormédlniho rozd&leni bliZ{ k tolereninim
faktordm normélniho rozdéleni jen velmi pomalu - v tabulkéch
autgrﬁ je maximdlni chyba pro n = 4 rovna 21%, pro n = 50 je3té&
17%) .

6

Jednim z rozd&leni, s nimiZ se v aplikacich Zasto setké-
véme, je rozdéleni logaritmicko-normdlni, msjic{ hustotu

1 1
(6) (x) = expi- —3 (ln x - )2} > 0;
8 nyzzjr { Zﬁy t‘l'y > ¥

ndhodnd velidina
(7) Y =1n X

mé rozddleni N( ’ 2). a mezi stfednfmi hodnotami a rozptyl
y Gy’ y



velidin X a Y plat{ tyto vztahy /15/:

12
th = gxp( r.ty + Esy),

62 = exp(2pt, + 62 (exp(62) = 1) = U ilexp(d]) = 1),

respo

My = 1n th-;lganxr-ln ldx-%lndi,

5
ny =1ln U, ,

kde U s V2 + 1, aV, = Oy (= (exp(6§) - 1172
(varia&ni koeficient ndhodné velidiny X),

0 tom, jak se m&ni tvar logaritmicko~-normélniho rozdé&leni
se zménou stfedni hodnoty a rozptylu ndhodné veliliny X si lze
u&init predstavu z obr. 4, na kterém jsou zakresleny pro razné
V_ hustoty standardizované ndhodné velidiny Z = (X = f‘x)/csx’

£(z) = VxU;l/B(Qm'ln Ux)-l/Z(T(z))-5/4 - (1n T(2))/(2 1n U.) ’

z >--V;1,
kde T(z) = vz + le

Je ztejmé, %e pro velkd Vy se logaritmicko-normélni rozdé-
leni velmi vyrazn& odliZuje od normélniho rozd&leni se stejnou
stfedni hodnotou a stejnym rozptylem; pro mald V, jsou rozdily
nepatrné. Mi%e tedy logaritmicko-normélni rozdéleni poslouZit
jako asymetrick4 alternativa k normélnimu rozddleni pro posou-
zeni robustnosti nékterych statistickych metod vzhledem k poru-
Sen{ predpokladu normality. (Ostatn& se nejednou setkédvéme
s tim, %e se s logaritmicko-normdlné rozd&lenymi ndhodnymi ve-
li&inami zachdzi tak, jeko kdyby to byla normdln¥ rozdélend
velidina; tato skutecnost, pozorované v pracech s imunologickou
tematikou /8/, byla podndtem k této studii, kdyZ se ukédzala
potfeba konstruovat tolerandni meze pro logaritmicko-normalnég
rozd&lenou néhodnou velidinu /24/.)

Stanoveni toleranénich mezi p¥i daném rozsahu vybéru n
z logaritmicko-normdlniho rozd#leni lze tedy provést tak, Ze
pivodni data zlogaritmujeme, vypocteme toleranéni meze pro
rozddleni nsdhodné veli&iny Y a po odlegaritmovéni dostaneme
tolerann{ meze pro rozdéleni néhodné veliliny X (vzhledem
k ryz{ monotonnosti transformace (7) je jisté zachovéna plat-
nost (1) nebo (2)); toleranini meze pak maji tvar

(8) exp(y ¥ k.sy),



kde k je pr{slu¥ny toleranini faktor (/14/, /16/, /18/) a
{ a sy Jsou prﬁ?ér a smérodatnd odchylka vypoltend z yi{ = 1ln X5
i= 1’ ..O’ n L 2

Kdybychom toleran&ni meze stanovovali task jako pro nor-
mélni rozdéleni, m&ly by tvar
x * k.8, ;
Jaké by byly disledky tohoto postupu, pokud by k byly
tolerancni faktory pro normélni rozdéleni? Je ziejmé, Ze piri
velkém Vy znafné. UkdZeme to na pfipadd jednostrannych tole-
ranénich mezi typu A. Vysledky celkem 1 450 000 pseudonghod-
qjch experimentd jsou shrnuty v tab. 4 (odhady spolehlivosti
, pochézi-1li vybér 2z logaritmicko-normélniho rozdé&lent,
JestliZe byla nebo nebyla provedena logaritmické transformace
dat; N je polet provedenych vyb&rd daného rozsahu n),

Bylo by dobré dosavadni vysledky je3t& roz3i¥it a doplnit,
nicméné z dat soustfedénych v tab., 4 lze ulinit zdvér, Ze

(a) ? klesé pro rostouct f§,
(b) § klesé pro rostouct Vo
(¢) ? klesd pro rostouci n
(ptidem% tato tvrzeni neplati absolutné),

7

Zévérem lze shrnout = i kdyZ o robustnosti toleranénich
mez{ jisté je8t& nepadlo posledni slovo = %e toleran®ni meze
konstruované pro normélni rozdéleni nejsou pir{li% citlivé na
poruSeni normality, pokud toto poru3eni neni p#{li3 velké,
Ze v3ak jich nelze pouZit, je-li skutelné rozd¥leni vyrazné
asymetrické.,

A tak, jeatlife tvar rozd¥leni nezndme a nemiZeme se spo-
lehnout na n&jaky jeho odhad, je lépe uZivat Wilksovych nepara-
metrickych toleranénich mezi (i s jejich nevyhodami, o kterych
byla zminka v odst. 2) neZ tolerandnich mezi zkonstruovanych
pro n&jaké rozd&leni potencidlnd dost odliZné.
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Tab. 4. Odhad pravd&podobnosti 2’ (tjo relativni &etnost splnni poZadavku, aby uvnit?
toleranéniho intervalu leZel alespon podil ﬂ logaritmicko-normélniho rozdéleni), jestliZe

poZadujeme, aby ?&é )

Tolerantn{ mez byla stanovena

sprévnd (po logaritmické nesprévng (bez logaritmické
transformaci) transformace)
i2 i 62 | v n 0,95 0,99 (g 0% 0,99

0,9% 0,99 0,9 0,99 0,95 0,99 0,9 0,99

10 0,962 0,950 0,988 0,990 | 0,872 0,804 0,970 0,950
005 | 20| 20 |s500| 20 |0954 0,95 0,99 0,990 | 0,846 0,716 0,044 0,884

' 50 | 0,946 0,948 0,996 0,996 | 0,732 0,502 0,884 0,700
100 |0,950 0,952 0,996 0,994 | 0,670 0,246 0,848 0,460

10 {0,954 0,958 0,986 0,988 | 0,456 0,170 0,536 0,212
so0| 20 {0,996 0,048 0,990 0,992 | 0,932 0,13 0,586 0,182

50 |0,972 0,970 0,998 0,998 | 0,672 0,164 0,708 0,176
100 [0,958 0,964 0,998 0,996 | 0,744 0,180 0,768 0,184

10 10,930 0,928 0,982 0,988 | 0,918 0,900 0,970 0,970
0.005 | 200 |200 |500| 20 | 0964 0,958 0,992 0,992 | 0,926 0,918 0,982 0,980

’ 50 0,932 0,948 0,996 0,99 | 0,890 0,870 0,970 0,956
100 {0,958 0,962 0,988 0,988 | 0,890 0,812 0,970 0,950

10 {0,938 0,944 0,985 0,985 | 0,483 0,210 0,587 0,305
; 20 |0,940 0,93 0,978 0,981 | 0,503 0,172 0,630 0,224
2,5 |200 | 107 rooo| 50 {0,944 0,950 0,991 0,992 | 0,549 0,115 0,618 0,150

100 | 0,947 0,967 0,991 0,990 | 0,577 0,061 0,646 0,084
1000 {0,955 0,959 0,991 0,990 | 0,761 0,011 0,796 0,012

2% 20 | 10t
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