ROBUSTNf METODY,

Jaromir ANTOCH

0.Uvod, Robustni metody tvofi v poslednich leteeh 3iroky
proud v statistieké literatufe. NEkterym otdzkém 8 nim spoje—
nym byla téZ v&novdna letni 3kola SMF ROBUST 80, Tento
prisp&vek se sna¥i ukédzat n&které historické souvislosti v
robustnich metoddch, p¥inést zédkladni definice robustnosti a
shrnout zdkladni postupy v teorii robustniho odhadu.

I.Historie, Vezmeme-~li si mnoh¢ "klasické" statistické po~
stupy,napr. v teorii odhadu ( ale nejen tsm ),vidime,?e jsou
doprovézeny znémymi predpoklg_gdy o normédlnim rozd&leni chyb,
jejieh nezévislosti, nekorelovanosti apod. Vezmeme-li si pak
potenciondlnfho uZivatele nap¥. metody nejmendich &tvercq,
zjistime,%e o svych m&renich vesm&és predpokléddd dokonce mno-
hem vice ( & &{m je model slo%it&jdf, tim ochotn&ji ). Bohu-
¥Yel, ja_k se ukazuje,naruseni zdkladnich predpokladd znalné&
sniZuje silu jednotliwych procedur.

A protoZe je to prévd normédlnf{ rozdé&leni téhnouci se jako
fervend nit statistikou, bude moZnd zajimavé zde uvéast v doslov~-
né eitaei Gaussovy duvody ,jeZ jej vedly k jeho zavedeni(9 ).

*..o Der Verfasser gegenwartiger Abhandlung,welcher im Jahr
1797 diese Aufgabe nach der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu-
erst untersuchte,fand bald,dass die Ausmittelung der wahr-
scheinlichsten Werthe der unbekannten Grosse unmogliech sei,
wenn nicht die Funetion,die Wahrscheinlichkeit der Fehler dar-
stellt, bekannt ist. In so fern sie dies aber nicht is, bleibt
nichts ubrigt,als hypothetisch eine solche Funetion anzunehmen.
Es sechien ihm,das naturlichste,zuerst den umgekehrten Weg
einzuschlagen und die Function zusuchen,die zum Grunde gelegt
werden muss,wenn eine algemein als gut anerkannte Regel fur
den einfachsten aller Falle herforgehen soll, die nemlieh,
dass das aritmetische Mittel aus mehrerer fur eine und dieselbe
Gresse durch Beobachtungen von gleicher Zuverlassigkeit ge-—
fundenen Werthen als der wahrscheinlichste betrachtet werden -
musse.Es ergab sich daraus,dass die Wahrscheinlichkeit eines
Fehler X,einer Exponentiagrossae von der Form exp(=hhXX)propor-
tional angemommen werden musse,und dass dann gerade die jenige
methode,auf die er schon einige Jahre zuvor durch andere
Betrachtungen gekommen war,allgemein nothwendig werde. Diese
Methode,welche er nachher besonders seit 1801 bei allerlei
astronomische Rechnungen fast taglich anzuwenden Gelegenheit
hatte, und auf welche auch Legendre inzwiachen gekommen war,
iat jetz unter dem Namen Methode der kleinsten Quadrate im
allgemeinen Gebrauchtoscco"

Je velmi zajimavé,Ze Gauss vlastn& zavéddi normélni roz-
dé&lsni tak,aby vyhovovalo aritmetickému priméru. Vezmeme-li
navic Gausa-Markovovu v&tu a centrdlni limitni teorém,neni
divu,%e aritmeticky prim&r a dogma normality se postupné& sté-
vaji témé&F nedotknutelné,

Nieménd jiZ% v minulém stoleti se objevuji 1idé,predeviim
z fad astronomi a geodetl,jimZ tyto predpoklady ne vidy vyho-




vuji. A nejde jen o problém odlehlych pozorovédni ( outliers ),
je% se do Jjejich m&feni{ dostaly nedopatfenim. N&kterd mé&renit
vykazujf{ podstatn® t&Z8i chvosty,jiné men3i hodnotu koeficien-
tu 3pidatosti ne¥ odpovidajici normdlni rozd&leni... Pritom,

z hlediska moZnosti tehdej3ich pfistrojld a metod,nebylo moZno
prohldsit m&teni za Spatnd. Mezi Jjinymi Jjmenujme na tomto misté
napr.Newcomba,Smithe,Pierce ... RoCoSmith ( wiz (2%)) mj.pise:

".oo.One usually has or ought to have a general notion of the
quantity sought for. I ve been dissatisfied with the method
of taking the aritmetic mean as the most probable value of a
comparatively few direct observations of guantity.o.o®

N&kte¥{ auto®i na celou véc reagovall hleddnim nowych pos-
tupt, adekvatn&d jdich danym skute&nostem. Ne vZdy ale byla jejich
cesta hladkd. V mnoha pripadech dochdz{i k sportm, diskusim
a¥ osobnim atd. PrevédZnd ve&t3ina t&chto nédvrhd zmizela postupem
Zasu v propadle d&jin a pouze nepatrné &&st se stavé vlastnict-
vim klasické statistiky. Zna&n& k tomu téZ prisp&l vliv &kol
Pearsonovych,Fischerovych «.. Mnoho zajimavého o této prehistoe
rii robustni statistiky ( z anglosaské oblasti ) lze nalézt
predevdim v pracech Stiglerovych (25),(2%).

Po druhé sv&tové vdlce zadind statistika pronikat i do
oblasti,kde byla drive spiSe Popelkou. fasto se pritom snaZf
opf{t o metody a postupy,jeZ byly vymy3leny pro biologii ...
JenZe ne vidy s Usp&chem. Kromé jiného i proto, Ze klasické
predpoklady, tak b&Zn& splnované biologickymi pokusy, byly zde
mnohdy vA%né& narudeny. Objevujl se odlehld pozorovédni, korelo-
vanosti v datech atd. A znovu, jako Jji% tolikrét v minulosti,
se na otazku co nyni”objevuji nové postupy,nové metody. Jednou
z odpovw&di je i néstup robustnich metod. Zadal se postupné
vytvéret na zédkladd® praci Coxe,Tuckeyho,Anscomba a jejich Zaku,
skupiny kolem &asopisu Technometrics a mnoha dalsich.

NejdtleZit&jsi metody a vysledky t&chto dob lze nalézt v
prehlednych &léneich (rz§}(4# ,jako% i leckde jinde. N&které¢
otézky spojené s dalsim vyvojem a nédznak daldich sm&rd rozvoje
pak lz® nalézt napf. v (14). Na,zévér tohoto odstavce si uveg-
me del3{ eitaci charakterizujici soudasny pristup k robustni
teorii odhadu, jak jeJ vyjad#il Hampel v (12)3:

" ..What do those robust estimators intend? Should we give up
our familiar and simple models,such as our beautiful anylysis
of variance,our powerfull regression,or our high reaching cova-
riance matrices in multivariate statistics?The answer is no;
but it may well be advantageous to modify them slightly.

In fact,good practical statisticians have done such modifica-
tionsall slong in an informal way; we now only start to have

a theory about them. Some likely advantages of such a forma=-
lization are a better intuitive insight into these modificati-
ons, improved applied methods ( even routine methods ) and the
chance of hawing pure mathematicians contribute something to
the problem. Possible disadvantages may arise along the usual
transformations of a theory whe it is understood less and leas
by more and more people. Dogmatists,who insisted on the use

of "optimal" or "admissible" procedures as long as mathemati-
cal theories contained no other criteria,may no be going to
insist on "optimal robust" or "admissible' robust” estimation

or testing. Those who habitually try to lie with statistics,
rather than seek for truth, may claim even more degrees of
freedomr for their wicked doings...

..o Now what are the reasons for using robust procedures? There
are mainly two observations which combined give an answer. ‘
Often in statistics one is using a parametric model implying



a very limited set of probability distributions thought pos-

sible, such as the common model of normally distributed errors,

or that of exponencisally distributed observations., Classical

( parametriec ) statisties derives results under the assumption

that these models were strictly true. However, apart of some

simple models perhaps, such models are never exactly true.

We may try to distinguish three main reasons for the deviations:

(i)rounding and grouping and other "local inaccurances";

(ii)the occurence of "gross errors" such as blunders in measu-
ring,wrong decimal points,errors in copying,inadvertent
measurement of a member of a different population,or Jjust
"something went wrong"}

(iii)the model may have been conceived only as an approximati-
on anyway,e.g. by virtue of the central limit theoremo.o”

IT.Definice robustnosti: Na otézku, co Je to robgstnost
statistickych procedur nelze ddt jednotnou odpové&d. Trochu by
nédm moZnd mohl pomoci Kendall-Bucklandlv slovnik statistic-
kych pojmi,kde pod heslem robustnost &teme: (24)

"ROBUSTNESS: lany test procedures involving probability levels
depend Tor their exactitude on assumptions concerning the gene-
rating meehanism,e.g. that the parent variation i1s normal one.
If the inferences are little affected by departure from those
assumptions,e.g. if the significance points of a test vary
little if the population departs quite substantially from the
normality,the tests on the inference are said to be robust,

In a rather more general sence,a statistical procedure is des—
cribed as robust if it is not very sensitive to departure from
the sssumptions on which it depends.”.

Vyjdeme~li z této"definice"robustnosti,leZ{ pred némi
rézem dv& zdkladni otdzky:
(1)Jak velké je pole pisobngsti dané statistické procedury,
neboli, je vibec robustni vi&i poruSeni zdkladnich predpokladu?
(2)Jak bychom m&li navrhnout danou statistickou proceduru,
aby byla necitlivéd na poruseni zékladnich predpokladli a
neporusili Jjsme pritom jeji dobré vlastnosti?
Réazni autofi pristupovali k t&mto otdzkdm rdizné,a tak si v
daldim n&kterych t&chto pristupd v3imneme podrobné&ji. Omezime
se pritom na pole teorie odhadu. °

Jeden z prvnich poknst zavést pojem robustnosti v teorii
odhgdu pomoci vlastnostf{, jeZ by dobry robustni odhad mél
splnovat postupn& vykrystalizoval v polovin& padesétych let
na zédklad® praci Boxe,Tuckeyho,Bickela,Hubera a daldich. Podle
"doporyleni” by m&l takovyto "dobry robustni odhad" wvyhovovat
alespon né&kterym z nésledujicich podminek:

(1) M{t vysokou absolutni vydatnost pro vSechna dostatelné&
hladké rozdé&leni F,

(2) Mit vysokou vydatnost vzhledem k jednomu predem vybranému

odhadu ( nap®. aritmetickému prim&ru ) a to pokud moZno Ppre
v3echna rozd&leni.

(3) M{it vysokou absolutnf{ vydatnost na predem vybrané vhodné
t71d& rozd&lenf ( tvorené napi. normdlnim,exponencidlnim,
Gamma & Cauchyho rozd&lenimi ).

(4) Mit maly asymptoticky rozptyl na okoli jednoho ur&itého
rozdé&lent ( napPf. normélniho ).




Nejroz&iren&jsi se staly poZadavky Huberovg,tjo smé&s bodl
(3)-(4), Citujme pFesndji z Jjeho préce (16):

",.o A convenient measure of robustness for asymptotically
normal estimators seems to be the supremum of the asymptotic
variance (n —» o ) when F ( the distribution of the sample)
ranges over a set of appropriate underlying distributionsc..."”

V eitované préci Huber zéroven definoval t¥{idu tzv,
M=-odhadt, podal zdkladnf motivaci k jejich zavedenf a charak-
terizoval pritom mezi nimi nejrobustn&j3{ t¥{du rozdéleni
( family of distributions ) pro p¥ipad odhadu parametru polohy
za predpokladu,Ze plvodni rozd&leni je konteaminované normélni.
Postupem doby se pak praci mnoha autord M-odhady staly nej-
propracovandj3i &4sti celé teorie robustnich odhadl.

Pozd&ji se objevuji definicé& matematicky mnohem striktné&j-
31,nap¥. (3),(5)M) ...,pPistupujici k problému z nlediska
matematické anylyzy a topologie., Jednotlivé metody maji
v podstatd tyZ pristup - definovat robustnost pomoei spojitosti
funkciondlt® ( odpovidajicich Jjednotlivym odhadldm ) na prostoru
distribuci. Li3{ se pritom pfedevd3im volbou zAkladnihc prosto-
ru ( jeho presné struktury ), uvafované metriky ( topologie ),
technickymi detaily a ¥4stedn& i motivaci. Pat¥{ sem napft.
Beranova snaha zavést robustnost pomoci Hellingerovy vzdile-
nost ( viz. (3 ),(4)); Bickel=Lehmanova definice slabé
robustnost (5 ) a dals8fi. Nicmén& definic{i pravd&podobn& nej-
vhodn&j3{ pro dany problém zUstédvd definice Hampelova, vyu-
¥ivajici Prochorovovych vysledkl., Zastavme se proto u ni po-
n&kud blize.

NechY F,0 a F jsou rozd&len{ z daného prostoru distribuc{
a d(./s) Frochorovova metrika na tomto prostoru. Oznalme
Z(T_,G) rozd&leni odhadu T _, zaloZeném na vyb&ru velikosti n
( TR z4le¥{ jak na velikoBti vybéru, tak na pivodnim rozdé-
len®) . Odhad T, Jje robustni vzhledem k G tehdy a Jjen tehdy,

kdy 2
¥y£>0 350 %F ¥ a(F,e)<d =) a[Fr,,6), ;T ,F)<¢E

Jak ji? bylo re&eno drive, pro vyJjéd¥feni robustnosti byla
navrZena rada jinych "vzdélenocsti%, Vét3ina z nich Jje v3ak
( na rozdil od Prochorovovy metriky ) zatiZena nékterou z
nédsledujicich nevyhod:

1) Umoéﬁuje m&feni blizkosti spojitych rozdéleni, ale neumoiZ~-
nuje srovndni diskrétnich empirickych rozdéleni se spojitymi
rozd&lenimi vybé&ru.

(2) Jsou vdzény na Jjeden konkrétni prostor a jen obtiZné&

se roz3iryjl na prostory Jjiné.

(3) Nesplnuji trojuhelnikovou nerovnoste.

Technické detaily JjakoZ¥ i podrobné&jsi vyklad lze nalézt naplr. v
(11),(24) .. 0

IITI. Tri zdkladni metody konstrukce robustnich odhadt :
V celém odstavci budeme pfedpoklédat, Ze Xl, eeo X

o Jsou

nezédvislé kopie téZe ndhodné veliliny X dané distribuéni fun-—
kei P(X<x) = F(x-0), F symetrické, © jednorozmerny parametr
polohy.



(1) L - odhady:

Historicky nejstar3i ucelend a rigorozni definice L-odhadd
parametru polohy byla z¥ejm& poddna Daniellem roku 1920{viz (25)),
Autor zdroven zkoumédl zékladni vlastnosti té&chto odhadd a
ur&§l p¥islusné podminky pro asymptotickou normalitu t&chto
odhadd. Préce v3ak zlstala naprosto nepov3imnuta a bez ohlasu,
takZe Daniellovy vysledky byly znovu odvozeny Jungem (20).
Pristup té&chto autorl lze vyjadrit ndsledovné:

Def 1: Oznadme si porddkoyé statistiky p¥isludné nasSemu vybé&ru
pomocy X(yyreoerXipye Nech¥ 81y000y8, Jsou reélné konstanty

takové,Ze n . 3 i
Zi=1 a; = 1 & a; 0 ¥i . . (ITI.1)
Potom L-odhadem parametru @ nazvu stetistiku Ln = L5 & X(i)o

Vyslovme si tuto definici jeSt& v pon&kud upraveném tvaru,
Jjak se dnes Cast&ji pouzivé.

Def 2: Nechf h(t) je redlné funkce na (©,1) takové, %e h(t)=
h{i-t) ¥ te (0,1),nech X(l)””’x(n) Jsou poréadkové statis-
1

tiky prisludné nasemu vybdru  a CZ)JEIT (t) at = 1.
Potom L-odhadem parametru ¢ nazvu statistiku

n hd
(1/n). h(i/n+l).X,. .
L, = Zi (1)

Pozn.: (1) V podstat& je tedy L-odhadem parametru & ka¥ds
vd%ené kombinace pozorovéni,u ni% volba vah z&leXi pouze na
poradi pozorovéni.

(2) Nékter{ autori se neomezuji podminkou (III.1l),
nybrz dovoluji i zdporné véhy apod.

Tvrzenf{ 1: Za zna&nd obecnych podminek regularity ( viz. (20))

jetf{nﬁ%(Tn - 9)3 asymptoticky normélni N(O,Gi), kde
4
2 1 2 2
of (F) = U(t)sdt - ( [ U(t) dat ), kde
FLRN) [ s,

U(t) je neurdity integrdl z U (t) = ( h(tz//f(F-l(t)))o

Pozn.: (3) Je-1li  ¥(x) derivace ¥ (x) = -f}(x)/ £ _(x) ,
I(Fo) -Ufy’% (x) dFo(x) Fischerova mfira informace a zvolime-1li

IEVRUSNS|
h(t) =V (FT () I(F)
pak Ln Je asymptoticky vydatny pro FOo

(4) Uvedme si n&kolik nejtypic¢téjsich prikladl L-odhadl:

(1) Aritmeticky prdimér.
(ii) Mediédn.
(iii) o = useknuty primér -



_ n = {ndi
X(d) = (1/ n - 2[:10(]) ¥=1+@dl X(i) o

(iv) Winsorizovany pramér:
X (e ) = x(o¢) + [exn] Xitamyy ¥ (01000 ) X B )
(v) ROzné typy véZenych vybranych kombinaci porddko-
vych statistik,nap?f. medidnu a kvrtild s tymiZ vdhami apod.
(5) Velkou nevyhodou L-odhadl je potreba usporddéni
vybé&ru, kterdZto operace 1 na velkych politadich je pro véts{

vyb&ry znadn& zdlouhavd a nedovoluje pouZivdni L-odhadl p#i
vypoltech v redlném dase.

(2) R= odhady.:

R - odhady byly odvozeny na zékladé analogii s poradcvymi
testy,odkud pochédzi i nézev ( estimates derived from rank tests).
UkaZme si pro ndzornost pripad odwozenf takového ocdhadu jed-
norozmérného parametru polohy © pomoci dvouvyb&rovéno porado-
vého testue

M&jme 2 vybdry XjseeesXp 8 Zq,000,2 z rozdéleni F(x),

n
resp. F(x-6). Vytvorme si novy vybér velikosti 2n ve tvaru

Kygoeos Xy n y oznalme jeJ Il,...,an a usporé-

dejme jej. Déle nechf J(t) je redlnsd funkce na (0,1) takovd,
Ze -J(t)=J(1-t) ( J(t) ném zde hraje op&t roli véhowé funkee).

Potom pro test hypotézy H:8 = 0 proti slternativé A:e > O
lze uZ?it testovou statistiku
2n

)= Iy

Zyyoossl

w(Y J(i/2n+l) . v, , kde

1’...’Y2n

V. ,<O Teiyv 2;

1 )
1 Yy~ X

Méme-1i nyni néhodny vybér Xyy00e,X, 2z rozd&leni s distri-

budni funkef F(x) = P(X{x) = F(x=6) , J(t) je véhovd funkce
definovand vysSe a relﬁ_dané konstanta,vytvofme novy ;ybér %

Xl-r,oao,Xn.rgr-xl’oéo,r-xn déllq 211, Oznaéme 'jej Yl’o.o,an 3
usporddejme jej a vytvo¥me statistiku W* (r) analogicky dle W(r)

tak,Ze 2n
’ w* (r) = L,y J(i/2n4) o Vi’E , kde
* 0 ¥i3)Tw Yoy =X
Vi =<1 Y 3 ?\/‘ Q
(1) V- a™

Def 3: R = odhadem parametru © rozumime fe3eni rovnice - v Rn -

wE (R)) = Co



Tvrzeni 2: Za znalné obecnych podminek regulerity ( viz.(1%))

> Jje oC{n‘Q( - G)} asympteticky normdélni
N{C,0g(F)) kde

2 f J°(t) at

(F) = —— ° Q
(f & wEeon £2(x) ax )

Or

Pozn.: (1) Pri volbs J(t) = ¥ _(F ,~H(t)) je R

asymptoticky vydatny pro F_  (viz. (1#)).

(2) Velkou vyhodou R-odhadl z teoretického hlediska
je fakt, Ze se mbiZeme opfit o velmi bohatou znalost poradovych
testi,znalost jejich chovdnf a vlastnosti., Na druhé stran& z
hlediska jejich praktického pouZiti o nich platf{ totéZ, co o
L-odhadech. Navic zde potrebujeme dvakrét vice paméti, uspoiré-
ddvéni dvejnédsobnych soubord ...

(3) PPikladem R-odhadu ndm méZe slouZit napr. Hodges-
Lehmantv odhad, jenZ m& po upravéch tvar

n

X. + X.
R ¥ = med i .
n A PIPR __7__&__

(3) M = odhady:

ProtoZe ve sborniku o zavedeni M-~odhadd ,jejich vlastnos~
tech apod. podrobné& pojednévéd prispévek dr.Novovilové,omezime
se pouze na zékladni{ definici, jiZ budeme potfebovat v nédsle-
dujicim odstavei.

Def 4.: Nechi §)(x) je redlné symetricksa funkce, nech¥
g; © (x) = Y(x). Nech¥ Xy,-00,X, Jsou nezdvislé kopie téZe
ndhodné velidiny X dané distribuci F(x-8) = P(XLx), O€R, .

Potom M-odhadep parametru © nazveme statistiku M =M (X yoooy X, )
takovou, Ze bu

n . n
Ziag Q0% - ) = dnf E, POX - t)
nebo je red3enim rovnice

n

Tvrzeni 3 : Za znaln& obecnych podminek regularlty ( viz.(2%9))
je "M~ konzistentni odhad & a Lin n%(M -O)§ je asymptoticky

normélnf N(O,Gh(F),kde
5 .f’ ‘/’2(1:) dF(x)
UM(F) = °

(S¥ (0 arx) H?

(4) Vztah mezi esymptotickymi rozptyly L,R a M-odhadd :

V predchozfich trech tvrzenich jsme meli vy jddfeny asymptoticke



rozptyly Jjednotlivyeh L,R & M-odhadl. Vzniké gfitom prirczend
otdzka, v jakém jsou vzéjemném vzitahu. Odpov&d ném ddvd nésle-

dujici tvrzenio

Tvrzeni 4: Nech¥ Xl,ooo,Xn Jjsou nezdvislé kopie téZe nshod-

né velidiny X dané distribudnf funke{ F(x-6) = P(X<{x). Nech¥
Y (x) je funkce definujici M-odhad &. Definujme véhové funkce
pro L a R odhad nédsledujicim zpisobem

hit) = Y (F 1)) = ¥ (%) &
J) = ¥ ¢ = ¥,
kde %E Wi(x) yjs(x); X = F"l(t);(t = F(X)o

Potom,za pPedpokladu existence asymptotickych rozptyld pro
R,L a M odhady parametru & definované funkceml J(t),h(t) a ¥(1),
plati

czﬁ(F) = 02L(F) = czu(F) o

Disledek: Je-li alespoﬁ jeden z odhadd asymptoticky vydatny
pro F,pak jsou pro F asymptoticky vydatné i ostatni odhady.
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