Ceské Statistické Spolecnosti éislo 1, rocnik 19, tinor 2008

Zprava o cinnosti Ceské statistické spolecnosti v roce
2007, kterd byla pfednesend a projednand na vyroc¢ni schuzi spolecnosti dne
31.1.2008.

1. Zakladni iidaje o spoleénosti. Uplynuly rok byl prvnim rokem dvouletého
funkéniho obdobi viboru Ceské statistické spolecnosti (CStS), ktery byl zvo-
len na valné hromadé dne 8. 2. 2007. Pfedsedou byl Doc. RNDr. Gejza Dohnal,
CSc. (FS CVUT v Praze), mistopredsedou Ing. Jan Fischer, CSc. (CSU) a
hospodatkou doc. Ing. Dagmar Blatni, CSc. (VSE Praha). K dnesnimu dni
mé CStS 234 ¢lenit, z toho 17 vstoupilo do spole¢nosti v roce 2007 a 3 v roce
2008. V roce 2007 ukongili 2 ¢lenové ¢Elenstvi na vlastni zddost, 1 zemfel.
U dalsich 2 bylo ¢lenstvi ukonceno pro neplaceni ¢lenskych piispévku. Na
vyfazeni kvuli neplaceni je nyni 10 kandiddtu (ktefi nezaplatili za 2005, 2006
a 2007).

2. Cinnost vyboru spole&nosti. V pribéhu roku se konala tfi zasedéni vyboru
Ceské statistické spolecnosti. O kazdém z nich byl pofizen zdpis, ktery je
vSem zdjemcum k dispozici. V mezidobi byli ¢élenové vyboru v kontaktu
prostiednictvim e-mailu a diskutovali v8echny dulezité zdlezitosti, zejména
piipravu akci a bulletinti. Kromé toho probéhla fada neformalnich setkani a
porad pfi jednotlivych akcich. Pti ptilezitosti spoleéné konference STAKAN
se Slovenskou statistickou a demografickou spoloénostou probéhlo spoleéné
jednéni ¢lenu vyboru obou spoleénosti. 22.—29.8.2007 se v Lisabonu ko-
nal 56. kongres ISI, kterého se zdcastnilo nékolik ¢lent vyboru (Antoch,
BartoSova, Blatnd, Fischer, Loster, Picek, Rezankové). Jednu se sekci, kde
jsme se ucastnili, organizovala Viszegradské skupina narodnich statistickych
spoleénosti (Mad'arsko, Rakousko, Cesko, Slovensko, Slovinsko a Rumunsko).
Predseda spole¢nosti se zucastnil 3. setkani predsedu ndarodnich statistickych
spolecnosti této skupiny ve Slovinské Ljubljani.



3. Odborna aktivita spoleénosti. Valnd hromada v roce 2007 se konala
v Praze dne 8. tinora 2007 v zasedaci sini CSU. Na valné hromadé ptednesl
odbornou prednasku predseda CSU Ing. Jan Fischer, CSc. na téma Problémy
statistické sluzby. Zabyval se v ni problematikou price na CSU a aspekty,
které piindsi soucasns doba a technika nejen v CR, ale i v mezindrodnim
kontextu. Spole¢nost se podilela na organizaci konference Centra pro ja-
kost a spolehlivost vyroby REQUEST v Praze ve dnech 30.1.-1.2.2007
Ceska4, statistickd spole¢nost a Slovensks statisticks a demografickd spoleénost
usporddaly spolecné v kvétnu (25.—27. 5.) v Rusavé v Hostynskych vrsich od-
borny semindf o vyuce a aplikacich statistiky STAKAN 2007. Sbornik z této
konference vysel jako zvlastni ¢islo Forum Statisticum Slovacum na podzim
spolu s DVD. CStS pievzala z4stitu nad konferenci TIES’2007, jez se konala
16.—20. 8. 2007 v Mikulové. 6. 12. se v Balbinové poetické hospudce v Praze
konal Mikulassky statisticky den, kde zaznélo celkem osm piispévku. Ve-
dle konferenci a semin4it je tieba zminit tyto dalsf odborné aktivity: Cesks
statistickd spoleCnost se stala signatdfem deklarace ke vzniku oborového
seskupeni Jakost a spolehlivost v rdmci pfipravované Ceské technologické
platformy Strojirenstvi. V roce 2007 byla vydana ¢tyfi ¢isla Informaéniho
bulletinu a dvé DVD (STAKAN a GISAK) Internetové stranky spole¢nosti
byly pravidelné udrzovény a aktualizovény. CStS spolupracovala na vydavan{
Casopisu Statistika.

4. Plan aktivit pro rok 2008. V dubnu se v Liberci uskuteéni dalsi, tentokrat
dvoudenni statistické dny V ¢ervnu 2008 probéhne v Praze mezinarodni sym-
posium ISBIS 2008 vénované ekonomické a prumyslové statistice, na jehoz
organizaci se nase spoleénost podili (¢lenové CStS maji slevu na vlozném)
V 1été se bude CStS podilet na organizaci konference o jakosti a spolehli-
vosti vyroby v Brné, jejimz hlavnim organizatorem bude CQR 5.—-7.9.2008
bude nasSe spole¢nost organizovat v Praze mezindrodni studentskou statis-
tickou konferenci, spojenou se 4. setkdnim pfedsedu ndrodnich statistickych
spole¢nosti. 8.—12.9.2008 se bude konat dalsi ROBUST, tentokrat ve spo-
lupraci se Slovenskou statistickou a demografickou spole¢nosti.

BLAHOPRANI

V téchto dnech se dozivd vyznamného zivotniho jubilea nas ¢len a kolega, doc.
RNDr. Karel Zvéra, CSc., vyznamny odbornik v oblasti regrese a aplikované statis-
tiky. Kolega Zvéra vénoval pfevaznou ¢ast svého zivota vyuce statistiky, predevsim
pro nestatistiky, jakoz i aplikacim statistiky v p¥irodovédé a mediciné. Vybor CStS,
johoz byl kolega Zvara po fadu let ¢lenem, mu pfeje mnoho zdravi a spokojenosti
v dal§im zivoteé.



NEKOLIK SLOV O RELIABILITE )
SLOZENYCH DICHOTOMNICH MERENI

ON RELIABILITY OF COMPOSED
DICHOTOMOUS MEASUREMENTS

aneb doktorandkou pana docenta Zvary

Patricia Martinkova
Adresa: EuroMISE centrum UK a AV CR, UI AV CR, Praha

E-mail: martinkova@euromise.cz

Abstract This remark concentrates on generalization of popular Cronbach
alpha for the case when the measurements are dichotomous. Main result is a
new definition of reliability for this type of measurements based on conditional
expectation and conditional variance.

V jednom z piedchozich ¢isel Informacniho Bulletinu (viz [1]) pojednal pan
docent Zvara o reliabilité méfeni a o Cronbachové alfa, které se k jejimu
odhadu ¢asto pouziva. V zavéru ¢lanku nastinil otdzku, zda mame pravo
pouzit postup zalozeny na predstavé o spojitych veli¢inach i v pripadé, kdy
polozky slozeného méfeni jsou vyhradné nulajednickové. V takovém piipadé
autor navrhl nahradit Cronbachovo alfa, jehoz odhad lze ve smiseném mo-
delu analyzy rozptylu vyjadrit pomoci testové statistiky F', jeho obdobou
z logistické regrese, vyuzivajici testovou statistiku jinak slouzici k testovani
analogické hypotézy.

Za dobu poslednich ¢tyt let jsem meéla tu cest pod vedenim pana do-
centa Zvary badat pravé nad definovanim a odhadovéanim reliability v ptipadé
slozenych dichotomnich méfeni.

Dovolte mi tu zminit nékteré vysledky tohoto badani. Za hlavni vysledek
préace povazuji navrzeni obecnéjsi definice reliability pomoci podminéné stied-
ni hodnoty a podminéného rozptylu

var [E(Y']|4)] var [E(Y]A4)]

rel(Y) = var [E(Y|A)] + E [var(Y|A)] - var(Y) (1)

Nové definice, stejné jako ta klasicka, vyjadiuje relativni dil celkové va-
riability méfeni{ Y zpusobeny variabilitou méfené vlastnosti A. V piipadé
smiSeného modelu analyzy rozptylu obé definice splyvaji. Navic vsak novou
definici vyuzijeme u modeld, v nichz nevystupuje chyba méieni. Takovym



modelem je i Raschtiv model, bézné pouzivany pro popis vlastnosti didak-
tickych testu s nulajednickovymi polozkami. Diky tomu, ze se ndm podafilo
vyjadrit reliabilitu v Raschové modelu a dalsich modelech vhodnych pro
popis slozenych dichotomnich méfeni, bylo pak mozné, zatim alespon po-
moci simulaci, posoudit pouzitelnost odhadu navrzeného v [1]. Zd4 se, ze
v nékterych ptipadech nové navrzené logistické alfa odhaduje reliabilitu lépe
nez alfa Cronbachovo. Vysledky byly publikovany v ¢lanku [2].

Vyrazem (1) navazujeme na praci [3], jejiz tvrzeni o ekvivalentni definici
pro modely se spole¢nym koeficientem vnitrotiidni korelace se ndm podafilo
uvést na pravou miru — najit protiptiklady a dokazat tvrzeni spravné. Podafi-
lo se diky tomu také nahradit pozadavky klasické r-ekvivalence tak, ze Spear-
manova-Brownova formule pro reliabilitu méfeni slozeného z m polozek zusta-
va i nadale v platnosti.

Postgradudlni studium pod vedenim pana docenta pro mne bylo velice
pifnosné. Skolitel se mi stal velkym vzorem nejen jako védec, ale také jako
pedagog s vyteéné propracovanou piipravou (jak pro studenty tak pro své
cvicici), jako prakticky statistik s mnoha zkuSenostmi a v neposledni Fadé
jako nesmirné schopny, ochotny a férovy ¢lovék. Cenim si vSech téch mnoha
hodin konzultaci o to vic, ze mi byly vénovany nesmirné vytizenym ¢lovékem.
Bylo mi az s podivem, kolik riznych ¢innosti pan docent zvlada. Jednou
prichézel s roli papiri pod pazi se slovy , Projekt rekonstrukce v Karling,
Ferda Mravenec, prace vseho druhu!“ Jindy zase preklddal na stole své pra-
covny $tosy s ruznymi ikoly ,, Tak kde Vs mam!* Snad pro to velké pracovni
vytizeni, snad pro pocit, ze to badéani je az prilis aplikované, jsem ob¢as mohla
slyget ,, To vite, j& mnoho doktorandu nevedl.“ Myslim si, Ze to je velka skoda.
A prala bych jesté alespon jednomu doktorandovi tohoto vyteéného skolitele.

Nezbyva mi nez zavérem tohoto ptrispévku podékovat panu docentovi za
v8echen cas, ktery mi vénoval, i za trpélivost, kterou se mnou mél béhem
celého mého studia, a popfat oslavenci mnoho zdravi, stésti, a spokojenosti
do dalsich let.

Reference

[1] Zvéra K. (2003) Reliabilita méfeni aneb bacha na Cronbacha. Informaéni
bulletin Ceské Statistické Spolecnosti 13(2), 13-20.

[2] Martinkova P., Zvara K. (2007) Reliability in the Rasch model. Kyberne-
tika 43(3), 315-326.

[3] Commenges D., Jacqmin H. (1994): The intraclass correlation coefficient
distribution-free definition and test. Biometrics 50(2), 517-526.



VOLBA REGRESNIHO MODELU

HOW TO CHOSE REGRESSION MODEL
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Abstract This contribution concentrates on typical errors connected with
the choice of the regression model. Most frapant erros are illustrated using
two examples. The first one shows influence of the graphical representation of
the data. The second one shows how important is not to neglect the additional
information about the data and their genesis. All calculations were done using
the program R.

1. Uvod

V tomto ptispévku je pojednano o chybach, které se délaji pti volbé regresniho
modelu. Tyto chyby jsou ilustrovany na dvou numerickych ptikladech. V prv-
nim z nich se posuzuje vliv grafického znazornéni dat na konstrukci modelu.
Ve druhém piikladé je poukazano na dulezitost vyuziti dodateéné informace
o datech. Vypocty jsou provadény pomoci programu R, ktery lze ziskat na
adrese http://www.R-project.org/.

2. Volba modelu zalozena na grafickém znazornéni dat

Grafy ve statistice hraji velmi dulezitou tlohu. Everitt (2005) na str. 16 cituje
vyrok pfevzaty z publikace Chambers a kol. (1983): ,,. .. there is no statistical
tool that is as powerful as a well-chosen graph“!. Zdiiraznéme, ze mezi autory
posledné citované knihy jsou tak slavni statistici jako je Cleveland ¢i Tukey.
Odhaduje se, ze se roéné tiskne asi 1012 statistickych grafi. Jednim z divodi
grafického znazornéni dat je to, ze je ¢lovék schopen vy¢ist z nich zakonitosti.
Plati vsak varovani Carla Sagana: ,Humans are good at discerning subtle
patterns that are really there, but equally so at imagining them when they
are altogether absent.*2

V tabulce 1 jsou uvedena data, kterd budeme analyzovat. Puvod a skuteé-
ny mechanismus vzniku téchto dat je zndm a bude uveden pozdéji pro porov-
nani s dosazenymi vysledky. Ostatné i kdyby naptiklad vyzkumnik sdélil, ze

174dny jiny statisticky nastroj neni tak mocny jako spravné zvoleny graf.
2Lidé dobfe dokazi rozeznivat subtilni zdkonitosti, které tam opravdu jsou, ale zrovna
tak dobfe si je dokdzi predstavit, i kdyz tam vubec nejsou.



tfeba nezavisle proménna udava koncentraci hexametyléntetraminu a zavisle
proménna koncentraci pentaerytritolu, asi by to vétsiné z nas nepfineslo vic
informace nez to, ze z; jsou hodnoty nezavisle proménné a y; jsou hodnoty
zavisle proménné.

Poznamenejme, ze v tabulce 1 jsou uvedeny zaokrouhlené hodnoty. Dalsi
vypoéty byly provedeny s puvodnimi daty, kterda byla prezentovéna na vic
desetinnych mist.

il 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10|
z; | 238 1.03 019 049 252 011 046 028 1.39 0.03
yi | 289 318 089 330 224 100 242 017 253 0.01

Tab. 1. Data, kterd je tifeba statisticky analyzovat.
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Obr. 1. Data a regresni funkce.
Tato data jsou zndzornéna na obrazku 1, kde jsou také prezentovany grafy
nékterych regresnich funkeci. Vysledky, které se tykaji vypoctu regresni piimky,
jsou:



Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 1.1900 0.4855 2.451  0.0399 =
X 0.7558 0.3886 1.945 0.0877

Residual standard error: 1.079 on 8 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.321, Adjusted R-squared: 0.2361
F-statistic: 3.782 on 1 and 8 DF, p-value: 0.08772
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Obr. 2. Diagnostické grafy ke kvadratické regresi.

Regresni koeficient sice neni statisticky signifikantni na bézné hladiné 5 %,
protoze jeho p-hodnota je 0.088, ale data spis odpovidaji kvadratické regresi.
Vysledky kvadratické regrese jsou

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 0.2786 0.4948 0.563 0.5910
b4 4.0411 1.2475 3.239 0.0143 *
I(x72) -1.2865 0.4751 -2.708 0.0303 *

Residual standard error: 0.8062 on 7 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.6684, Adjusted R-squared: 0.5736
F-statistic: 7.054 on 2 and 7 DF, p-value: 0.02100



Zde je na hladiné 5 % vyznamny linedrni i kvadraticky ¢len, takze bychom
se mohli pfiklonit k tomu, ze datum odpovidd kvadraticka regrese. Pozna-
menejme, ze v piipadé kubické regrese bude signifikantni jen linearni Clen,
kdezto ani kvadraticky ani kubicky ¢len signifikantni nebudou. To nadéle
svedel ve prospéch kvadratické regrese. Priddme jesté diagnostické grafy (viz
obrazek 2), jez nasvédéuji tomu, ze regresni model odpovidd datum.

Na druhé strané vsak kvadraticka funkce uvedena na obrazku 1 neni mo-
noténni. Pokud bychom védéli, ze m4 jit napf. o rustovou kiivku, monoténie
by se méla nutné vyzadovat. Pro ilustraci zde uvedeme jednu mélo zndmou
rustovou krivku

Ip(x,a,b,p,c) =a—bpln [1+exp{%}] ,

kterd se nazyvé linear-plateau regression function (Cesky by se snad mohlo
Fici linedrnd regresni funkce se stabilni hladinou). Graf této funkce pripomind
dvé navazujici pfimky. Jedna z nich je rostouci a druh4 konstantni. Parametry
této regresni funkce maji nasledujici interpretaci

e a ... hodnota zavisle proménné v bodé zmény,
e b ... smérnice rostouci piimky,
e c ... hodnota nezavisle proménné v bodé zmény,
e p ... hladkost pfechodu mezi obéma piimkami.
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Obr. 3. Prubéh Ip(x) s parametry a=20, b=2, p=1, ¢=10
(vlevo) a s parametry a=20, b=2, p=0.1, c=10 (vpravo).

Prolozeni této funkce nagimi daty vedlo k vysledku

a b P ¢
2.708 5.9282 0.000694 0.498

Body a prolozena funkce jsou zobrazeny na obrazku 4.
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Obr. 4. Funkce Ip(x) prolozend metodou nejmensich ¢tverct.

Je vSak na ¢ase uvést, jak byla vychozi data ziskdna. Byla generovana na
pocitaci jako nezdvislé ndhodné veli¢iny. Pritom x; ~ N(1,1), y; ~ N(2,1).
Nastaveni generdatoru nahodnych ¢isel pomoci pitkazu set.seed(1203) bylo
provedeno z toho duvodu, Ze tuto konstantu pouzivd ve svych ilustracich
Everitt (2005). Pro¢ tedy doslo k tak signifikantnimu prokdzani nespravného
modelu? Duvodem muze byt néktera z nasledujicich pticin.

e Generator neni dostateéné kvalitni.

e Priistatistickém hodnoceni se pracuje s urc¢itou hodnotou pravdépodob-
nosti chyby prvniho druhu, nejcastéji to je 0.05. Pocita se tedy s tim, ze
zhruba jednou ve dvaceti ptipadech vyjde signifikantné vysledek, ktery
by ve skutecnosti signifikantni byt nemél.

Generéatory nahodnych ¢isel byvaji podrobné testovany. Pouzita ¢ast ge-
neratoru byla v literatute, jak jiz bylo vySe zminéno, mnohokrat pouzita.
Pokud jde o druhy argument, je dobré pfipomenout, ze se dosazené p-hodnoty
bliz{ hladiné 0.01.

Ziskany signifikantni vysledek je nejspis vysledkem toho, Ze jsme si hy-
potézu vytvorili teprve na zakladé ziskanych dat. To je principem ¢innosti
nazyvané ,data mining“. Ta vede k vytvareni hypotéz o modelu, kterym se
data Fidi. Statistické ovéfeni modelu se vSak musi provadét na zcela novych
datech. Pofizovani dat byva v experimentalnich véddach nadkladné a casové
narocné. Z tohoto duvodu se nékdy obé faze rozboru, tedy jak ,data mi-
ning®, tak i statistické ovérovéani, provadéji na témz souboru dat. Tim se
snadno mohou prokéazat zakonitosti, které vubec neexistuji. To jsme na vyse
uvedeném umélém prikladé predvedli.



3. Upresnéni modelu pomoci dodate¢né informace

Van Belle (2002) uvadi ndsledujici statisticky piiklad. Predstavme si, jak
Galileo zkouma vztah ¢asu a délky volného padu. Z urcité vysky h na vézi
v Pise pousti tézkou délovou kouli a zjistuje dobu ¢, po kterou koule pada
k zemi. Vysledky jsou uvedeny v tabulce 2.

h t h t h t h t

10 1.8 (20 22|35 27|45 28
10 1.2 (25 22|35 30|50 26
15 16|25 22|40 27|50 3.0
15 17130 27|40 25|55 3.3
20 22|30 22|45 29|55 3.7

Tab. 2. Vyska h v metrech a doba padu t v sekundéch.

Analyzujme nejprve zdvislost h na ¢ béznymi regresnimi metodami, aniz
bychom brali v Givahu znalost vzorcu pro volny pad nebo nékteré dalsi infor-
mace.
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Obr. 5. Galileova data (vlevo) a linedrni a kvadratickd regrese (vpravo).

Pokud prolozime regresni piimku, dostaneme

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -21.734 6.040 -3.598 0.00206 *x*
t  22.046 2.387 9.235 2.99e-08 *x*x
Residual standard error: 6.32 on 18 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.8257, Adjusted R-squared: 0.8161
F-statistic: 85.29 on 1 and 18 DF, p-value: 2.995e-08

Vysledkem je rovnice regresni piimky s = —21.734 + 22.046t, ktera je
znézornéna na obrazku 5 vpravo. Oba parametry regresni piimky jsou signi-
fikantni.

10



Provedeme Durbinuv-Watsonuv test a dostaneme

lag Autocorrelation D-W Statistic p-value
1 0.304 1.271  0.046
Alternative hypothesis: rho != 0

Vysledek je signifikantni, coz signalizuje poruseni predpokladii regresni ana-
lyzy. Prolozime kvadratickou regresni funkci a dostaneme

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) -21.967 18.596 -1.181 0.254
t 22.251 15.558 1.430 0.171
I(t"2) -0.042 3.165 -0.013 0.990

Residual standard error: 6.503 on 17 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.8257, Adjusted R-squared: 0.8052
F-statistic: 40.28 on 2 and 17 DF, p-value: 3.551e-07

Ziskali jsme kvadratickou regresi s = —21.9668 + 22.2505¢ — 0.0421t2. Jeji
graf je zndzornén na obrazku 5 vpravo a prakticky se piekryva s grafem
regresni piimky. To je ziejmé i z porovnani parametru. Je prekvapujici, ze
zéddny z parametru kvadratické regresni funkce neni signifikantni. Pro kont-
rolu provedeme opét Durbinuv-Watsonuv test s vysledkem

lag Autocorrelation D-W Statistic p-value
1 0.3043 1.272 0.026
Alternative hypothesis: rho != 0

Test vysel signifikantné, coz se rovnéz dalo ¢ekat vzhledem k tomu, ze diky
shodé regresni pfimky a regresni kvadratické funkce jsou rezidua v obou
pripadech prakticky stejna.

Nyni vezmeme v tvahu, ze za nulovy ¢as musi byt draha volného padu
také rovna nule. Proto znazornime Galileova data i se zduraznénym bodem
(0,0), kterym musi kazd4 regresni funkce prochézet (viz obrazek 5 vpravo a
obrazek 6 vlevo). Nejdiiv zase prolozime piimku a mame

Estimate Std. Error t value Pr(>lt|)
t 13.695 0.713 19.21 6.6e-14 **x*

Residual standard error: 8.065 on 19 degrees of freedom

Multiple R-Squared: 0.9511, Adjusted R-squared: 0.9485
F-statistic: 369.2 on 1 and 19 DF, p-value: 6.594e-14
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Rovnice této regresni ptimky je s = 13.6949¢. Pak prolozime regresni kvadra-
tickou funkci bez absolutniho ¢lenu

Estimate Std. Error t value Pr(>lt|)
t 4.204 2.972 1.414 0.174
I(t~2) 3.482 1.069 3.256 0.004 *x*

Ta mé tedy rovnici s = 4.204t 4 3.482t2. Koeficient u linedrniho élenu neni
signifikantni. Kromé toho dnes jiz vime, ze plati
s = g t2,
2
kde g = 9.81 m/sec? je zemské zrychleni. Oba diivody vedou k proloZen{
kvadratické regrese bez absolutniho i bez linearniho ¢lenu. Tim ziskame

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
I(t~2) 4.966 0.215 23.15 2.19e-15 *xx

Residual standard error: 6.745 on 19 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.9658, Adjusted R-squared: 0.964
F-statistic: 536.1 on 1 and 19 DF, p-value: 2.191e-15

Tim jsme dostali rovnici s = 4.9656t2. Tu miizeme porovnat s teoretickou
zévislosti, kterd zni s = 4.905t2. Viechny tii posledni regresni funkce jsou uve-
deny na obrazku 6 vpravo. Interval spolehlivosti s koeficientem spolehlivosti
0.95 pro koeficient u kvadratického ¢lenu je [4.516692; 5.414459]. To znamena,
ze interval spolehlivosti pro g je [9.033; 10.829].

— primka
--- parabola £
0o -+ par. bez lin. clenu oo;t"

7

20 30 40
1 1 1
o o
o
o o
20 30 40
1 1 1

10
1
o
o
10
1

Obr. 6. Galileova data (vlevo) a regrese prochdzejici po¢dtkem (vpravo).
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Ve skutecnosti viak lze ocekavat, ze draha s byla stanovena piesné, zatim-
co cas t byl stanoven s chybou. Proto by byla na misté zavislost

t=\/2V5.
Pokud prolozime tuto regresni funkci, dostaneme

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
sq 0.441755 0.009832 44 .93 <2e-16 ***

Residual standard error: 0.2507 on 19 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.9907, Adjusted R-squared: 0.9902
F-statistic: 2019 on 1 and 19 DF, p-value: < 2.2e-16

Regresni funkce je znazornéna na obrazku 7. Interval spolehlivosti pro
koeficient pii /s je [0.4211758,0.4623348]. Skuteénd hodnota tohoto koefici-
entu je \/% = 0.4515236. Z toho, ze zndme interval spolehlivosti pro \/7,
dostaneme, ze interval spolehlivosti pro g je [9.357; 11.275].

Obr. 7. Regrese casu na vzdalenosti.

Podékovani: Piispévek vznikl za pomoci grantu MSM 0021620839.
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PRIJIMACI ZKOUSKY NA MFF UK
7 MATEMATIKY V ROCE 2007

ENTRY EXAMS FROM MATHEMATICS
AT MFF UK IN 2007

Jiri Andél, Jaromir Antoch
Adresa: MFF UK, KPMS, Praha

E-mail: {jiri.andel, jaromir.antoch}@mff.cuni.cz

Abstract This contribution analyze the results of entry exams from mathematics
at the faculty of mathematics and physics of the Charles University of Prague.

1. Zadani

Pii prijimacich zkouskdch z matematiky na MFF dne 11. ¢ervna 2007 byla ucha-
zecum zadédna pisemnd prace s nasledujicimi tlohami. Jejich feseni uvddime v od-
stavci 3.

1. Urcete vSechny hodnoty redlného parametru p, pro ktery ma soustava rovnic
7x+3y:p2 a br+2y=20

feSeni z > 0, y > 0. (10 bodu)
2. V oboru redlnych ¢&isel R feste rovnici

9 sinx + sin 2z 3 sinx
cos x + cos 2z cosx’

(10 bodu)
3. Urcete prvni ¢len a kvocient geometrické posloupnosti, je-li soucet prvnich
t¥i ¢lenu roven 62 a soucet dekadickych logaritmu téchto tif ¢lenu je roven 3.
(15 bodu)
4. Napiste rovnice tecen paraboly

(y—3)* = 16(z +3),
které prochazeji bodem [—3, —1]. (15 bodu)

Upozornéni: U kazdé ulohy je nutno uvést cely postup feseni, nestaci napsat pouze
vysledky'. Uvedeny pocet bodt je maximélni pocet, ktery muzete za danou tlohu
ziskat.

1Poznamenejme, e tento pozadavek silné omezuje moznost pouziti programu Mathe-
matica, které je diskutovano v odstavci 4.
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2. Hodnoceni vysledki

Celkem bylo odevzdano 658 pisemek. Pro stru¢nost budeme prvni dlohu
oznacovat jako ex1, druhou ex2 atd.

2.1. Hodnoceni jednotlivych tloh

Cetnostni histogramy a krabicové grafy vysledki jednotlivych tloh jsou na
obrazku 1. Vysledek muze ¢tenéaii piipadat ponékud zvlastni, zvlasté pak
ve srovnani s obrazkem 2, letitd zkuSenost prvniho z autoru vsak iik&, ze
s podobnymi vysledky se setkal prakticky kazdorocné.

ex1 ex 2

300 300
200 200
100 100
0 0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

pocet bodu pocet bodu
ex3 ex4

300 300
200 200
100 100
0 0

5 10 15 5 10 15

pocet bodu pocet bodu
15F 4?* ]
|
10 I~ f \ |
5 E i
|
ot - — ]
exl ex2 ex3 ex4

Obr. 1. Cetnostni histogramy a krabicové grafy tloh ex1 - ex4.

exl ex2 ex3 ex4
Min. : 0.00 Min. : 0.00 Min. : 0.00 Min. : 0.00
1st Qu.: 5.00 1st Qu.: 1.00 1st Qu.: 3.00 1st Qu.: 1.00
Median : 8.00 Median : 3.00 Median :11.00 Median : 4.00
Mean 6.99 Mean : 3.52 Mean : 9.32 Mean : 4.81
3rd Qu.:10.00 3rd Qu.: 6.00 3rd Qu.:15.00 3rd Qu.: 7.00
Max. :10.00 Max. :10.00 Max. :15.00 Max. :15.00
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uloha exl ex2 ex3 ex4
prumér 6.99 3.52 932 4381
smér. odchylka | 3.25 2.99 5.87 4.65

Tab. 1. Popisné statistické charakteristiky jednotlivych tloh.

2.2. Hodnoceni celkového vysledku

Celkovy vysledek pfijimaci zkousky z matematiky je dan souc¢tem bodu za
v8echny ¢tyti ulohy. Popisné statistické charakteristiky tohoto souctu jsou

Min. 1st Qu. Median Mean St. dev. 3rd Qu. Max .
0.00 15.00 25.00 24.64 12.34 34.75 50.00

100

g
|

80

60

40

celkovy pocet bodu
N
(6]

o
b

10 20 30 40 50
celkovy pocet bodu

Obr. 2. Cetnostni histogram a krabicovy graf
celkového vysledku z matematiky.

Prameéry a smérodatné odchylky vysledku uvddéné s presnosti na jedno
desetinné misto v jednotlivych posluchdrnach jsou uvedeny v tabulce 2. Kra-
bicovy graf celkového vysledku v zdvislosti na umisténi uchazec¢ta v poslu-
chdrnéch je na obrazku 3. Poslucharny jsou sefazeny podle zajmu studentu
o urc¢ity typ studia, jejich poradi je stejné jak na obrazku 3 tak v tabulce 2.
Zkratky obort uvedené v tabulce 2 jsou vysvétleny v tabulce 3.

sof - + 7;
|
|

40 - |
30 ﬁ Q
20

1
I

| I

woF 4

I

-

[
[
oL L L1 1 L Lo n i

VG6MIP6 CH1 CH2 S4 S1 S3 S5 S8 FOTZOO F1 M1 M2 M4 M5 M6 F2

Obr. 3. Krabicovy graf celkovych vysledku v zavislosti na poslucharnéch.
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posluchdrna | pozvani pfi§li prumér sd | obor
VG6 84 61 26.7 1271 | BM-P
MIP6 33 26 30.0 11.71 | BM-P
Ch1 97 69 279 11.04 | BM-P
Ch2 27 16 28.2 13.14 | BM-P
S4 44 22 25.1 10.84 | BM - K
S1 25 19 279 1081 | BI-P
S3 70 50 19.8 1240 | BI- P
S5 72 55 23.6 1259 | BI-P
S8 31 19 19.1  9.73 | BI-P
FOT 83 63 209 1145 | BI-P
700 72 49 21.2 13.10 | BI-P
F1 90 36 19.1 12.52 | BI - K
M1 110 83 26.8 1237 | BF-P
M2 25 10 25.6 997 | BF - K
M4 27 17 18.6 12.34 | MIU, FMU2
M5 13 7 323 896 | MDU
M6 17 14 21.2 12.24 | FMU
F2 61 42 31.8  8.94 | duplicity
Celkem 981 658 24.6 12.34
Tab. 2. Piehled posluchéren.

Zkratka | Obor

BF bakalafi fyziky

BI bakalafi informatiky

BM bakalafi matematiky

FMU ucitelstvi fyzika — matematika

FMU2 ucitelstvi fyzika — matematika pro 2. stupen ZS

MDU ucitelstvi matematika — deskriptivni geometrie

MIU ucitelstvi matematika — informatika

duplicity | uchazeci, ktefi podali prihlasku na vic programu ¢i oboru

P jen prezené¢ni studium

K jen kombinované studium

Tab. 3. Zkratky studijnich programu a studijnich oboru.
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Pripadnou zavislost vysledku na zatazeni do posluchdren posoudime po-
moci analyzy rozptylu. Vysledkem je tabulka

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
room 17 10242 602 4.2937 2.223e-08 *xx*
Residuals 640 89799 140

z niz vyplyva, ze rozdily mezi poslucharnami jsou vysoce signifikantni. Pfitom

Leveneuv test na shodnost rozptylu dava p-hodnotu 0.31, takze shodnost

rozptyll nezamitdame. Pomoci Tukeyovy metody se zjisti, Ze na obvyklé péti-

procentni hladiné se signifikantné lisi F2 od M4, S8, F1, S3, FOT, ZOO, a ze

se kazd4a z poslucharen MIP6 a Chl signifikatné 1is{ od F1 i od S3.
Korela¢ni matice mezi jednotlivymi tilohami je

exl ex2 ex3 ex4
exl 1.000 0.388 0.433 0.328
ex2 0.388 1.000 0.431 0.310
ex3 0.433 0.431 1.000 0.349
ex4 0.328 0.310 0.349 1.000

Z ni vyplyvé, ze vysledky jednotlivych tloh jsou kladné korelovany, ale tato
korelace neni ptilis velkd. Analyza hlavnich komponent zaloZena na korela¢ni
matici dava tyto vysledky

Importance of components:
Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4

Standard deviation 1.457 0.845 0.782 0.743

Proportion of Variance 0.531 0.178 0.153 0.138

Cumulative Proportion 0.531 0.709 0.862 1.000
Loadings:

Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4
exl 0.510 -0.217 0.732 -0.397
ex2 0.504 -0.368 -0.674 -0.395
ex3 0.530 -0.195 0.825
ex4 0.452 0.883

Prvni hlavni komponenta odpovida sou¢tu bodu za jednotlivé ilohy. Dru-
héa pak odpovidé rozdilu bodu za ¢étvrtou tilohu a prvnich ti{ tloh. Jasnou
interpretaci ma i tieti hlavni komponenta, ktera porovnava pomoci rozdilu
bodu prvni a druhou tlohu.
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Analyza hlavnich komponent aplikovand na kovarianéni matici (tedy na
nestandardizovand data) dava

Importance of components:

Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4
Standard deviation 6.693 4.070 2.869 2.417
Proportion of Variance 0.594 0.220 0.109 0.077
Cumulative Proportion 0.594 0.813 0.923 1.000

Loadings:

Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4
exl -0.287 0.785  -0.547
ex2 -0.254 0.488 0.835

ex3 -0.812 -0.496 -0.304
ex4 -0.441 0.867 -0.231

Zde muzeme prvni hlavni komponentu vyndsobit faktorem —1. Vidime, ze
nejvétsi vahu ma tieti tloha, dalsi nejvétsi vahu ma ¢tvrta uloha.

3. Reseni
1. Jelikoz z = 60 — 2p?,y = 5p? — 140 maji byt kladn4, proto
28 < p? < 30.
Vyhovuji pravé vsechny hodnoty p, pro néz plati
2V7 < |p| < V30, tj. pe (—V30,—v28) U (v28,V30).
2. Rovnici upravime na tvar
2sinz cosz(1 + 2cosz) = 3sinx(cosz + 2cos? x — 1),

odkud sinz = 0 nebo 2cos? z + cosxz — 3 = 0.

1
rElm, l€Z cos:c:< 3 .
—5 mnevyhovuje
x =2km, k €Z,
avsak pro liché [ je coslm = —1, cos 2lm = 1, jmenovatel prvniho zlomku
by se rovnal nule. Rovnici vyhovuji pravé jen hodnoty x = 2km, k celé

¢islo.
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3. Ma platit
al(l +q+ q2) =62 a 3loga; +3logg=3, odkud a;-q=10.

Vylouéenim a; dostaneme pro ¢ rovnici 5¢% — 26g + 5 = 0 s kofeny
5, %, k nim dostaneme a; = 2, a; = 50. Uloha mé pravé dveé feSeni:
{a1 =2, ¢ =5} a {a1 =50, qzé}.

4. Jednou te¢nou je piimka z = —3, rovnici druhé te¢ny hleddme v smérni-
covém tvaru y = k(z+3)— 1. Dosazenim dostaneme pro x kvadratickou
rovnici (k = 0 nevyhovuje)

E?2? +2(3k* — 4k — 8)x + 9k — 24k — 32 = 0.

Jeji diskriminant se rovnd nule pouze pro k = —1, takze druhd tecna
maé rovnici
z+y+4=0.

4. Miuaze studenttim pomoci ,,Mathematica“?

Studenti si ke zkouSce mohli pfinést jakékoliv pomicky, véetné prenosného
pocitace a libovolného programového vybaveni. Ptedpokladejme, ze méli na-
instalovdn program Mathematica a Ze s nim umi alespon trochu zachdazet;
nepredpokladdme nicméné zadnou ,prehnanou znalost“ tohoto programu.
Podivejme se, zda a jak ndm takovyto program muze pomoci prenést se pres
tskali ptijimaciho pisemky.

Piiklad 1. Zde se zdéd byt prirozené pouzit prikaz Solve urceny pro reseni
systému rovnic. Napiseme-li

Solve[{7 x + 3 y == p™2, 5 x + 2 y == 20}, {x, y}]

dostaneme jako vysledek

{o——2(7 —30) .y — 5 ~28)}}
To sice ptiklad 1 plné nefesi, muze nam ale usnadnit hleddni definitivniho
feseni.
Pokud si student uvédomi, ze misto Solve muze pouzit piikaz Reduce, tj.

napsat napiiklad

Reduce [{7x+3y == p~2 && 5x+2y == 20 && x>0 && y>0}, {p,x,y}]
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jako vysledek dostane
( (*\/ﬁ <R(p) < —2VTAS(p) = 0Nz =60 — 2§R(p)2) v

(2xﬁ<%(p)<\/%/\s(p)=0Ax:60—2§R(p)2)> Ay = =(20 —5z)

1
2
odkud jiz hledané feSeni ,,vycist* Ize.

Piiklad 2. Pouzijeme-li opét ,,pfirozeny“ piikaz pro feseni rovnic

Solve[2 (Sin[x] + Sin[2 x])/(Cos[x] + Cos[2 x]) ==
3 Sin[x]/Cos[x], x]

dostaneme obratem Feseni

oo (e (D))

a hlasku

Solve:Inverse functions are being used by Solve, so some
solutions may not be found; use Reduce for complete solution
information. More ...

Zvédavy student jisté napovédu zkusi. Napise-li

Reduce[2 (Sin[x] + Sin[2 x])/(Cos[x] + Cos[2 x]) ==
3 Sin[x]/Cos[x], x]

dostane

c1 €EZN (:r =2mcy Vo =2mc, — 21 tanh ™! (\/5)

V2 = 2rey + 2 tanh ™! (\/5) )

odkud jiz hledané teSeni jisté ,vycist® Ize.

Neni ndm nicméné jasné, kolik studentu si uvédomi, ze ArcCos[-3/2]
sice vrati ArcCos[-3/2], ale Zze na druhé strané N[ArcCos[-3/2]] vrati
3.14159-0.9624241.
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Piiklad 3. Pouzijeme-li opét pfirozeny ptikaz pro feSeni rovnic

Solve[{a + a q + a q"2 == 62,
Log[10, al + Logl[10, a q] + Log[10, a q~2] == 3}, {a, q}]l]

dostaneme jako vysledek

1
{{aﬂz,qas},{aﬁm,qﬁg},

{ 1(2077 155iv/3 181 801  1271iV3 25( 801  1271iV3
a— — | —— — B

50 50

31 8V s0 50

2 2 8 50 50 4
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8 50 50 20 20 2 50 50

50 50

2 2 8 50 50 4

{ 1 (2077 155iv/3 181 801  1271iV3 n 25 ( 801  1271iV3
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)
|
)
% 3 _E_T}
)
|
)
}
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a— — (5=~ o 2R 2 Y
2 2 8 50 50 4

50 50 50
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651 801  1271iV/3 41 31iV/3 1 801  1271iV3
3 + ),qﬂ —4/ - + —

20 20 2 50 50

Tt 50 50

Nalezeni spravného feseni nechame na ¢tenafi.

Priiklad 4. Zde nam Mathematica asi feseni jen tak sama nenabidne. V kaz-
dém pripadé nam vsak muze pomoci alespon zkontrolovat nase ,,ru¢ni“ vypoc-
ty a malovat za néds grafy. Dobfe ndm jiz zndmy piikaz Solve zkontroluje,

zda umime vyfesit rovnici paraboly. Skute¢né, napiseme-li
Solve[(y - 3)°2 == 16(x + 3), y]

dostaneme jako vysledek

{y—3-4vaz+3},{y—4vVz+3+3}}



Nyni jiz nezbyva nic jiného, nez si pfedchozi feseni namalovat a vzit rozum
do hrsti. Zatimco tetna x = —3 nés asi napadne ihned, k nalezeni druhé te¢ny
uz preci jenom potiebujeme vice. Nakonec si feSeni namalujeme, naptiklad
pomoci

res = Solvel[(y - 3)72 == 16(x + 3), yl;
res = {res, {y -> -x - 4}};

ol = Plot[Evaluately /. res], {x, -3, 3},
PlotStyle -> {{Thickness[0.01], GrayLevel[0.75]}}];
02 = Graphics[{Thickness[0.01], GrayLevel[0.75],

Line[{{-3, -7}, {-3, 13}}]}];
Show[ol, 02];

Dostaneme tak to, co ocekavame, totiz

10

5. Post scriptum

Pro jistou dobu se jednd o posledni pfijimaci zkousky na MFF UK, nebof
Akademicky sendt MFF UK na ndvrh vedeni fakulty schvilil, ze v roce 2008
se odborné pfijimaci zkousky na bakalafské studium konat nebudou. Blize
viz

http://www.mff.cuni.cz/studium/uchazec/prijriz.htm
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POSUZOVANI BIMODALITY NA ZAKLADE
HISTOGRAMU

JUDGEMENT ON BIMODALITY BASED ON
HISTOGRAM

Sarka Dosla
Adresa: MFF UK, KPMS, Praha

E-mail: dosla@karlin.mff.cuni.cz

Abstract In this paper we try to respond the following question, i.e., Does
two-modal histogram really indicate two modal distribution? The response
is, according to the expectation, negative. We will show the reasons for and
several alternative approaches enabling to decide more reliably on the number
of modes.

Uvod

Normovany histogram je zfejmé nejznaméjsim odhadem hustoty ndhodného
vybéru. Jelikoz je jeho konstrukce velmi jednoducha a intuitivni, patii mezi
oblibené nastroje statistické analyzy dat. Jeho grafické zndzornéni nam poma-
hé ziskat lepsi predstavu o chovani zkoumaného rozdéleni. Avsak vzdy by-
chom méli mit na paméti, ze vlastnosti a tvar histogramu mohou byt in-
terpretovany a preneseny na jeho ,teoreticky protéjsek“ pouze piimérené,
s piihlédnutim k moznym nahodnym odchylkdm.

Bimodalni rozdéleni ve vétsiné pripadu vznika jako smés dvou jednovr-
cholovych rozdéleni. V situaci, kdy pracujeme s daty pochézejicimi ze smési
dvou rozdéleni, muzeme mit tendenci bimodalitu jistym zpusobem oc¢ekavat.
Pokud navic histogram vykazuje dvé maxima, zda se byt nase podezieni po-
tvrzeno.

V nésledujicim textu se podivame na to, jak je to s posuzovanim bimo-
dality rozdéleni na zékladé histogramu. Indikuje-li histogram dva vrcholy,
muze byt pro nds tento jev dostate¢nym ,,dukazem“, Ze je odpovidajici hus-
tota bimodalni? Ziejmé nikoliv. Ukdzeme, pro¢ muze byt takovy postup
velmi zavadéjici. Nakonec popiseme alternativni moznost, kterou lze vyuzit,
chceme-li rozhodnout o poétu vrcholt zkoumaného rozdéleni.
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1. Smeési dvou rozdéleni a jejich bimodalita

Jiz v ivodu jsme pouzili vyraz ,smés“. I kdyz je tento pojem ziejmé vSeobecné
znam, pripomenme pro piesnost, ze smési dvou rozdéleni s hustotami f; a
f2 rozumime rozdéleni s hustotou f, pro kterou plati f = pfi + ¢qf2, kde
p,q € [0,1], p+ g = 1. V takovém piipadé je f smeési slozek (komponent) f;
a fy a parametry p, ¢ jsou vahy téchto slozek.
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Obr. 1. Smési dvou hustot f; a fo normalnich rozdéleni
N(0,1) a N(p, 1) s vdhami p = ¢ = % pro (a) p = 1, (b)
p=2a(c) p=3.

Priklady smési dvou normalnich rozdéleni jsou graficky zndzornény na
obrazku 1. Pro tento jednoduchy piipad smeési N(0,1) a N(u,1) s vadhami
p=q= % muzeme vidét, Ze tvar vysledné hustoty evidentné zdvisi na volbé
parametru p, tj. na vzdédlenosti vrchola slozek. Lezi-li tyto vrcholy velmi
blizko sebe, je hustota smési unimodélni. Postupnym vzdalovanim kompo-
nent, tj. zvétSovanim u, se hustota f pomalu ,zplostuje“, az po piekro¢eni
urcité meze vznikne rozdéleni bimodalni. Toto nase pozorovani lze zobecnit
a jednoduse shrnout, ze smés dvou unimodalnich hustot je bimodalni pouze
v pripadé, ze jsou vrcholy jejich slozek ,,dostatecné vzdaleny. Pfesné zfor-
mulované podminky pro unimodalitu je mozné nalézt napt. v [3] ¢i [4].

Jak tedy v praxi rozhodnout o po¢tu vrcholu rozdéleni daného ndhodného
vybéru? Predpokladejme, ze vime, Ze nase data pochézeji z néjaké smési dvou
rozdéleni. V situaci, ze zndme vahy a parametry jejich slozek nebo jejich od-
hady, muzeme o unimodalité, resp. bimodalité, rozhodnout na zdkladé cito-
vanych teoretickych kritérii. Bohuzel, vétsinou v8ak mame k dispozici pouze
data a parametry komponent nejsme schopni odhadnout. Zminénd kritéria
pak nelze aplikovat, a tak pfichazi na fadu histogram. ..

2. Histogramy a posuzovani jejich bimodality

Je vSeobecné znamo, ze tvar histogramu zavisi na parametrech, z nichz nékte-
ré sami, Casto spiSe subjektivné, volime. Pocet tiid ¢i jejich sitka ovliviiuji
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hladkost a vyskyt piipadnych vrcholu. Kromé toho, ¢im vice pozorovani
mame k dispozici, tim je histogram , hladsi a presnéjsi“.

Védomi si vSech téchto skutecnosti, vykreslime histogram naseho vybéru.
Odhlédnéme nyni od moznosti ménit pocet jeho tiid a predpoklidejme, ze
jsme pouzili optimélni volbu dle nékterého ze zndmych kritérii (napt. Sturge-
sova). Na zéklade vytvoreného histogramu se snazime ziskat predstavu o tvaru
skuteéného rozdéleni nasich dat: Mohlo by se jednat o normalni ¢i jiné uni-
modalni rozdéleni? Nebo bude naopak hustota spise dvouvrcholova?
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Obr. 2. Histogramy nahodnych vybéra simulovanych
z rozdéleni N(0, 1) o rozsahu 100 pozorovani s nastavenim
(a) set.seed(89) a (b) set.seed(59).

Na chvilku jesté pockejme se svym rozhodnutim a podivejme se na nésle-
dujici moznou situaci. Na obrdzku 2(a) je zndzornén histogram vybéru simu-
lovaného z normélniho rozdéleni N(0,1) o rozsahu 100 pozorovéni®. Tento
histogram m4 dvé lokalni maxima, tj. dva vrcholy. Vyvodili bychom z tohoto
jevu, ze zkoumany vybér pochézi z bimodélniho rozdéleni? Ci bychom jej
spise pripsali jakési ,nepresnosti“ odhadu? Nebo bychom se soudit neodva-
zili?

Odpovéd asi neni jednoznaén. V tomto konkrétnim piikladé jsme védel,
ze jde o vybér generovany z norméalniho rozdéleni, a proto bychom se zifejmé
zdrzeli undhlenych soudt. Co ale v ptipadé nasich redlnych dat? Problé-
mem je, ze v situaci, kdy vime, ze data pochézeji ze smési dvou jednovrcho-
lovych rozdéleni, bimodalitu jaksi ocekdvame. A tak se na zédkladé dvouvrcho-
lového histogramu muzeme snadno nechat presvédéit o tom, ze je zkoumané
rozdéleni bimodélni, a u¢init tak mozna chybny zavér.

Posuzovani tvaru histogramu je evidentné zalezitost subjektivniho razu.
Navic, ne kazdé jeho lokalni maximum vniméme jako ,,potencialni vrchol“

ISimulace provedena v programu R s nastavenim set.seed(89).
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hustoty. Velmi casto jsou ¢etnosti nékolika prostiednich tiid histogramu vy-
razné vyssi nez Cetnosti zbyvajicich t¥id. Pfi zkoumani modality si pak v§ima-
me pouze vrcholu indikovanych v téchto prostiednich tiidach a pripadnd dalsi
lokéln{ maxima pomineme. V piipadé histogramu na obrazku 2(b) budeme
zfejmé brat v ivahu pouze vrcholy, které indikuje na intervalech (—1,—0.5]
a (0,0.5] a lokdlni maximum ve tfidé (—2, —1.5] budeme chdpat spise jako
,nahodnou odchylku“.

Proto se nadédle omezime pouze na studovani nékolika prostifednich t¥id
histogramt a budeme sledovat maxima indikovana pouze zde. Ostatni t¥idy
nebudeme brat pii posuzovani bimodality v tvahu.

3. Pripad rozdéleni s ,,tupym* vrcholem

U nékterych smési nejsou vrcholy jejich slozek vzdaleny natolik, aby byla
vysledna hustota dvouvrcholova. Muze tak nastat piipad, kdy je sice rozdéleni
unimodalni, ale tento jeho jediny vrchol je velmi ,neostry“. Tak je tomu
napiiklad u smési (b) na obrdzku 1, jejiz hustota je na jakémsi okoli svého
vrcholu téméf konstantni. V nésledujicim textu se zamérfime na takova uni-
modalni rozdéleni s ,,tupym* vrcholem a podivame se na odhad pravdépodob-
nosti, s jakou se histogram vybéru z takového rozdéleni jevi jako bimodalni.

Pro ilustraci vezméme nejprve konkrétni smés dvou normélnich rozdéleni
N(0,1) a N(2,1) s vAhami p = ¢ = % (viz obrazek 1(b)) a uvazujme nadhodnou
veli¢inu X s timto rozdélenim. Zaméfme se pouze na interval [0, 2]. Rozdélime-
li jej na Sest stejné velkych podintervala I, ..., Is, je pravdépodobnost, ze X
padne do intervalu I;, pfiblizné stejna pro vSechna i = 1,...,6. Podminéné
pravdépodobnosti P(X € ;| X € [0,2]), i = 1,...,6, jsou postupné 0.1630,
0.1680, 0.1690, 0.1690, 0.1680 a 0.1630. V piipadé, ze se zaméiime na veli¢inu
X pouze na intervalu [0, 2], tj. podminime-li jeji rozdéleni jevem [X e [o, 2]}7
dostaneme tak pfiblizné rovnomérné rozdéleni na [0, 2].

Podobnou tdvahu muzeme snadno aplikovat na rozdéleni s ,tupym* vr-
cholem obecné. Dochazime k nasledujicimu zavéru: Jelikoz jsme se pfi po-
suzovani histogramu omezili pouze na zkouméni nékolika jeho prostiednich
ttid, sta¢i nam divat se na danou hustotu jen na néjakém okoli jejiho vr-
cholu. Rozdéleni, jehoz vrchol je dostatecné ,tupy“, muzeme na tomto in-
tervalu dostatecné dobfe aproximovat rovnomérnym rozdélenim. Okamzité
se tudiz nabizi nésledujici zjednoduseni celého problému: Najdeme-li odhad
pravdépodobnosti, s jakou se histogram vybéru z rovnomeérného rozdéleni
jevi jako bimodalni, budeme jej pak moci pouzit i pro jakékoliv unimodalni
rozdéleni s ,,tupym* vrcholem.
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4. Histogramy vybéra z rovnomérného rozdéleni

Kdy tedy chapeme histogram jako bimodélni? Zcela intuitivné to bude v pti-
padé, ze ma ,pravé dva vrcholy“. Pripomenme, ze v tomto momenté se jiz
divame pouze na nékolik, feknéme N, prostiednich t¥id histogramu a ¢etnosti
ostatnich nechavame stranou. Bimodalni tak bude takovy histogram, ktery
ma mezi témito N t¥idami pravé dveé ,maxima“, tj. splnuje podminku:

Oznac¢me zvolenych N prostiednich tiid histogramu jako 1,2,..., N a je-
jich odpovidajici ¢etnosti ny, ns, ..., ny, kden; > 0 pro véechnai =1,..., N.
Dodefinujme ng = ny41 = 0. Rekneme, ze dany histogram je bimoddind,
jestlize existuji prirozena ¢isla M7, My, M3 takova, ze plati 0 < My < My <
Ms<N+1a

ni_1<n; proi=1,..., M, N, > MM, +1,
ni_1>mn; proi=M +2,..., Mo, My < NMy+1,
ni_1<n; prot=My+2,..., Mg, MMy > NMMs+1,
ni—1>n; prot=Ms+2,...,N+1.

V takovém piipadé budeme i piislusnou posloupnost ¢isel {m}f\il nazyvat
bimodalni. Permutaci ¢isel 1,..., N nazveme bimoddlni permutact, jestlize je
tato posloupnost ¢isel bimodalni.

Pro histogramy vybéru z rovnomeérného rozdéleni muzeme dokézat nésle-
dujici tvrzeni popisujici jejich chovani?: Je-li Xi,...,Xas ndhodny vyjbér
z rovnomérného rozdéleni na intervalu [a,b], a,b € R, a N € N, potom pro
M — oo se pravdépodobnost, s jakou je histogram tohoto ndhodného vijbéru
s N tridami bimoddlng, blizi k pravdépodobnosti, Ze je ndhodnd permutace
éisel 1,..., N bimodalni.

V tabulce 1 jsou uvedeny cetnosti bimodélnich permutaci ¢isel 1,..., N
pro N =4,...,8. Vyceteme z ni naptiklad, ze mezi permutacemi ¢isel 1,...,6
je priblizné 57.8 % bimodélnich. Podle vyse uvedeného tvrzeni muzeme hod-
notu 0.578 brat jako odhad pravdépodobnosti, s jakou histogram ndhodného
vybéru pochézejictho z rovnomérného rozdéleni R[0, 1] s Sesti tfidami vykazuje
dva vrcholy. Jestlize tedy obecné bereme pii posuzovani modality v tvahu
jen prostiednich Sest tiid histogramu, lze hodnotu 0.578 brat i jako odhad
pravdépodobnosti, s jakou se nam histogram vybéru z rozdéleni s ,,tupym*“
vrcholem jevi jako bimodalni.

2Ditkaz uvedeného tvrzenf viz [1].
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Cetnosti bimodélnich permutaci
N 4 5 6 7 8
pocet véech permutaci 24 120 720 5040 40320
pocet bimodalnich permutaci | 16 88 416 1824 7680
podil bimodalnich permutaci | 0.6 0.73 0.57 0.362 0.191

Tab. 1. Po¢ty bimodalnich permutaci ¢isel 1,..., N, N =4,...,8.

Jak tedy muzeme vidét, tato pravdépodobnost rozhodné neni zanedbatel-
na. Proto posuzovani bimodality rozdéleni na zakladé histogramu neni ani
v nejmensim vhodné a mohlo by velmi ¢asto vést k nespravnym a zavadéjicim
Zaverum.

5. Kdyz ne histogram, tak co tedy?

Co tedy pouzit v situaci, kdy potfebujeme zjistit, zda nase data pochézeji
z rozdéleni s jednim ¢i vice vrcholy? Histogram zjevné neni dobry néstroj.
Nastésti existuji jiné mozné postupy.

V programu R je implementovén dip test (viz [2]), pomoci kterého muzeme
testovat, zda dany ndhodny vybér pochazi z unimodalniho rozdéleni. Testo-
vou statistikou je tzv. dip, ktery je jakousi mirou vzdalenosti empirické dis-
tribuéni funkce daného vybéru a tiidy vSech unimodélnich distribuénich funk-
ci. Funkce dip z knihovny diptest spocitd pro nase data dip statistiku a po-
rovnanim jeji hodnoty s piislusnym empirickym kvantilem (tabulka gDiptab
z téze knihovny) pak muzeme uéinit zdvér, zda na zvolené testovaci hladiné
zamitame nulovou hypotézu unimodality ¢i nikoliv.

P1i konstrukei testu je nutné zvolit konkrétni unimodalni rozdéleni za nu-
lové hypotézy. Ziejmé v8ak neexistuje takové, pro néz by byla dip statistika
stochasticky vétsi nez pro vsechna ostatni unimodalni rozdéleni. Proto se voli
za nulové hypotézy rovnomeérné rozdéleni. Tato volba je velmi jednoduch4,
ale vede k testu, ktery je asymptoticky konzervativni (viz [2]). Pro ilustra-
ci jsou v tabulce 2 uvedeny relativni Getnosti vybéru generovanych z rov-
nomérného a normalniho rozdéleni, pro néz byla hypotéza unimodality dip
testem na hladiné 0.05 zamitnuta. Pro vybéry z normélniho rozdéleni se zd4a
byt chyba prvniho druhu znatelné mensi nez 0.05 a pro rostouci rozsah se
dokonce blizi k 0. Tato skute¢nost potvrzuje asymptotické vlastnosti ukédzané
v [2] a zminénou konzervativnost testu.
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rozsah vybéru
rozdéleni 50 100 1000 5000 ‘
rovnomeérné R[0, 1] | 0.04995 0.04867 0.04834 0.04946
normdlni N(0,1) | 0.00292 0.00109 0.00004 0 ‘

Tab. 2. Relativni ¢etnost vybért, pro néz byla hypotéza unimoda-
lity dip testem na hladiné 0.05 zamitnuta: V prvnim fadku jsou
vysledky dip testu pro 100 000 ndhodnych vybéru simulovanych
z rovnomérného rozdéleni, druhy fddek odpovidd vybérum ge-
nerovanym z normélnfho rozdéleni N(0,1). Pocdteéni nastaveni

set.seed(1023). )
Mohlo by nés zajimat, jak dip test posoudi rozdéleni vybéri, jejichz histo-

gramy z obrazku 2 jsme diskutovali v predchozich odstavcich. PFipomenme,
ze jde o data simulovand z normadlniho rozdéleni N(0,1) o rozsahu 100 pozo-
rovani a jejich histogramy vykazovaly vice nez jeden vrchol.

V prvnim pfipadé jsme simulace provedli s nastavenim set.seed(89) a
histogram indikoval dvé maxima. Dip statistika spoctend pro tento vybér
vychézi 0.0408. Jelikoz kritickd hodnota na hladiné vyznamnosti 0.05 pro
rozsah vybéru 100 je 0.0511, dip test hypotézu unimodality nezamita. Na ob-
razku 3(a) je vykreslen histogram a neparametricky odhad hustoty obdrzeny
funkef density. Déle je zndzornén odhad (Z,Zy) intervalu, ve kterém by
se meél nachdzet vrchol rozdéleni. Pro druhy vybér, generovany z N(0, 1)
s nastavenim set.seed(59), vychazi dip roven 0.0256, takze stejné jako
v predchozim pripadé hypotézu unimodality na hladiné 0.05 nezamitame.
Grafické zndzornéni viz obrézek 3(b). V obou piipadech ndm tedy dip test
d4v4 na nadi otdzku o unimodalité rozdéleni ,,spravnou odpovéd“.
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Obr. 3. Histogram, odhad hustoty (funkce density) a
modalniho intervalu rozdéleni ndhodného vybéru o rozsahu
100 pozorovéani simulovaného z N(0, 1) v programu R s na-
stavenim (a) set.seed(89) a (b) set.seed(59).
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Pii zkouméani histogramu jsme se zabyvali piedevsim smésmi dvou uni-
modalnich rozdéleni. Podivejme se proto nyni na to, jak dip test funguje
v takovych ptipadech.

K tomuto tucelu jsme v programu R simulovali ndhodné vybéry ze smési
dvou normélnich rozdéleni N(0,1) a N(u, 1) s vdhami p = ¢ = 3 s riznymi
rozsahy a volbami parametru p a sledovali jsme, jaké vysledky dava dip test.
Neni obtizné ukazat (viz [4]), ze smés dvou normdlnich rozdéleni N(0,1) a
N(p,1) s véhamip = ¢ =  je unimodaln{ pro [p| < 2 a bimodélni pro |u| > 2.
Tudiz bychom ziejmé pro pu > 2 ocekavali zamitnuti nulové hypotézy unimo-
dality. V tabulce 3 jsou uvedeny vysledky dip testu pro 100 000 generovanych
vybéru s rozsahy M = 100,1000 a 5000 pro volby p = 2,2.5,2.8,3,3.5 a
inicidlni nastaveni set.seed(1023) v programu R. Vidime, ze pfi rostoucim
rozsahu vybéru roste i sila testu. Ale napiiklad pro g = 2.5 a pro rozsah
5000 pozorovéni jsme stale u 70 % vybéru hypotézu unimodality nezamitli,
prestoze se jednalo o data z bimodalniho rozdéleni.

P1i pouziti dip testu se tak dostdavame do opacného problému nez tomu
bylo u histogramu. Na zdkladé nich jsme mohli s nezanedbatelnou pravdépo-
dobnosti povazovat unimodalni rozdéleni za bimodalni. Naopak, pomoci dip
testu bychom mohli bimodalni rozdéleni mylné oznacit jako unimodalni. Roz-
hodné je vsak vhodnéjsi pii posuzovani bimodality pouzit formalni dip test
nez délat nepodlozené zaveéry na zdkladé histogramu indikujictho dva mozné
vrcholy.

rozsah vybéru M

I 100 1000 5000
2.0 | 0.00458 0.00061 0.00008
2.5 | 0.02092 0.04888 0.30210
2.8 | 0.05634 0.42790 0.99584
3.0 | 0.06856 0.82634 1
3.5 | 0.38187 0.99998 1

Tab. 3. Vysledky dip testu pro 100 000 ndhodnych vybéru si-
mulovanych ze smési dvou normdlnich rozdéleni N(0,1) a N(g, 1)
s vahami p = ¢ = % pro ruzné hodnoty p a rizné rozsahy vybéru
M. V tabulce jsou uvedeny relativni ¢etnosti vybéru, pro néz byla
hypotéza unimodality zamitnuta. Pro u = 2 je dania smeés uni-
modalni a pro g > 2 je smés bimodalni. Vzdy inicidlni nastaveni
set.seed(1023) v programu R.
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6. Realny priklad — ,,zivy“ histogram

Na zacatku naseho textu, v ¢asti 2., jsme diskutovali o subjektivnim pos-
toji pfi posuzovani histogramu. Uk&azali jsme, ze dany dvouvrcholovy histo-
gram na nas ve dvou ruznych situacich muze pusobit zcela jinym dojmem.
V prvnim ptipadé jsme vétsi pocet vrcholi automaticky pripsali nepfesnosti
odhadu, jelikoz jsme védeéli, ze data pochazeji z normélniho rozdéleni. Nao-
pak ve druhém ptipadé jsme méli data pochéazejici ze smési dvou rozdéleni, a
tak jsme dva vrcholy mozna i trochu ocekavali a nechali se proto presvédéit
o bimodalité odpovidajici hustoty. Ptikladem takového jednéni, kdy byl tvar
histogramu shledan jako dostatetny dukaz bimodality, je nasledujici situace
pochdzejici ze clanku [5].

Béhem jedné prednasky ze statistiky seradil vyucujici své studenty na
gkolnim hfisti do skupin dle jejich vysky a zkonstruoval tak jakysi ,zivy®
histogram. Jeho tvar pusobil ,bimodalné* (viz obrazek 4(a)), a tak bylo
zabavnou formou studentim ilustrovano, ze rozdéleni lidské vysky, jakozto
smés dvou unimodalnich rozdéleni, ma dva vrcholy. Bezpochyby se jednalo
o velmi zdatny didakticky poc¢in. Avsak problém je v tom, Ze takové tvrzeni
neni pravdivé.

Autofi ¢ldnku [5] se podivali na rozdéleni vysky studentu vice teoretic-
ky. Na zakladé dat pochazejicich z Setfeni statniho zdravotniho centra USA
odhadli parametry rozdéleni vysky muzu a vysky zen v odpovidajicim véku.
Aplikaci teoretickych kritérii potom zjistili, ze vysledné spoletné rozdéleni
vysky by meélo byt unimodélni, viz obrazek 4(b), a nikoliv bimodalni!
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Obr. 4. (a) Struktura ,,zivého* histogramu studenti: Znézornéné
tecky odpovidaji jednotlivym studenttim, divky a chlapci jsou ba-
revné odlieni. (b) Hustota rozdéleni vysky studentu spoétend na
zékladé odhadnutych parametru.
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Zaver z celého experimentu je tedy spise rozpacity. Misto toho, aby vyucu-
jici studentum ukézal piiklad bimodalniho rozdéleni, dopustil se chyby a
sdélil jim nepravdivou informaci. Navic svym zdkum (nechténé) piimo de-
monstroval nekorektni postup, ktery ho dovedl k nespravnym zavérum. A tak
muzeme jen doufat, ze zadny ze zminénych studentu nepouzije podobnou ne-
podlozenou tvahu pfi néjaké skutecné dulezité analyze dat.

7. Zavér

Zavérem lze shrnout, ze posuzovani bimodality ¢i unimodality dané hustoty
pouze na zakladé tvaru histogramu muze ¢asto vést k nespravnym zaveérum.
V situaci, kdy nas skute¢né zajima pocet vrcholu zkoumaného rozdéleni, je
vhodnéjsi pouzit jiné postupy. Rozhodné bychom se neméli nechat ovlivnit
nasimi o¢ekavanimi a dat se strhnout k unédhlenym a nepodlozenym soudum,
tak jako tomu bylo v uvedeném piikladé vyucujiciho a vysky jeho studentu.

Podékovani: Pifspévek vznikl za pomoci grantu MSM 0021620839.
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MIKULASSKY STATISTICKY DEN 2007

Marek Maly
Adresa: SZIj, Praha

E-mail: maly@szu.cz

Rok 2007 zakonéila Ceské statistickd spoleénost 6. prosince prednaskovym
semindfem v prijemném prostiedi Balbinovy poetické hospudky na Vino-
hradech v Praze. Asi 25 posluchag¢u vyslechlo v prubéhu pétihodinového pro-
gramu Mikuldsského statistického dne osm prednasek, které se dotkly ruznych
aspektu statistické teorie 1 praxe. Mezi prednésejici se zamichal i hodny ¢ert,
ktery podélil malymi darky vSechny posluchace, Mikulds osobné k nam tieba
zavita priste.

P. Praks a P. Zajac pfipravili predndsku o posuzovani spolehlivosti soft-
waru (PageRank ve statistice). D. Hlubinka se zabyval dotaznikovymi néstro-
ji, které jsou nedilnou soucasti prace kazdého statistika pohybujiciho se v apli-
kacich (O kvalité vypliovdind dotazniki v rovnikové Africe), P. Popela se
zabyval dulezitymi otdzkami posuzovani na$i prace a hodnocenim ¢innosti
vysokych kol (Jak vdZime védu). Po poledni prestdvce ukdzal J. Bélacek
konkrétn{ aplikace statistiky v prostiedi lékaiské fakulty (Jak jsem doloval
v datech aneb O dplné normdlnich regresnich primkdch), J. Andél ve velmi
zajimavé prednasce ilustroval na dvou ptikladech konstrukci regresnich mo-
delt jednak z pohledu mozného vlivu grafického znazornéni, jednak z po-
hledu vyuziti dodateéné informace (Volba regresniho modelu a o chybdch,
které se pritom délaji), G. Dohnal ndm vysvétlil, pro¢ se v zivoté tolik
nacekdme (Frontové paradoxy), Z. Fabidn ve vesele ladéném piispévku po-
hovofil o vazném tématu (Inferenéni funkce a parametrické odhady) a zéveé-
rem J. Klaschka na pozadi praktické aplikace poukézal na tskali v piistupu
lékaiu ke statistice (Co je statisticky nejuyznamnéjsi?).

Diskuse, ktera se rozhodné netykala jen seminafe, nybrz i mnoha dalsich
zajimavych témat statistické komunity, se po seminafi pfesunula do ptilehlé
kavarny. V prubéhu statistického dne méli icastnici vyjimeénou moznost se-
tkat se vemi péti dosavadnimi predsedy Ceské statistické spolecnosti v jeji
sedmnéctileté historii, tedy prof. Andélem, prof. Cermékem, ing. Rothem,
prof. Antochem a doc. Dohnalem. Nékteré z prednasek autofi pripravili pro
publikaci v Informaénim bulletinu, takze i ti, jimz pfedvanoéni shon neumoz-
nil chvilku zastaveni se statistikou, budou mit moznost se s probiranymi
tématy sezndamit a tfeba je to podniti k 1icasti na nékteré z dalsich akci.
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STUDENTSKA KONFERENCE A CTVBTE
SETKANI NARODNICH STATISTICKYCH
SPOLECNOSTI V PRAZE

Gejza Dohnal

E-mail: gejza.dohnal®@fs.cvut.cz

Pocétkem z&r{ (4. - 6.9. 2008) probéhne v Praze dalsi, v potrad{ jiz étvrté setkdni
zastupcu narodnich statistickych spoleénosti. V poslednim ¢isle IB minulého roku
jsme Vas informovali o 3. setkdni, které se uskute¢nilo na podzim 2007 ve Slovinské
Ljubljani. Letosni stekani bude spojeno s mezinaroidni studentskou konferenci o
matematické statistice a pravdépodobnosti, na niz predpokldadame tucast studentt
ze viech zicastnénych zemi, tj. z Ceska, Mad'arska, Slovenska, Slovinska, Rakouska
a Rumunska (skupina V6). Konference bude mit dvé sekce, jednu pro studenty
magisterského studia a druhou pro doktorandy. Ukast studentt na této konferenci
bude finanéné podpofena jejich narodnimi statistickymi spole¢nostmi. Pro fadu
studentu by to mohla byt jejich prvni piilezitost vystoupit pifed mezindrodnim
férem. Studenti obou typt studia (magisterského i postgradudlniho) mohou jiz ted
posilat své piihlasky na adresu tajemnika Ceské statistické spole¢nosti. Piihlaska
by méla obsahovat kromé jména studenta a kontaktu i nazev piispévku, kratkou
anotaci, nazev §koly, obor, ro¢nik a ptipadné doporuéeni vedouciho diplomové prace
¢i skolitele. Prijaté prispévky budou publikovany v nékterém z periodik, vydavanych
statistickymi spole¢nostmi skupiny V6.

KONFERENCE ISBIS 2008

Mezindrodn{ spolecnost pro obchodni a priumyslovou statistiku (ISBIS) poradéd
kazdé dva roky mezindrodni symposium, na némz vystupuji predni svétovi experti
v uvedenych oblastech. Po Severnim Qeenslandu, Limé a Azorech se bude toto
setkani konat letos v Cervenci v Praze. Symposium probéhne ve dnech 1.—4.7.2008
v hotelu Andél na Smichové v Praze 5. Hlavnimi pofadateli jsou American Statisti-
cal Association, Section on Physical and Engineering Sciences a American Society
for Quality, spolupofadajicimi organizacemi jsou International Statistical Institute,
European Network of Business and Industry Statistics a v neposledni fadé i Ceska
statisticks spoleénost a Centrum pro jakost a spolehlivost vyroby CQR. Clenové
v8ech zucCastnénych organizaci, tedy i nasi spole¢nosti, maji slevu na vlozném.
Hlavni sekce budou vénovany kvantitativni analyze v bankovnictvi, finanénictvi
a pojistovnictvi. Piipravuji se v8ak i sekce tykajici se statistickych metod v Fizen{
jakosti, spolehlivosti a analyzy rizik. Jejich seznam, spolu s dal§imi informacemi a
registracnim formuldfem viz http://www.action-m.com/isbis2008/index.php
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redakce, vybor spole¢nosti a organizatori si Vas dovoluji pozvat
na Liberecké statistické dny Primyslovd statistika a chemometrie,
které se uskuteéni ve dnech 10.-11. dubna v Liberci. Zajemci
o podrobné informace necht se obrati na doc. RNDr. Alese Linku,
CSc. (ales.linka@tul.cz).
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