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Vá¾ení kolegové, va¾ené kolegznì,

dovolte nám, abychom Vám po del¹í dobì nabídli del¹í souhrnýèlánek. Vzni-
kal pomìrnì dlouho. Domníváme se nicménì, ¾e doba vìnovaná mu jak ze
strany autorù tak recenzentù jeho kvalitì velmi prospìla. R edakce bulletinu
Èeské statistické spoleènosti by chtìla touto cestou podìkovat pøedev¹ím
panu in¾enýru Josefu Machkovi z katedry pravdìpodobnosti amatematické
statistky MFF UK, bez jeho¾ velice peèlivého a opakovaného ètení rukopisu
by výsledek patrnì nebyl takový jakým nakonec je.

Pøíjemné prázdniny a dovolenou Vám pøeje jak výbor spoleènosti tak re-
dakce bulletinu. Ètení na cestu Vám pøikládáme. Po prázdninách si metodou
prostého náhodného výbìru bez vracení vybereme vzorek, vybrané

"
pøísnì\

pøezkou¹íme, znalosti vyhodnotíme pomocí metod popsanýchv tomto èlánku
a s výsledky Vás seznámíme ve vánoèním èísle bulletinu. Nebonecháme prù-
zkum na autorech? Jsou ostatnì v daném oboru specialisty.
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Pøehled metod odhadu statistické
chyby ve výbìrových ¹etøeních

Martin Andìl, Rostislav Èerný,
Pavel Charamza a Jan Neustadt

1 Úvod

V èlánku se budeme zabývat problematikou velikosti chyby odhadù vznika-
jících v oblasti výzkumù veøejného mínìní. Jak ji¾ naznaèuje název èlánku,
budeme se zabývat chybou statistickou, tj. pomineme diskuse okolo chyb sys-
tematických vznikajících napøíklad odmítáním odpovìdí speci�ckými èástmi
populace apod. Metody odhadu statistické chyby popisovanév èlánku jsou
pochopitelnì pou¾itelné i v jiných praktických situacích, ne¾ jsou vý¹e uve-
dené výzkumy veøejného mínìní. Èlánek vznikl na základì problémù, se kte-
rými se setkávali jeho autoøi pøi hledání správných cest proøe¹ení uvedené
problematiky. Èlánek neobsahuje nové matematické poznatky, je spí¹e inspi-
rován negativními zku¹enostmi, se kterými se autoøi setkali pøi snaze apliko-
vat známé postupy a teorii do praxe. Negativními v tom smyslu, ¾e obtí¾nì
hledali v¹eobecná doporuèení, která by ¹la pou¾ít v praxi velmi èastých si-
tuacích. Proto se v závìru èlánku autoøi pokou¹ejí tato doporuèení stanovit,
i kdy¾ si jsou vìdomi jisté o¹idnosti obecných doporuèení pro praxi, která
mù¾e být mírnì odli¹ná. Rovnì¾ si nekladou nárok na úplné pokrytí pro-
blematiky, proto¾e nìkteré problémy, napøíklad odhady chyb pøi závislých
pozorováních v ¹etøeních jednotlivcù na základì odpovìdí celých domácností
nebo podrobnìj¹í studium vá¾ených odhadù jsou velmi komplikované a teo-
reticky pravdìpodobnì neodvoditelné.

V kapitole 2 jsou uvedeny varianty pro postup v nejjednodu¹¹ích pøípa-
dech, kdy odhadujeme relativní èi absolutní èetnosti výskytu nìjakého jevu
v koneèné nebo aproximativnì nekoneèné populaci. V kapitole 3 problema-
tiku zobecòujeme na porovnání dvou odhadù, a» ji¾ vzájemnì závislých nebo
nezávislých. V kapitole 4 se zabýváme odhadem chyby v pøípadì obecnìj¹ích
odhadù typu prùmìr, úhrn èi pomìr úhrnù. V kapitole 5 potom pø ipomínáme
teorii skupinkových výbìrù a z nich plynoucích odhadù chyb jako mo¾nou mo-
tivaci pro vylep¹ení stávajících postupù. V posledních dvou kapitolách potom
uvádíme postupy pou¾itelné v pøípadech, kdy uspoøádání výbìru, resp. jiná
omezení neumo¾òují pou¾ít postupy pøedchozích kapitol. V závìru pak velmi
struènì shrnujeme, které ze v¹ech uvedených vzorcù pou¾ít vpraktických
situacích.
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Hned v úvodu bychom rádi podìkovali recenzentùm za detailníúsilí, je¾
vìnovali pøeètení tohoto èlánku a za jejich komentáøe a poznámky, které
pomohly k doplnìní, zpøesnìní a opravì pùvodní verze.

2 Relativní a absolutní èetnost v nevá¾eném
vzorku

2.1 Modelování hypergeometrickým rozdìlením

V tomto odstavci budeme pøedpokládat, ¾e chceme zjistit mno¾ství prvkù
s urèitou vlastností v daném základním (koneèném) souboru.Velikost to-
hoto koneèného souboru oznaèímeN a neznámý poèet prvkù s hledanou
vlastností v tomto souboru M . Odhad tohoto neznámého poètu provedeme
na základì prostého náhodného výbìru, jeho¾ rozsah oznaèíme n. Hodnoty
pozorování budeme znaèit jakoX i ; i = 1 ; : : : ; n. Velièiny X i ; i = 1 ; : : : ; n
nabývají hodnot 1, nebo 0, podle toho, zda vybraný prvek má, nebo nemá
hledanou vlastnost. Poèet vybraných prvkù s hledanou vlastností, tj.

P n
i =1 X i

má hypergeometrické rozdìlení s parametryN; M a n, tj.

pk =P[
nX

i =1

X i = k]=

� M
k

�� N � M
n � k

�

� N
n

� ; max (0; M � (N� n)) � k � min(M; n ): (1)

Pro zkrácení zápisu budeme dále oznaèovatX =
P n

i =1 X i .
Pøedpokládáme, ¾e parametry N a n jsou známy. Odhadujeme obvykle

dva neznámé parametry základního souboru:

� relativní èetnost prvkù s danou vlastností, tj. parametr p = M
N ,

� absolutní èetnost prvkù s danou vlastností, tj. parametr M.

Odhad parametru p zalo¾íme na statistice

bp =
X
n

; (2)

odhad absolutní èetnosti na statistice

cM =
N
n

X: (3)
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2.1.1 Vlastnosti odhadù

1. Støední hodnota náhodné velièiny X je dána vzorcem

E X = n
M
N

; (4)

její rozptyl má hodnotou

var X =
N � n
N � 1

n
M
N

�
1 �

M
N

�
: (5)

Z uvedených vlastností vyplývá, ¾e Ebp = M
N a var bp = N � n

N � 1

M
N (1� M

N )
n :

2. Odhad bp je nestranným odhadem parametrup a jeho rozptyl se blí¾í
k nule, kdy¾n se blí¾í kN .

3. Z rovnic (4) a (5) plyne, ¾e odhadcM je nestranným odhadem parametru
M a jeho rozptyl je roven

var cM = N 2 N � n
N � 1

M
N

�
1 � M

N

�

n
:

2.1.2 Konstrukce intervalu spolehlivosti pro parametry p a M

Hledáme interval [p; p] takový, ¾e pokrývá skuteènou hodnotu parametrup
s pravdìpodobností alespoò 1� � , tj. ¾e Pp

�
p � p � p

�
� 1 � � , kde � je

vhodnì zvolené malé èíslo (obvykle 0,05, ménì èasto 0,01). Mù¾eme postu-
povat napøíklad následujícím zpùsobem, který je analogií postupu z [7]:

OznaèmeF (x; p; n) =
P x

k=0 pk a podobnì F (x; p; n) =
P n

k= x pk : Závis-
lost F , resp. F na parametrechp; n je dána prostøednictvímpk .

Stanovíme pro danéx 2 f 1; : : : ; n � 1g dolní hranici intervalu spolehlivosti
pro parametr p jako nejvìt¹í hodnotu p z mno¾inyf 0; 1

N ; 2
N ; : : : ; 1g takovou,

¾e
F (x; p; n) �

�
2

< F (x � 1; p; n);

a horní hranici intervalu spolehlivosti jako nejmen¹í hodnotu p ze stejné mno-
¾iny, pro kterou

F (x; p; n) �
�
2

< F (x + 1 ; p; n):

Interval ( p; p) je potom intervalem spolehlivosti pokrývající skuteènouhod-
notu p s pravdìpodobností alespoò 1� � . Interval spolehlivosti pro parametr
M lze stanovit jako

�
Np; N p

�
: (6)
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V pøípadì, ¾ex = 0, resp. x = n, lze zkonstruovat podobnì intervaly spo-
lehlivosti [0; p) resp. (p; 1], kde pravdìpodobnost pokrytí správné hodnoty je
alespoò 1� �

2 .
Poznamenejme, ¾e pro stanovení hodnotp a p lze vyu¾ít vztahy

p = max f p; F (x; p; n) �
�
2

g; (7)

p = min f p; F (x; p; n) �
�
2

g: (8)

To vyplývá z vlastnosti hypergeometrického rozdìlení, ¾e funkce F je pro
libovolné pevné x nerostoucí funkcí p. Tuto vlastnost mají i dal¹í rozdìlení
popisovaná v tomto èlánku, která se pou¾ívají pro aproximaci intervalu spo-
lehlivosti. Kompletní rozbor tohoto problému lze nalézt napøíklad v [27].

Na grafu 2.1 jsou zobrazeny nìkteré speciální pøípady intervalù spoleh-
livosti na základì popsané metody. Jsou zde uvedeny intervaly spolehlivosti
pro hypotetickou populaci o velikosti N = 10000 jednotek s rùznou velikostí
rozsahu výbìru n. Intervaly spolehlivosti se pochopitelnì zu¾ují s rozsahem
výbìru. Interval s nulovou ¹íøkou (tedy stoprocentnì pøesný odhad) získá-
váme pro n = N . Je dùle¾ité poznamenat, ¾e intervaly spolehlivosti se dále
výraznì nemìní s rostoucí hodnotou N . Platí zde proto aproximace, ¾e pro
dostateènì velkou populaci (staèí i ménì ne¾ 10x vìt¹í ne¾ velikost výbìru)
jsou intervaly spolehlivosti v podstatì identické. Proto s e pou¾ívá v praxi
místo hypergeometrického rozdìlení modelování rozdìlením binomickým, jak
popisuje následující kapitola 2.2.

Na úplný závìr tohoto odstavce poznamenejme, ¾e skuteèné pravdìpo-
dobnosti pokrytí správné hodnoty parametru p jsou vzhledem k diskrétnosti
hypergeometrického rozdìlení vìt¹inou vìt¹í ne¾ hodnota 1� � , tedy ¾e kon-
struované intervaly spolehlivosti jsou konzervativnìj¹í . Tento jev se týká i
aproximací, o kterých budeme mluvit v následujících kapitolách. O proble-
matice skuteèné pravdìpodobnosti v pøípadì normální aproximace potom
hovoøí ilustrace v odstavci 2.5.

2.2 Modelování binomickým rozdìlením

V pøípadì, ¾eN je dostateènì veliké a pøitomn nepøíli¹ veliké ve srovnání
s N , mù¾eme pøedchozí úvahy pøevést snadno pomocí limitního pøechodu
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Graf 2.1: Intervaly spolehlivosti pro rùzné velikosti výbìru a popul ace na základì
hypergeometrického modelu
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N ! 1 na následující vyjádøení:

pk = P[
nX

i =1

X i = k] =
�

n
k

�
pk (1 � p)n � k ; k = 0 ; : : : ; n (9)

E X = np; var X = np(1 � p) (10)

E bp = p; var bp =
p(1 � p)

n
: (11)

Interval spolehlivosti lze potom stanovit stejným postupem jako v pøed-
chozí kapitole s tím, ¾epk ze vztahu (1) nahradíme hodnotou ze vztahu
(9). V pøípadì binomického modelu lze navíc s výhodou pou¾ítpro výpoèet
vztahu

B(k; p; n) = F (k; p; n) = F �
2(n � k ) ;2(k+1)

�
(k + 1) (1 � p)

p(n � k)

�
; (12)

kde F �
m;n (x) je hodnota distribuèní funkce Fisherova{Snedecorova rozdìlení

o m a n stupních volnosti. Uvedený vzorec lze nalézt napøíklad v [2]. V této
knize lze najít dal¹í citace vztahující se k tomuto problému a nìkterá dal¹í
doporuèení. Na základì tohoto vztahu lze odvodit, ¾e

p =
x

x + ( n � x + 1) � F � � 1

2(n � x +1) ;2x (1 � �
2 )

p =
(x + 1) � F � � 1

2(x +1) ;2(n � x ) (1 � �
2 )

n � x + ( x + 1) � F � � 1

2(x +1) ;2(n � x ) (1 � �
2 )

;

kde F � � 1

m;n (
 ) je 100
 % kvantil F rozdìlení o m, n stupních volnosti.
Ilustraci ¹íøky intervalu spolehlivosti na základì binomi cké aproximace

udává graf 2.2.
Na základì laskavého upozornìní jednoho z recenzentù uvádíme je¹tì po-

dobnou aproximaci, která má výhodu v pøesnìj¹ím posouzení hodnot dis-
tribuèní funkce hypergeometrického rozdìlení. Pøi této aproximaci (viz [24],
[27]) je

P[
nX

i =1

X i � x] �
xX

k=0

�
n
k

�
p� k (1 � p� )n � k ; (13)

kde

p� =
M � x

2

N � n � 1
2

: (14)

Interval spolehlivosti lze potom zkonstruovat podle následujícího postupu:
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Graf 2.2: Intervaly spolehlivosti pro binomický model pro rùzné veli kosti výbìru
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1. Naleznìme øe¹eníp� , resp. p� následujících rovnic vzhledem k pro-
mìnné p.

B (x; p; n) =
�
2

; resp. 1� B (x � 1; p; n) =
�
2

: (15)

2. Vypoèítejme M , M z rovnic

M =
x
2

+ p�
�

N �
n � 1

2

�
;

M =
x
2

+ p�

�
N �

n � 1
2

�
:

3. Stanovme hodnotyp = M
N a p = M

N .

Poznamenejme, ¾e pro øe¹ení rovnic (15) lze opìt s výhodou pou¾ít vzorce
(12).

2.3 Modelování Poissonovým rozdìlením

V pøípadì, ¾en je dostateènì veliké (n � 50; n � 0; 1N ) a naopak odhady
parametru p vycházejí malé (bp � 0; 1), lze dále je¹tì aproximovat následujícím
zpùsobem:

pk = P[
nX

i =1

X i = k] �
(np)k

k!
exp(� np); (16)

E X � np; var X � np; (17)

E bp = p; var bp =
p
n

: (18)

Interval spolehlivosti lze potom stanovit stejným postupem jako v pøedcho-
zích kapitolách s tím, ¾epk ze vztahu (1) nahradíme hodnotou ze vztahu (16).
Ilustraci ¹íøky intervalu spolehlivosti na základì aproxi mace Poissonovým roz-
dìlením je mo¾no spatøit na grafu 2.3. Pøi stanovení intervalù spolehlivosti
se potom dá vyu¾ít vztahu

F (k; p; n) = 1 � � 2
2(k+1) (2np) ; (19)

kde � 2
n (x) je hodnota distribuèní funkce rozdìlení � 2 o n stupních volnosti

v bodì x (viz napø. [16]). Je proto

p =
1

2n

�
� 2� � 1

2(x +1)

� �
2

�
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Graf 2.3: Intervaly spolehlivosti pro porovnání binomického modelu a Poissonovy
aproximace
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p =
1

2n

�
� 2� � 1

2(x +1)

�
1 �

�
2

�
;

kde
�
� 2

� � 1
f

(
 ) je 100
 % kvantil � 2 rozdìlení o f stupních volnosti.

2.4 Aproximace normálním rozdìlením

V pøípadì, ¾en je dostateènì velké, lze na základì centrální limitní vìty
pou¾ít dal¹í aproximaci rozdìlení náhodné velièinyX =

P n
i =1 X i . Obvykle

se uva¾uje vhodnost této aproximace v pøípadì, kdynp(1� p) � 10. K tomuto
problému viz té¾ 4.2.1. Díky centrální limitní vìtì platí

P
�

X � E X
p

var X
� x

�
� �( x);

kde � je distribuèní funkce normálního rozdìlení se støední hodnotou 0 a
rozptylem 1. Je tedy vzhledem k odvozeným hodnotám støední hodnoty a
rozptylu odhadu bp

lim
n !1

P

"

jbp � pj � z1� �
2

r
bp(1 � bp)

n

#

= 1 � �; (20)

kde z1� �
2

= � � 1
�
1 � �

2

�
je 100(1� �

2 )% kvantil normálního rozdìlení N (0; 1).
Odtud dostáváme velmi èasto pou¾ívaný pøibli¾ný tvar intervalu spolehlivosti
[p; p], kde

p = bp � z1� �
2

r
bp(1 � bp)

n
;

p = bp + z1� �
2

r
bp(1 � bp)

n
:

(21)

Pøi volbì � = 0 ; 05 je hodnota z1� �
2

pøibli¾nì rovna 1,96, místo toho se
èasto nahrazuje ménì pøesnou hodnotou 2. Vzorec (20) lze zpøesnit pou¾itím
pøesného rozptylubp na základì hypergeometrického rozdìlení. Ve vzorcích

(20), resp. (21) se nahradí výraz
q

bp(1 � bp)
n výrazem

q
bp(1 � bp)

n

q
N � n
N � 1 . Toto

zpøesnìní se nazývá koneènostní zpøesnìní. Dále je potøebapoznamenat, ¾e
nestranným odhadem hodnotyp(1 � p) není hodnota bp(1 � bp), ale hodnota

n
n � 1 bp(1 � bp), je proto správnìj¹í pou¾ít ve vzorcích (21) ve jmenovatelích
hodnotu n � 1. Pøi rozsazích výbìrù, jakých se zpravidla pou¾ívá, je v¹ak
výsledné zpøesnìní bezvýznamné.
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Zajímavou variantu pro odhad intervalu spolehlivosti je mo¾no najít napø.
v [31]. Vzorec vychází opìt z aproximace normálním rozdìlením, tentokrát
v¹ak ve tvaru

lim
n !1

P

"

jbp � pj � z1� �
2

r
p(1 � p)

n

#

= 1 � �: (22)

Oznaème pro zkrácení zápisuz := z1� �
2

. Ekvivalentními úpravami (22)
lze dosáhnout tvaru limn !1 P

�
p 2 [p; p]

�
= 1 � �; kde

p =
2nbp + z2 � z

p
4nbp(1 � bp) + z2

2 (n + z2)
;

p =
2nbp + z2 + z

p
4nbp(1 � bp) + z2

2 (n + z2)
:

(23)

Blyth a Still v [4] uvádìjí alternativní aproximaci s tzv. sp ojitostní korekcí,
kde se interval spolehlivosti bere jako mno¾inap, pro kterou platí

lim
n !1

P

"

jbp � pj �
1

2n
� z

r
p(1 � p)

n

#

= 1 � �; (24)

èemu¾ odpovídá interval spolehlivosti s mezemi

p =

8
><

>:

2nbp + z2 � 1 � z
q

z2 � 2 � 1
n + 4 bp(n (1 � bp) + 1)

2 (n + z2)
; bp > 0;

0; bp = 0 ;

p =

8
><

>:

2nbp + z2 + 1 + z
q

z2 + 2 � 1
n + 4 bp(n (1 � bp) � 1)

2 (n + z2)
; bp < 1;

1; bp = 1 :

(25)

V èlánku [23] je uvedeno srovnání jednotlivých metod pro odhad relativ-
ních èetností, ze kterého vyplývá preference intervalových odhadù (24), (25).
Hodnotu M odhadujeme potom stejnì jako v kapitole 2.1 pomocí vztahu (3)
a interval spolehlivosti podle (6).

Poznamenejme, ¾e v pøípadì, kdy je rozsah výbìru srovnatelný s velikostí
populace, by ¹lo dosáhnout zpøesnìní tohoto odhadu (podobnì jako u klasické
normální aproximace) nahrazením výrazup(1 � p)

n v (24) výrazem N � n
N � 1

p(1 � p)
n ,
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tj. rozptylem bp v hypergeometrickém modelu { viz 2.1.1. Meze intervalu spo-
lehlivosti pak dostaneme nahrazením hodnotyz v (25) hodnotou

z� = z

r
N � n
N � 1

: (26)

Tuto aproximaci budeme v tomto èlánku nazývat koneènostnímzpøesnìním
Blythovy{Stillovy aproximace.

Na závìr této kapitoly uká¾eme gra�ckou reprezentaci vybraných metod
odhadu. Jako referenèní model uva¾ujeme pøesný propoèet intervalu spoleh-
livosti na základì kapitoly 2.2. Ten je na grafech vyznaèen v¾dy plnou èarou.
Pøeru¹ovanou èarou jsou vyznaèeny aproximativní modely. Na grafu 2.4 lze
porovnat pøesný propoèet s normální aproximaci zalo¾enou na vzorci (21).
Z grafu je vidìt rostoucí pøesnost aproximace pro rostoucín. Na druhou
stranu, pro malé hodnoty parametru p (resp. hodnoty parametru p blízké 1)
mù¾e i zde docházet k nepøesnostem, jak ukazuje detail na grafu 2.5.

Lep¹í vlastnosti aproximace (25) ilustruje graf 2.6 (srovnej s 2.4). I zde
v¹ak dochází k urèitým nepøesnostem pro hodnotyp blízké 0 (resp. 1), které
jsou v¹ak výraznì men¹í ne¾ v pøípadì klasické normální aproximace, jak
ukazuje graf 2.7 (srovnej s 2.5).

Na posledním grafu 2.8 uká¾eme porovnání pøesného hypergeometrického
modelu s modelem binomickým, Blythovou{Stillovou aproximací a jejím ko-
neènostním zpøesnìním dle (26).

2.5 Pravdìpodobnost pokrytí skuteèné hodnoty para-
metru pøi aproximaci normálním rozdìlením

Klasická aproximace normálním rozdìlením (21) se doporuèuje pro dosta-
teènì velký rozsah výbìru (velikost vzorku) n, a není-li parametr p pøíli¹
blízko 0 nebo 1. Oèekávali bychom, ¾e pøi rostoucímn se skuteèná pravdìpo-
dobnost zahrnutí správné hodnoty 100(1� � )% intervalem spolehlivosti pro
parametr p bude blí¾it hodnotì 100(1� � ) %. O tom, ¾e tato konvergence není
rovnomìrná, ale má oscilující charakter, se mù¾eme pøesvìdèit na grafu 2.9.
Zajímavé je i chování skuteèné pravdìpodobnosti zahrnutí pro pevnén a pro
rùzné hodnoty p (viz graf 2.10). Podrobnìj¹í rozbor lze nalézt v [6].

2.6 Odhady èetností v rámci cílové skupiny

Cílovou skupinou zde rozumíme v
"
nestatistické obci\ ustálený pojem pro ur-

èitou èást (podmno¾inu) populace, která je pøedmìtem zájmu. Cílovou sku-
pinou mohou být rùzné vìkové kategorie (napøíkladdìti ve vìku 4{14 let ),
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Graf 2.4: Porovnání intervalu spolehlivosti pro normální aproximac i s binomickým
modelem
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Graf 2.5: Porovnání intervalu spolehlivosti binomického modelu s no rmální
aproximací v detailu
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Graf 2.6: Porovnání intervalù spolehlivosti na základì binomického modelu a
Blythovy{Stillovy aproximace
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Graf 2.7: Porovnání intervalu spolehlivosti pro Blythovu{Stillovu aproximaci
s binomickým modelem v detailu
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Graf 2.8: Porovnání intervalu spolehlivosti hypergeometrického a b inomického
modelu s Blythovou{Stillovou aproximací a jejím koneènost ním zpøesnìním
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Graf 2.9: Pravdìpodobnost pokrytí skuteèné hodnoty parametru 95% in tervalem
spolehlivosti pøi aproximaci normálním rozdìlením pro par ametr p = 0 ;2 pøi
rùzných hodnotách velikosti vzorku n
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Graf 2.10: Pravdìpodobnost pokrytí skuteèné hodnoty parametru 95% in tervalem
spolehlivosti pøi aproximaci normálním rozdìlením pro roz sah výbìru (velikost
vzorku) n = 100 pøi rùzných hodnotách parametru p
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lidé s rùzným vzdìláním (napøíklad vysoko¹koláci) apod. Pro danou cílovou
skupinu potom opìt chceme odhadnout relativní nebo absolutní èetnost nì-
jakého jevu (napøíklad relativní poèet posluchaèù dané rozhlasové stanice,
absolutní poèet notorických alkoholikù apod.). Podobnì jako pøi odhadech
v rámci celé populace budeme odhadovat parametrp, který znaèí pomìr
výskytu zkoumaného jevu v rámci cílové skupiny.

Pøi detailnìj¹ím pohledu zde vzniká i dal¹í úloha, jaký je v rámci celé
populace výskyt jedincù, kteøí odpovídají zkoumanému jevua souèasnì jsou
èleny zkoumané cílové skupiny. Tato úloha je v¹ak úlohou, kdy zkoumáme
výskyt urèitého jevu v rámci celé populace (napøíklad poèetdìtí, které jsou
posluchaèi dané rozhlasové stanice, poèet notorických alkoholikù, kteøí jsou
souèasnì vysoko¹koláky apod.).

V pøípadì, ¾e odhadujeme èetnosti (a» ji¾ absolutní nebo relativní) v rámci
cílové skupiny, je úloha analogická úloze z pøedchozích kapitol. První rozdíl
spoèívá v tom, ¾e musíme zmen¹it výchozí hodnotuN , která nyní odpovídá
pouze èásti populace, pøesnìji velikosti cílové skupiny. Ve vìt¹inì pøípadù je
cílová skupina dostateènì velká (i kdy¾ tøeba její velikost, tj. N , neznáme),
tak¾e mù¾eme pou¾ít pøímo postupy kapitoly 2.2. I v pøípadì,¾e tomu tak
není, je lep¹í pou¾ít postupy zalo¾ené pøímo na hypergemetrickém rozdìlení
nebo postupy zmiòované v kapitole 6, resp. 7 (v pøípadì, ¾e neznáme hodnotu
N ). Druhý rozdíl spoèívá v tom, ¾e hodnota rozsahu výbìrun (to jest poèet
vybraných prvkù v rámci dané cílové skupiny) je obvykle pøedvlastním prove-
dením výbìru neznámá a tedy náhodná. Uvedené intervaly spolehlivosti jsou
proto podmínìny tím, ¾e poèet respondentù z dané cílové skupiny je právì
n. Tento postup je pro vìt¹inu praktických situací naprosto p ostaèující.

Rozbor dal¹ích situací (napø. kdybychom chtìli stanovit interval spolehli-
vosti pøed vlastním provedením výbìru pro stanovení jeho vhodného rozsahu)
nebudeme v tomto èlánku pro jeho komplikovanost rozebírat.Bylo by na-
pøíklad mo¾né na základì zpùsobu výbìru urèit pravdìpodobnosti realizace
jednotlivých velikostí cílové skupiny n a provést propoèet nepodmínìných
rozptylù a odpovídajících intervalù spolehlivosti. Zde by opìt mohla najít
uplatnìní metoda bootstrapu, i kdy¾ simulace rozsahu výbìru mù¾e být kom-
plikovaná. Dal¹ím mo¾ným postupem by byl pøístup na základìpomìrových
odhadù (viz 4.3).

2.7 Problematika odhadu chyby pro relativní a abso-
lutní èetnost ve vá¾eném vzorku

Pøi témìø ka¾dém výstupu z výzkumu veøejného mínìní docházík tzv. pøe-
va¾ování výsledkù. Jedná se o to, ¾e i sebelépe zorganizovaný náhodný výbìr
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je po¹kozen odmítnutím jedincù zúèastnit se výzkumu. Pomineme-li úmyslné
fal¹ování odpovìdí ze strany respondentù, které se objevuje zejména ve výzku-
mech politických preferencí, v otázkách na velikost osobních nebo rodinných
pøíjmù, pøípadnì v otázkách na dosa¾ené vzdìlání apod., je problematika ná-
vratnosti a odmítnutých rozhovorù jedním z nejvá¾nìj¹ích problémù odhadù
správných hodnot. Vá¾ení jako takové mù¾e èásteènì napravit alespoò jednu
nesrovnalost, a to pøípadné vychýlení zpùsobené pøevahou urèité skupiny
obyvatel ve výsledném výbìrovém vzorku oproti skuteènému pomìru v celé
populaci, pokud tato vychýlená skupina projevuje v mìøené charakteristice
odli¹nost od zbytku populace. Na druhou stranu vá¾ení nemù¾e nahradit
chybìjící a potenciálnì odli¹nou informaci o respondentech odmítajících od-
povìï.

Vá¾ení znamená pøiøazení vah jednotlivcùm ve výsledném vzorku, tj. hod-
not wi ; i = 1 ; : : : ; n, kterými jsou výsledné hodnoty odpovìdí pøeva¾ovány.
Nechceme zde diskutovat �lozo�i vá¾ení jako takového, ani postupy pro sta-
novení vah wi . Z metod výpoètu vah citujme pouze pøedev¹ím postupy za-
lo¾ené na práci [11], ve které Deville a Särndal navrhli tøídu kalibraèních
odhadù. Tyto kalibraèní odhady jsou asymptoticky ekvivalentí zobecnìnému
regresnímu odhadu (GREG), viz napøíklad [28]. Speciálním pøípadem ka-
libraèních odhadù je i iteraèní metoda nazývaná

"
raking\,

"
rim weighting\

nebo té¾
"
proportional �tting\, viz [10], její porovnání s metodou za lo¾enou

na minimalizaci � 2 lze nalézt napøíklad v [21]. Dal¹í metody výpoètu vah
lze najít napøíklad v [15] nebo [25]. Porovnání nìkterých metod odhadu roz-
ptylu zobecnìného regresního odhadu je uvedeno napøíklad v[29]. Postup
pro výpoèet vah, které odpovídají tzv.

"
kosmeticky kalibrovaným odhadùm\

lze nalézt v [5]. Dále uvedeme pouze nejèastìji pou¾ívaný pøístup pro odhad
chyby vá¾ených odhadù.

Ve v¹ech pøedchozích postupech pro odhad relativní èetnosti, resp. èet-
nosti absolutní byly pou¾ity vzorce, ve kterých kromì známých determinis-
tických hodnot byla pou¾ita náhodná velièinaX , oznaèující poèet výskytù
sledovaného jevu vn pozorováních { viz zavedení znaèení za vzorcem (1).
Pøi vá¾ených odhadech a odhadech jejich pøesnosti se tato velièina nahradí
jejím vá¾eným protìj¹kem. My¹lenka je v zásadì taková, ¾e místo jednoho je-
dince jsme dostali odpovìdi odwi jedincù. Odhady relativních a absolutních
èetností proto zalo¾íme na stejných vzorcích jako v pøedchozích kapitolách
s tím, ¾e velièinuX nahradíme odhadem

X =
n

nP

i =1
wi

nX

i =1

wi X i : (27)

22



Proto¾e i odhady velikosti rozptylù a intervalù spolehlivosti uvedené pro-
zatím v tomto èlánku lze zkonstruovat na základì znalosti velièiny X , je
mo¾no je pou¾ít s tím, ¾e tuto velièinu nahradíme vá¾eným souètem (27).

Poznamenejme pouze na okraj slabé místo tohoto pøístupu. Pokud toti¾
vá¾íme, upravujeme výbìrový vzorek na výbìr dosa¾ený strati�kovaným ná-
hodným výbìrem, kde vá¾ení vlastnì stanovuje jednotlivé promìnné, vzhle-
dem k nim¾ má být výbìr reprezentativní. Výslednou hodnotu X potom
nelze pova¾ovat za velièinu s hypergeometrickým, resp. binomickým rozdì-
lením. Správnìj¹í by bylo propoèítat odhady pøes jednotlivá

"
strata\ a pro

ka¾dý takovýto odhad vypoèítat vlastní velikost chyby. Výslednou chybu pak
propoèítat jako vá¾enou kombinaci chyb odhadù v jednotlivých "stratech\
výbìru. Vzhledem k tomu, ¾e vá¾ení èasto probíhá pøes kategorie, které
nejsou navzájem disjunktní, je v¹ak takovýto pøístup kromì velké kompli-
kovanosti v podstatì nemo¾ný. Rovnì¾ stanovení intervalu spolehlivosti na
základì kombinace intervalù spolehlivosti odhadù v jednotlivých

"
stratech\

je obtí¾né, ne-li nemo¾né. Proto se v praktických situacíchvìt¹inou spoko-
jujeme s postupem uvedeným v pøedchozím odstavci. Tento pøístup je tím
korektnìj¹í, èím jsou hodnoty wi blí¾e k jedné.

3 Srovnávání výbìrových èetností

V tomto odstavci probereme situaci, kdy mìøíme výskyt dvou jevù v populaci.
Jako zásadní budeme uva¾ovat dva modely:

� Na¹e mìøení odpovídají jiným jedincùm populace a porovnáváme mezi
sebou odhady výskytu jevù na základì tìchto dvou nezávislých výbìrù.

� Na¹e mìøení probíhají na stejných jedincích a mìøíme zmìnu výskytu
jevu pøi zmìnìných podmínkách.

3.1 Porovnání dvou nezávislých výbìrových èetností

V tomto odstavci budeme pøedpokládat, ¾e zkoumáme výskyt jednoho nebo
dvou znakù na základì mìøení, která jsou v¹echna vzájemnì nezávislá. Poèet
mìøení výskytu prvního znaku oznaèímen1 a pøíslu¹ná mìøení jakoX i ; i =
1; : : : ; n1: Podobnì poèet mìøení druhého znaku (resp. stejného znaku v po-
pulaci, ale na jiných jednotkách) oznaèíme jakon2 a pøíslu¹ná mìøení jako
Yi ; i = 1 ; : : : ; n2. Dále oznaèíme jakop1, resp. p2 teoretickou pravdìpodob-
nost výskytu prvního znaku, resp. druhého znaku. Budeme zkoumat inter-
valové odhady parametru � = p1 � p2. Oznaèíme dále = p1 + p2

2 . Vzhledem

23



k tomu, ¾e velikost populace, na které jsou provádìna mìøení, je obvykle vý-
raznì vìt¹í ne¾ velikost výbìrových vzorkù, budeme v tomto odstavci pøed-
pokládat, ¾eX i ; i = 1 ; : : : ; n1 a Yi ; i = 1 ; : : : ; n2 jsou nezávislé náhodné
velièiny.

Pøi konstrukci intervalových odhadù parametru � lze postupovat analo-
gicky jako v pøípadì jednoho výbìru. Vycházíme zde zejména zpøehledného
èlánku [22]. Jako nejjednodu¹¹í se jeví vyu¾ít asymptotické normality ma-

ximálnì vìrohodného odhadu b� =
P n 1

i =1 X i

n 1
�

P n 2
i =1 Yi

n 2
. Rozptyl tohoto od-

hadu, který je roven p1 (1 � p1 )
n 1

+ p2 (1 � p2 )
n 2

, se odhadne nahrazením teoretických

pravdìpodobností p1; p2 jejich výbìrovými ekvivalenty bp1 =
P n 1

i =1 X i

n 1
; bp2 =

P n 2
i =1 Yi

n 2
. Intervalový odhad potom dostaneme jako

b� � z

s
bp1 (1 � bp1)

n1
+

bp2 (1 � bp2)
n2

; (28)

kde z je pøíslu¹ný kvantil normálního rozdìlení.
Podobnì jako pøi odhadu v jednorozmìrném pøípadì se pou¾íváprincip

spojitostní korekce (viz napø. [12]), který dává intervalový odhad ve tvaru

b� �

0

@z

s
bp1 (1 � bp1)

n1
+

bp2 (1 � bp2)
n2

+
1

n 1
+ 1

n 2

2

1

A : (29)

Variant pro výpoèet chyby pøi porovnání dvou výbìrových èetností je
celá øada. Velmi pìkný pøehledný èlánek porovnávající jednotlivé pøístupy
lze najít v [22]. Vyjmìme z nìj napøíklad tam citovanou (pod èíslem 10) i
doporuèovanou metodu. Interval spolehlivosti pro rozdíl� se udává ve tvaru
[b� � �; b� + � ], kde

� = z

s
l1(1 � l1)

n1
+

u2(1 � u2)
n2

(30)

� = z

s
u1(1 � u1)

n1
+

l2(1 � l2)
n2

: (31)

l1; u1 jsou koøeny rovnice (vzhledem k� )

j bp1 � � j = z

s
� (1 � � )

n1
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a l2; u2 jsou koøeny rovnice (opìt vzhledem k� )

j bp2 � � j = z

s
� (1 � � )

n2
:

Tyto koøeny se dají vyjádøit ve tvaru, který je analogický výrazu (23).

3.2 Porovnání dvou nebo více relativních èetností na
stejném výbìrovém vzorku

V tomto pøípadì roz¹íøíme na¹e znaèení následujícím zpùsobem. Budeme
pøedpokládat, ¾e na jednom jedinci máme k dispozicik mìøení. VelièinaX i 1

bude urèovat výskyt znaku pøi prvním zkoumání na jedincii . Velièina X i 2

potom výskyt znaku pøi druhém zkoumání, teoreticky mù¾e jíti o zkoumání
výskytu jiného znaku. Takto budeme postupovat dále, a¾ koneènì oznaèíme
X ik velièinu, která nabude hodnoty 1 pøi výskytu znaku nai -tém jedinci pøi
k-tém zkoumání (mìøení). Jako pøíklad zde mù¾e slou¾it napøíklad kontinu-
ální výzkum výskytu nìjakého jevu v panelu jednotlivcù v urè itých èasových
obdobích.

Oznaème poèet výskytù jevu pøij -tém zkoumání Tj =
P n

i =1 X ij . Vhod-
nou statistikou pro ovìøení hypotézy, ¾e mezi teoretickýmirelativními èet-
nostmi neexistuje významný rozdíl, je

kX

j =1

(Tj � T)2;

kde T =
P k

j =1 T j

k . V èlánku [8] je uvedeno asymptotické rozdìlení pro tuto
statistiku ve tvaru

k(k � 1)
kP

j =1
(Tj � T)2

k
P

i
ui �

P

i
u2

i
(32)

jako � 2 s k � 1 stupni volnosti, pøièem¾ui znaèí poèet výskytù jevu ui -tého
jedince, tedy

ui =
kX

j =1

X ij ; 8i:

V pøípadì k = 2 pøechází uvedený test do známého McNemarova testu (viz
napø. [3, 19]).
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4 Odhady dal¹ích charakteristik populace a je-
jich chyba

4.1 Terminologie a znaèení pøi výbìrech z koneèných
populací

V literatuøe zabývající se výbìry z koneèných populací se pou¾ívá výraznì
odli¹né znaèení ne¾ v teorii pravdìpodobnosti. Velká písmena jsou zde vyhra-
zena pro populaèní, tj. pevné (nenáhodné) charakteristiky, a naopak malými
písmeny se znaèí charakteristiky výbìrové, které jsou ov¹em náhodnými ve-
lièinami. (Pøi oznaèování hodnot zkoumaných znakù na jednotkách populace
znaèení kolísá { srov. napø. [9] a [14].) V následujících dvou kapitolách proto
budeme v souladu s literaturou pou¾ívat odli¹né znaèení oproti pøedchozímu
textu.

Není-li øeèeno jinak, rozumí se prostým náhodným výbìrem výbìr bez
vracení se stejnou pravdìpodobností zahrnutí pro ka¾dou jednotku. Výbìr
s vracením se v praxi patrnì pøíli¹ nepou¾ívá, je v¹ak výhodný z teoretického
hlediska { vìt¹ina odvození je v tomto modelu mnohem jednodu¹¹í, nebo»
jednotlivé pokusy jsou na rozdíl od výbìru bez vracení nezávislé. V obvyklých
pøípadech, kdy je rozsah výbìru mnohem men¹í ne¾ velikost populace, je navíc
zpøesnìní odhadù odvozených za pøedpokladu výbìru bez vracení prakticky
zanedbatelné.

Pøedpokládejme, ¾e sledujeme dva znaky, které u jednotek v populaci S
nabývají hodnot x1; : : : ; xN , resp. y1; : : : ; yN . Oznaème populaèní (základní)
úhrny

X =
NX

i =1

x i ; Y =
NX

i =1

yi

a jejich výbìrové protìj¹ky

x =
X

i 2 s

x i ; y =
X

i 2 s

yi ;

kde s je prostý náhodný výbìr o rozsahu n z populaceS. Analogicky oznaèíme
populaèní prùmìry

X =
1
N

NX

i =1

x i ; Y =
1
N

NX

i =1

yi
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a výbìrové prùmìry

x =
1
n

X

i 2 s

x i ; y =
1
n

X

i 2 s

yi :

Dále zavedeme populaèní, resp. výbìrový rozptyl

� 2
y =

1
N � 1

NX

i =1

(yi � Y )2; s2
y =

1
n � 1

X

i 2 s

(yi � y)2:

Místo výrazu � 2
y se nìkdy pou¾ívá té¾

� � 2
y =

1
N

NX

i =1

(yi � Y )2 =
N � 1

N
� 2

y :

(Vzorce pro � 2
x , s2

x apod. zde ji¾ neuvádíme, nebo» jsou zcela analogické.)

4.2 Odhad prùmìru a úhrnu

Pøi prostém náhodném výbìru platí mj. následující vztahy (viz napø. [14]):

E y = Y ; (33)

var y =
�

1 �
n
N

� 1
n

� 2
y ; (34)

E s2
y = � 2

y : (35)

Pøi výbìru s vracením platí stále (33), ale (34){(35) se zmìní (viz napø. [9]):

var y =
1
n

� � 2
y ; (36)

E s2
y = � � 2

y : (37)

Jak vyplývá z rovnice (33), y je nestranným odhadem prùmìru Y a

bY = N y =
N
n

y

je nestranným odhadem úhrnuY . Rozptyl odhadu bY je N 2násobkem rozptylu
y, tj. pøi výbìru bez vracení

var bY = N 2
�

1 �
n
N

� 1
n

� 2
y : (38)
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Intervalové odhady prùmìru, resp. úhrnu jsou pak tvaru

y � z1� �
2

r �
1 �

n
N

� 1
n

s2
y ; (39)

bY � Nz1� �
2

r �
1 �

n
N

� 1
n

s2
y ; (40)

kde z1� �
2

je kvantil normálního rozdìlení, je-li n � 30. V opaèném pøípadì
se zaz1� �

2
dosadí pøíslu¹ný kvantil Studentova t rozdìlení s n � 1 stupni

volnosti. Vynecháním koneènostního násobitele (1� n
N ) dostaneme odhady,

které bychom odvodili z výbìru s vracením.
Uvedený postup je oprávnìný pouze v pøípadì, ¾e rozdìlení hodnot yi

v populaci je alespoò pøibli¾nì normální. Dle Ing. Machka pøitom nejvíce
vadí zejména výrazná asymetrie (¹ikmost) tohoto rozdìlení. V takovém pøí-
padì rozdìlení y konverguje (pøi rostoucímn) k normálnímu pomaleji, a je
proto potøeba vy¹¹í rozsah výbìru na to, aby intervaly spolehlivosti (39) a
(40) opravdu pokrývaly pøíslu¹né populaèní charakteristiky s po¾adovanou
pravdìpodobností. Problematické je dle [9] rovnì¾ pou¾itítìchto intervalo-
vých odhadù pro vysoké koe�cienty spolehlivosti (99 % a více, tj. � � 0;01),
nebo» rozdìlení výbìrových prùmìrù je na obou koncích velmi citlivé na stu-
peò odchýlení rozdìlení yi od normálního a také na pøítomnost extrémních
hodnot.

Urèitou mo¾nost kvanti�kace, nakolik je rozdìlení hodnot yi blízké nor-
málnímu, lze nalézt v [14], vèetnì v praxi bohu¾el nepøíli¹ pou¾itelného po-
stupu pro pøípady, kdy toto rozdìlení není blízké normálnímu. Lep¹í øe¹ení,
které by patrnì spoèívalo v konstrukci asymetrického intervalu spolehlivosti
(podobnì jako v pøedchozích kapitolách popsané intervalové odhady relativní
èetnosti), nám ale zatím není známo.

4.2.1 Odhad èetnosti a relativní èetnosti jako speciální pø ípad
úhrnu a prùmìru

Speciálním pøípadem je 0-1 znak, kdy úhrn nazýváme èetnostía prùmìr rela-
tivní (nebo pomìrnou) èetností. Oznaème populaèní, resp. výbìrovou èetnost
symboly Ny , resp.ny a populaèní, resp. výbìrovou relativní èetnost symboly
Py , resp. py . Výbìrová èetnost ny je pøi prostém náhodném výbìru bez vra-
cení náhodnou velièinou s hypergeometrickým rozdìlením { viz 2.1.

Dle [14] lze v tomto pøípadì pou¾ít odhady (39) a (40), je-liny � 50,
pøièem¾

s2
y =

npy (1 � py )
n � 1

: (41)
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Jak vyplývá z (35), s2
y je nestranným odhadem rozptylu � 2

y , pro který v pøí-
padì 0-1 znaku platí

� 2
y =

N
N � 1

Py (1 � Py ) := Py (1 � Py ) = � � 2
y :

Pro 10 � ny < 50 doporuèuje Hájek v [14] korigovat nespojitost rozdìlení
výbìrové èetnosti ny pøidáním èlenu 1

2n , resp. N
2n , tj.

py �
1

2n
� z1� �

2

r �
1 �

n
N

� 1
n

s2
y ; (42)

Npy �
N
2n

� Nz1� �
2

r �
1 �

n
N

� 1
n

s2
y : (43)

Pro ny < 10 je dle Hájka (viz [14]) lep¹í pou¾ít odhady zalo¾ené na
aproximaci Poissonovým rozdìlením se støední hodnotounPy { viz 2.3. Tyto
odhady u¾ ale nebudou symetrické kolem bodového odhadu (podobnì jako
nejsou symetrické ani pøesné intervaly spolehlivosti odvozené na základì hy-
pergeometrického rozdìlení).

V pøípadì prostého náhodného výbìru s vracením je výbìrová èetnost ny

náhodnou velièinou s binomickým rozdìlením { viz 2.2. Pøi pou¾ití normální
aproximace dostaneme analogické vzorce pro intervalové odhady, které se od
(39) a (40) budou li¹it pouze absencí koneènostního násobitele (1 � n

N ) a
budou (a¾ na odli¹né znaèení) stejné jako ty ve vztahu (21) ponahrazení
jmenovatele n výrazem n � 1. Znovu poznamenejme, ¾e jak vyplývá z (37),
nestranným odhadem rozptylu � � 2

y = Py (1 � Py ) není výraz py (1 � py ), ale
s2

y .

4.3 Odhad pomìru dvou úhrnù

Pomìr úhrnù Y=X (který je samozøejmì roven i pomìru prùmìrù Y =X )
odhadujeme výbìrovým pomìrem y=x. Intervalový odhad je odvozen v [14]
zavedením pomocných hodnot

zi = yi �
Y
X

x i ;

pro jejich¾ úhrn platí, ¾e

Z =
NX

i =1

zi � 0:
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Intervalový odhad pomìru dvou úhrnù Y=X je tvaru

y
x

�
z1� �

2

x

s �
1 �

n
N

� n
n � 1

X

i 2 s

�
yi �

y
x

x i

� 2
; (44)

resp. pøi zanedbání koneènostního násobitele (je-liN mnohem vìt¹í ne¾n)

y
x

�
z1� �

2

x

s
n

n � 1

X

i 2 s

�
yi �

y
x

x i

� 2
: (45)

Odhad (44) je tím uspokojivìj¹í, èím men¹í je pomìrná výbìro vá chyba
výbìrového úhrnu x


 x = Vx

r �
1 �

n
N

� 1
n

;

kde
Vx =

� x

X
je variaèní koe�cient. Hájek v [14] uvádí, ¾e odhad (44) lze pokládat za uspo-
kojivý, pokud je výbìrový odhad pomìrné výbìrové chyby gx < 0;2, kde

gx = vx

r �
1 �

n
N

� 1
n

;

vx =
sx

x
:

Nabývají-li x i hodnot pouze 0 nebo 1, lze variaèní koe�cientVx vyjádøit jako

Vx =
1

Px

r
N

N � 1
Px (1 � Px ) =

s
N

N � 1

�
1

Px
� 1

�
:=

r
1

Px
� 1: (46)

V tomto pøípadì je tedy (pøi zanedbání koneènostního násobitele)

gx
:=

s
1
n

�
1
px

� 1
�

=

r
1

nx
�

1
n

:

Nerovnost gx < 0;2 je pak splnìna pro

nx >
25n

n + 25
;

tedy napø. pronx > 25.
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Speciálním vyu¾itím odhadu pomìrù dvou úhrnù je odhad prùmìru (èi
relativní èetnosti) nìjakého jevu na cílové skupinì, její¾ velikost v populaci
neznáme. V tomto pøípadì udávají hodnotyx i pøíslu¹nost k dané cílové sku-
pinì ( x = nx je její velikost ve výbìru a X = Nx neznámá velikost v celé
populaci) a yi hodnoty zkoumaného jevu pro jedince z dané cílové skupiny,
pøièem¾yi = 0, pokud x i = 0.

4.4 Odhady ve vá¾eném vzorku

V pøípadì vá¾eného vzorku se v¹echny odhady odvozené pro nevá¾ený vzorek
upraví dále popsaným zpùsobem.

Výbìrový úhrn y, prùmìr y a rozptyl s2
y se nahradí vá¾enými protìj¹ky:

yw =
n

P

i 2 s
wi

X

i 2 s

wi yi ;

yw =

P

i 2 s
wi yi

P

i 2 s
wi

;

s2
wy =

1
n � 1

n
P

i 2 s
wi

X

i 2 s

wi (yi � yw )2:

Poznamenejme, ¾e pro 0-1 znak odpovídás2
wy výrazu n

n � 1 pwy (1 � pwy ), kde
pwy je vá¾ená relativní èetnost znakuy.

Výraz
P

i 2 s

�
yi � y

x x i
� 2

z odhadù (44) a (45) se nahradí výrazem

n
P

i 2 s
wi

X

i 2 s

wi

�
yi �

yw

xw
x i

� 2

;

kde xw je vá¾ený úhrn znakux de�novaný analogicky jako u znaku y.

5 Skupinkové výbìry

V nìkterých pøípadech je ekonomiètìj¹í a mnohdy i logiètìj¹ í nevybírat pøímo
zkoumané elementy, ale jejich urèitá uskupení, a ¹etøení provádìt na v¹ech
jednotkách vybrané skupinky. Pøíkladem jsou tøeba výbìry domácností na-
místo nìkolika jednotlivcù v nich ¾ijících èi celých ¹kolních tøíd namísto jed-
notlivých ¾ákù. V takových pøípadech v¹ak nemù¾eme poèítats nezávislostí
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vybraných jednotek z té¾e skupinky, a dosud odvozené vztahyproto mohou
být mírnì zkreslující.

Pro de�nici modelu popisujícího vlastnosti odhadù této modi�kace ná-
hodného výbìru se opøeme o moderní teorii pravdìpodobnostního výbìru,
jak je popsána napøíklad v [13] èi [26].

5.1 Náhodný výbìr z koneèné populace

Ne¾ pøistoupíme k teorii skupinkových výbìrù, popi¹me standardní teorii
náhodných pravdìpodobnostních výbìrù a tu pak zobecnìme na studovaný
problém.

Jako vý¹e pøedpokládáme populaciN prvkù

S = f 1; : : : ; N g;

na které provádíme výbìr s � S, o n prvcích. Velikost výbìru n bývá vìt¹i-
nou pøedem stanovena, existují v¹ak i postupy, pøi kterých poèet vybraných
jednotek je náhodnou velièinou.

Náhodným výbìrem budeme v této kapitole rozumìt pravdìpodo bnostní
rozdìlení f P(s)gs� S na mno¾inì v¹ech mo¾ných podmno¾inS. Budeme pøed-
pokládat, ¾e ka¾dá jednotka populace mù¾e být vybrána s kladnou pravdì-
podobností. Matematicky lze tedy náhodný výbìr popsat pomocí systému
pravdìpodobností

0 � P(s) � 1 8s � S;
P

s� S
P(s) = 1 ;

pøièem¾
8i 2 S 9s � S : i 2 s; P(s) > 0:

Pøiøazením nulových pravdìpodobností celým tøídám podmno¾inS mù-
¾eme docílit po¾adovaných vlastností výbìru. Pokud napøíklad po¾adujeme
pevnou velikost výbìru n, kladnou pravdìpodobnost pøiøadíme pouze tako-
vým podmno¾ináms � S, které mají právì n prvkù.

Pro studium vlastností odhadù jsou velmi dùle¾ité dva ukazatele: prav-
dìpodobnost, ¾e do výbìru bude zahrnuta jednotkai , a pravdìpodobnost, ¾e
do jednoho výbìru budou zahrnuty jednotky i a j zároveò. Oznaèíme tyto
pravdìpodobnosti � i a � i;j , tj.

� i = P( i 2 s);
� i;j = P( i; j 2 s):
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Pomocí takto zavedeného aparátu samozøejmì mù¾eme popsat v¹echny
známé druhy pravdìpodobnostních výbìrù.

Pøíklad 5.1 Je{li napø.

P(s) =
1

� N
n

�

pro v¹echny podmno¾inyS, které mají právì n prvkù, jde o prostý náhodný
výbìr (PNV). Pravdìpodobnosti zahrnutí jsou tedy rovny

� i = (N � 1
n � 1 )
(N

n ) = n
N ;

� i;j = (N � 2
n � 2 )
(N

n ) = n (n � 1)
N (N � 1) :

Jako v pøedchozích kapitolách pøedpokládejme, ¾e pro ka¾dýprvek i 2 S
lze jednoznaènì urèit hodnotu yi nìjaké velièiny Y, pøièem¾ pøipou¹tíme i
diskrétní a spojité rozdìlení Y (nikoliv jen hodnoty 0 a 1).

Budeme se zde zabývat pouze odhadembY populaèního úhrnu

Y =
X

i 2 S

yi ;

pøièem¾ v pøípadì prùmìru (u alternativní velièiny odpovídá relativní èetnosti
{ viz kapitolu 2) lze odhad jednodu¹e zkonstruovat jako

bY =
bY
N

:

Rozptyl tohoto odhadu pak dostaneme podìlením druhou mocninou N , tj.

var bY =
var bY
N 2 :

Nadále budeme pøedpokládat, ¾e odhadbY úhrnu Y bude konstruován
jako tzv. Horvitzùv{Thompsonùv, tj. má tvar

bY =
X

i 2 s

yi

� i
: (47)

Jak je známo (viz napø. [26]), odhad (47) je nestranný a jeho rozptyl je

var bY =
NX

i =1

y2
i

� 2
i

� i (1 � � i ) +
X

i 6= j

yi

� i

yj

� j
(� i;j � � i � j ):
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Odhad tohoto rozptylu je roven

\var bY =
X

i 2 s

y2
i

� i

�
1

� i
� 1

�
+

X

i 6= j 2 s

yi yj

� i;j

�
� i;j

� i � j
� 1

�
; (48)

co¾ lze dále upravit pro pøípad výbìru o pevné velikosti na

\var bY =
1
2

X

i 6= j 2 s

�
yi

� i
�

yj

� j

� 2 � i � j � � i;j

� i;j
: (49)

Pøíklad 5.2 Vra»me se opìt k PNV.

bY =
X

i 2 s

Ny i

n
=

N
n

X

i 2 s

yi ; (50)

tedy H{T odhad odpovídá bì¾nì pou¾ívanému odhadu prùmìrem vybraných
jednotek vynásobeným velikostí populace, srov. s 4.2. Dosazením do (49) a
úpravami pak dostaneme stejný odhad rozptylu, jako je pou¾it v (40).

5.2 Odhad úhrnu a jeho rozptyl pøi skupinkových výbì-
rech

Pøedpokládejme, ¾e máme populaciS = f 1; : : : ; N g, její¾ elementy jsou se-
skupeny do skupinekS1; : : : ; SM . Oznaème

SG = f S1; : : : ; SM g

mno¾inu v¹ech skupinek populaceS. Podobnì jako S mù¾emeSG jedno-
znaènì ztoto¾nit s mno¾inouf 1; : : : ; M g. Nech»N i znaèí velikost skupinky
Si , i = 1 ; : : : ; M .

Skupinkovým výbìrem nazveme ka¾dý náhodný výbìrs � S, pro který
platí

i 2 s; i 2 Sk ) Sk � s: (51)

Je zøejmé, ¾e ka¾dý skupinkový výbìrs z S lze jednoznaènì ztoto¾nit s nì-
jakým náhodným výbìrem sG z SG .

Nech» � 0
k = P( Sk 2 sG ); � 0

k;l = P( Sk ; Sl 2 sG ). Pak platí

� i = P( i 2 s) = � 0
k pro i 2 Sk ;

� i;j = P( i; j 2 s) = � 0
k;l pro i 2 Sk ; j 2 Sl ;

pøièem¾k; l z poslední rovnosti nemusejí být nutnì rùzná.

34



Situace se velmi zjednodu¹í, pokud budeme na skupinkové výbìry nahlí¾et
jako na výbìry skupinek a zji¹»ované hodnoty budou tvoøit celkové souèty za
jednotlivé skupinky. Takto motivovaný odhad a odhad (47) jsou pak toto¾né

bY =
X

i 2 s

yi

� i
=

X

Sk � s

X

i 2 Sk

yi

� 0
k

=
X

Sk � s

P

i 2 Sk

yi

� 0
k

:

Z vý¹e uvedeného dùvodu pak mù¾eme na tento odhad jednodu¹e apliko-
vat vzorce (48) a (49). Obdr¾íme tak odhady

\var bY=
X

Sk � s

�
P

i 2 Sk

yi

� 2

� 0
k

�
1

� 0
k

� 1
�

+
X

Sk ;S l � s;

k6= l

P

i 2 Sk

yi
P

j 2 Sl

yj

� 0
k;l

�
� 0

k;l

� 0
k � 0

l
� 1

�
(52)

a pro patrnì pou¾ívanìj¹í výbìr o pevném poètu skupinek

\var bY =
1
2

X

Sk ;S l � s;

k6= l

0

B
@

P

i 2 Sk

yi

� 0
k

�

P

j 2 Sl

yj

� 0
l

1

C
A

2

� 0
k � 0

l � � 0
k;l

� 0
k;l

: (53)

Odhadem rozptylu samozøejmì je¹tì nedostáváme intervalový odhad pro
Y. Ten lze ov¹em jednodu¹e získat napøíklad pomocí aproximace normálním
rozdìlením popsané v odstavci 2.4.

Pøíklad 5.3 Podívejme se opìt na pøípad prostého náhodného výbìru, ten-
tokrát ve smyslu výbìru skupinek.

Nech»sG � SG je prostý náhodný výbìr m skupinek. Platí

� 0
k =

m
M

;

� 0
k;l =

m(m � 1)
M (M � 1)

:

Dosazením do (53) dostáváme

\var bY PNV =
X

Sk 6= Sl 2 sG

M (M � m)
m2(m � 1)

0

@
X

i 2 Sk

y2
i +

X

i 6= j 2 Sk

yi yj �
X

i 2 Sk

X

j 2 Sl

yi yj

1

A ; (54)

co¾ je ekvivalentní vzorci uvedenému napø. v [14].
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V knize [26] se autoøi vìnují kvalitativnímu porovnánání skupinkových vý-
bìrù s obyèejnými. Ze vzorce (53) je patrné, ¾e výbìry skupinek budou velice
efektivní v pøípadì, ¾e pravdìpodobnosti zahrnutí do výbìru budou úmìrné
celkovému úhrnu skupinky. To lze alespoò èásteènì zaøídit úmìrností vùèi
velikosti skupinky (pokud pøedpokládáme, ¾e prùmìrné hodnoty skupinek se
pøíli¹ neli¹í).

U prostého výbìru skupinek se ukazuje, ¾e výbìr je neefektivní (má vìt¹í
rozptyl odhadu ne¾ bì¾ný výbìr) v pøípadì, ¾e v jistém smysluprùmìrná
variace uvnitø skupinek je malá v porovnání s celkovou variací zkoumané
velièiny. Toto je ov¹em v praxi velmi obvyklé (napø. èlenovéstejné domác-
nosti se chovají podobnì). Z toho plyne, ¾e pou¾itím bì¾nýchodhadù pro
skupinkový výbìr mù¾eme znaènì podhodnocovat rozptyl, a tudí¾ vyvozovat
zkreslené závìry o chybì, které jsme se dopustili odhadem z výbìru.

5.3 Aplikace odvozených vztahù v praxi

V pøedchozí kapitole jsme se v pøíkladech zamìøili pøedev¹ím na prostý ná-
hodný výbìr. Je dùle¾ité pøipomenout, ¾e v praxi se výbìr jenzøídkakdy
realizuje jako prostý. Na druhou stranu vzorce odvozené proPNV jsou velmi
oblíbené, jen výjimeènì se lze setkat s jinými odhady.

Tím, ¾e jsem ukázali, ¾e moderní aparát pravdìpodobnostních výbìrù
se pro prostý náhodný výbìr shoduje s odhady v praxi bì¾nì u¾ívanými,
jsme chtìli pøedev¹ím v ètenáøi vzbudit dùvìru k tìmto øídce pou¾ívaným
postupùm. Cílem je, aby v pøípadì výbìrù ji¾ z principu provádìných jinak,
ne¾ je provádìn PNV, byly pou¾ívány pøesnìj¹í metody a odhady.

Následující pøíklad demonstruje rozdíl výsledkù pøi pou¾ívání odhadù pro
bì¾ný výbìr u výbìru, který byl provádìn jako skupinkový.

Pøíklad 5.4 Pou¾itím dat získaných pøi výzkumu realizovaném na jednotliv-
cích rodin jsme zji¹»ovali rozdíl v odhadech chyby poèítanépro skupinkový
výbìr od odhadu poèítaného pro obyèejný výbìr jednotlivcù.Bylo vytipováno
celkem 10 alternativnì rozdìlených velièin tak, aby bodovéodhady jejich prù-
mìrù pøibli¾nì odpovídaly postupnì hodnotám 2, 4, 7, 10, 15,20, 25, 30, 40
a 50 %, a dostateènì tak pokrývaly interval

�
0; 1

2

�
. Mezilehlé hodnoty pak byly

odhadnuty pouze lineární interpolací.
Pravdìpodobnosti zahrnutí byly poèítány jako pro oblastnívýbìr, v tomto

pøípadì se jednalo o proporcionální alokaci v jednotlivýchkrajích ÈR, kdy se
v ka¾dém kraji uva¾uje prostý výbìr o rozsahu úmìrnému poètudomácností
v kraji a výbìry v rùzných krajích jsou vzájemnì nezávislé. Pravdìpodobnosti
zahrnutí byly vypoèítány zvlá¹» pro výbìr jednotlivcù a provýbìr domácností.
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Velikost výbìru lehce pøesahovala 1000 domácností s více ne¾ 2500 jed-
notlivci. Zkonstruované intervalové odhady odpovídají odhadùm pro celou po-
pulaci ÈR.

Výsledné odhady jsou zachyceny na grafu 5.1, kde na vodorovné ose jsou
vyneseny bodové odhady jednotlivých velièin a svislá osa urèuje hodnoty pro
dolní a horní mez 95% intervalu spolehlivosti. Plná èára pakodpovídá line-
ární interpolaci pro odhad konstruovaný jako pro výbìr skupinek, zatímco
èerchovaná odpovídá odhadu pro výbìr jednotlivcù.

Pro relativní èetnost blízkou polovinì je kon�denèní interval poèítaný bì¾-
nou metodou skoro dvakrát u¾¹í, ne¾ by správnì mìl být.

6 Bootstrap

Chceme-li zjistit statistické vlastnosti nìjakého odhadu a nemáme-li k dis-
pozici podrobnìj¹í informace o rozdìlení odhadu, mù¾eme tyto vlastnosti
odhadnout napø. pomocí metody bootstrap. Metodu bootstrapnavrhl Efron
(1979). Bootstrap mù¾e být napø. pou¾it k odhadu rozptylu, vychýlení nebo
ke stanovení intervalu spolehlivosti zkoumaného odhadu. Dále uvedený popis
bootstrapu je zalo¾en na textu [30].

Pøedpokládejme, ¾e odhadujeme nìjaký populaèní parametr� a z popu-
lace jsme vybralin jednotek tvoøící výbìr s. Na vybraných jednotkách mìjme
k dispozici hodnoty x1; : : : ; xn sledované velièiny, obecnì v¹ak mù¾e jít o vek-
tory hodnot sledovaných velièin. Na základì vybraných jednotek vytvoøíme
odhad

�̂ 0 = f (x1; : : : ; xn ) (55)

neznámého parametru� . Pøejeme si nyní napøíklad zjistit, jaké je vychýlení
odhadu �̂ 0 a stanovit jeho smìrodatnou odchylku, pøípadnì stanovit 95%
interval spolehlivosti. Za tímto úèelem budeme z výbìru s generovat B ná-
hodných výbìrù s vracením, ka¾dý o rozsahun. V ka¾dém z generovaných
výbìrù se tak jednotka i z výbìru s mù¾e vyskytovat i vícekrát, nebo naopak
ani jednou. Oznaème nyní�̂ j odhad populaèního parametru� zkonstruovaný
na základì j . bootstrapového výbìru. Dále oznaème

�̂ B =
1
B

BX

j =1

�̂ j : (56)

Proto¾ê� B je bootstrapovým odhadem støední hodnoty Ê� 0, mù¾eme vychý-
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Graf 5.1: Porovnání intervalù spolehlivosti pro skupinkový výbìr
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lení odhadu �̂ 0 odhadnout jako

cbias(�̂ 0) = �̂ B � �̂ 0: (57)

Odeèteme-li odhad vychýlenícbias(�̂ 0) od pùvodního odhadu�̂ 0, získáme nový
odhad opravený vzhledem k vychýlení

�̂ unbiased = 2 �̂ 0 � �̂ B : (58)

Pro odhad intervalu spolehlivosti pomocí bootstrapu bylo navr¾eno nì-
kolik metod. Pøedpokládejme nejprve, ¾e odhad̂� 0 má normální rozdìlení
N (�; � 2). Oznaème

S2
B =

1
n � 1

BX

j =1

(�̂ j � �̂ B )2 (59)

výbìrový rozptyl bootstrapových odhadù, který mù¾eme vzít za odhad pa-
rametru � 2. 100(1� � )% interval spolehlivosti je pak dán vztahem

�̂ 0 � z1� �
2

SB = �̂ 0 � z1� �
2

vu
u
t 1

n � 1

BX

j =1

(�̂ j � �̂ B )2; (60)

kde z1� �
2

je kvantil rozdìlení N (0; 1) (napø.z1� 0;025 = 1 ; 96 pro 95% inter-
val spolehlivosti). Pou¾ijeme-li odhad opravený o vychýlení, pak dostaneme
interval spolehlivosti

2�̂ 0 � �̂ B � z1� �
2

vu
u
t 1

n � 1

BX

j =1

(�̂ j � �̂ B )2: (61)

Pro stanovení smìrodatné odchylky by mìlo dle [30] staèit provést 100 a¾ 200
bootstrapových výbìrù.

Pøímìj¹í cestou ke stanovení 100(1� � )% intervalu spolehlivosti je vyu¾ití
rozdìlení bootstrapových odhadù a stanovení dolního a horního �= 2 kvantilu
pøímo z tohoto rozdìlení. Oznaèmê� L;�= 2 hodnotu, pod kterou padne 100�2 %
hodnot z bootstrapových odhadù �̂ j a �̂ U;�= 2 hodnotu, nad kterou padne
100�

2 % tìchto bootstrapových odhadù. 100(1� � )% interval spolehlivosti je
aproximován jako

[�̂ L;�= 2; �̂ U;�= 2]: (62)

Ke stanovení 95% intervalu spolehlivosti se podle [30] doporuèuje provést
alespoò 1000, pro stanovení 99% intervalu spolehlivosti alespoò 5000 boot-
strapových výbìrù. Pøi malém rozsahu výbìru n pak s rostoucím poètem
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bootstrapových výbìrù B dochází k jejich opakování a bootstrapový odhad
ji¾ dále není zpøesòován.

Porovnání pøesného intervalu spolehlivosti pro hodnotyp 2 [0; 1] podílu
výskytu sledovaného 0-1 znaku v populaci o velikostiN = 10000 a rozsahu
výbìru n = 200 s bootstrapovými odhady pro hodnoty B = 10 a B = 100
ukazuje graf 6.1.

7 Jackknife

Motivací pro odhady jackknife je redukce vychýlení. MetoduJackknife navrhl
Quenouille (1949). Jackknife mù¾e být pou¾it nejen k redukci vychýlení od-
hadu, ale i k odhadu rozptylu. Jde pøedev¹ím o situace, kdy neznáme vzorec
pro odhad rozptylu nebo máme k dispozici jen vzorec pøibli¾ný. Pøíkladem
mù¾e být odhad rozptylu odhadu pomìru dvou úhrnù. Základní postup me-
tody jackknife je popsán napø. v [30]. Nech»

�̂ 0 = f (x1; : : : ; xn ) (63)

je odhad populaèního parametru zalo¾eného na výbìrus, který obsahuje n
jednotek. Vytvoøme nyní n výbìrù, které vzniknou z výbìru s odstranìním
jedné náhodnì vybrané jednotky. Mù¾e se stát, ¾e nìkterá jednotka byla
odstranìna ve více výbìrech, jiná nemusela být odstranìna nikdy. Oznaème

�̂ � j = f (x1; : : : ; x j � 1; x j +1 ; : : : xn ) (64)

odhad zalo¾ený na výbìrus, ze kterého byla odstranìna jednotka j. De�nujme

�̂ �
j = n�̂ 0 � (n � 1)�̂ � j : (65)

Jackknife odhadem�̂ � rozumíme odhad

�̂ � =
1
n

nX

k=1

�̂ �
k : (66)

Výbìrovou chybu odhadu �̂ � mù¾eme pøibli¾nì odhadnout

cvar
�

�̂ �
�

=
var

�
�̂ �

j

�

n
=

nP

k=1

�
�̂ �

k � �̂ �
� 2

n(n � 1)
: (67)

Pokud pùvodní odhad �̂ 0 mìl vychýlení øádu 1=n

E �̂ 0 = �
�
1 + C

n

�
; (68)
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Graf 6.1: Porovnání pøesného intervalu spolehlivosti a bootstrapového odhadu
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pro odhad �̂ � j platí

E �̂ � j = �
�

1 + C
n � 1

�
: (69)

Pro hodnoty �̂ �
j máme

E �̂ �
j = n E �̂ 0 � (n� 1) E �̂ � j = �

�
n

�
1 + C

n

�
� (n � 1)

�
1 + C

n � 1

��
= �: (70)

Odtud je vidìt, ¾e odhad metodou jackknife odstraòuje vychýlení øádu 1=n.
Obecnìj¹í metody jackknife odstraòují z výbìrového souboru m hodnot, èím¾
mohou dosáhnout odstranìní vychýlení øádu 1=nm .

V obecnìj¹í situaci, kdy odstraòujeme z výbìrového souboru m hodnot,
mù¾eme postupovat napø. následovnì (viz [26]). Nejprve rozdìlíme náhodným
zpùsobem výbìr s na A skupin stejné velikosti m, m = n=A (pro jednodu-
chost se pøedpokládá, ¾e takové rozdìlení je mo¾né). Pro ka¾dou skupinu a,
a = 1 ; : : : A, spoèítáme odhad�̂ � a , který poèítáme stejným funkèním tva-
rem jako odhad �̂ 0, ale vynecháním jednotek ze skupinya. Dále de�nujme
pseudohodnoty

�̂ �
a = A�̂ 0 � (A � 1)�̂ � a : (71)

Jackknife odhadem�̂ �
JK rozumíme odhad

�̂ �
JK =

1
A

AX

a=1

�̂ �
a : (72)

Jackknife odhad rozptylu odhadu �̂ �
JK je

cvarJK 1

�
�̂ �

JK

�
=

AP

a=1

�
�̂ �

a � �̂ �
JK

� 2

A(A � 1)
: (73)

Odhad rozptylu je pou¾íván nejen pro odhad̂� �
JK , ale i pro pùvodní odhad

�̂ 0. Nìkdy se pro odhad rozptylu pou¾ívá i

cvarJK 2

�
�̂ �

JK

�
=

AP

a=1

�
�̂ �

a � �̂ �
0

� 2

A(A � 1)
; (74)

pøièem¾ platícvarJK 2

�
�̂ �

JK

�
� cvarJK 1

�
�̂ �

JK

�
.

Postup pro pøípad strati�kovaného nebo vícestupòového výbìru lze najít
napø. v [26]. Pøi pou¾ití metody jackknife musíme stanovit poèet skupin A.
Èastou volbou bývá A = n, tedy m = 1. Z výpoèetních dùvodù se ale mù¾e
preferovat kompromisní volba mezi hodnotamiA = 2 a A = n.
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8 Závìr

Výpoèty statistické chyby v praxi výzkumných agentur zejména v oblasti vý-
bìrových ¹etøení se omezují vìt¹inou na situace, kdy je zkoumanou velièinou
výskyt urèitého jevu v populaci. Vzhledem k potøebì rychlého a snadno do-
stupného odhadu chyby potom nutí klienti nepøímo výzkumníky k pou¾ívání
velmi aproximativního vzorce (21). Tento pøístup má pochopitelnì svá úskalí,
zejména pro malé pravdìpodobnosti, resp. pravdìpodobnosti blízké jedné.

Vzhledem k výraznému vylep¹ení pøesnosti v oblastech hodnot p blízkých
nule nebo jedné pøi pou¾ití vzorcù (23), resp. (25) by je bylovhodné pou¾í-
vat více, ne¾ je v souèasné praxi obvyklé. Vzhledem ke komplikovanìj¹í formì
tìchto vzorcù je potom dùle¾ité, aby byly klientùm

"
nestatistikùm\ pøedá-

vány ve formì tabulek nebo je¹tì lépe jako souèást softwarù,které tito klienti
pou¾ívají pro potøeby svých analýz. Je zde nutné podotknout, ¾e vìt¹ina vý-
znamných softwarù v oblasti výpoèetní matematiky (Matlab, Mathematica)
ale dnes ji¾ i softwary popularizaèní (MS Excel) umo¾òují provádìt odhady
intervalù spolehlivosti na základì pøesných propoètù v pøijatelném èase.

Je proto témìø více rozhodující neumdlévat ve statistické osvìtì a roz¹íøit
nebo spí¹e zaèít s popularizaèními èlánky v nestatistických èasopisech, pro-
to¾e povìdomí o statistické chybì sice existuje, ale povìdomí o její velikost
je velmi zaml¾eno a vìt¹inou ve svém dùsledku je statistickáchyba hrubì
podceòována. Lze se setkat i s reakcemi typu

"
jestli je ta statistická chyba

tak velká, potom máte ¹patnì výzkum\, co¾ vede k tomu, ¾e statistici v praxi
problém chyby nìkdy musí spí¹e skrývat, aby se nedostali do podezøení, ¾e

"
celý výzkum je ¹patnì\.

Na druhou stranu v komplikovanìj¹ích situacích, kdy se nejedná o mì-
øení prostého výskytu jevu, nejsou statistické chyby zveøejòovány v naprosté
vìt¹inì pøípadù vùbec. Vzorce (39), (40) jsou sice absolventùm statistických
oborù pochopitelnì známy, ale jejich pou¾ití v praxi je velmi øídké. Navíc,
proto¾e situace v praxi je komplikovanìj¹í o problematiku vá¾ení, je dobré
pou¾ívat analogii tìchto vzorcù (viz 4.4), která ji¾ ani pøedmìtem základních
kurzù není, a proto i její pou¾ití lze pova¾ovat za velmi øídké. Pou¾ití vzorcù
pro odhad chyby pomìru dvou úhrnù (44), (45) je potom v praxi v ýzkumù
v ÈR rovnì¾ velmi sporadické, pøesto¾e odhady tohoto typu (napøíklad po-
díly na trhu apod.) se bì¾nì vyskytují. Autoøi èlánku doporuèují navíc pou¾ití
jejich analogií na základì 4.4 v pøípadì vá¾ených odhadù.

Dal¹ím obvyklým problémem, který rovnì¾ není v praxi øe¹en zcela ko-
rektnì, je porovnání výsledkù dvou výzkumù. S tímto problémem se mù¾eme
setkat témìø dennì na stránkách denního tisku bez serióznìj¹ího komentáøe
ohlednì významnosti rozdílu. Jedná se o problematiku porovnání odhadù
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poskytovaných více agenturami k tému¾ èasovému období, stejný problém
v¹ak nastává i pøi kontinuálních výzkumech urèitého jevu najiných jedincích
populace. Postupy uvádìné zde v kapitole 3 by rovnì¾ mìly být pøehlednou
formou tabelizovány, pøípadnì by mìly být dostupné v bì¾nì pou¾ívaných
softwarech. Je potøeba poznamenat, ¾e vzorce uvádìné v [22], zde repre-
zentované postupem (30), nelze najít ani v bì¾nì dostupnýchstatistických
softwarech.

Situace výbìrových postupù a modelù a tedy i postupù pro výpoèet chyby
bývá v¹ak v praxi obvykle komplikovanìj¹í, ne¾ by odpovídalo pøímému pou-
¾ití vý¹e uvedených vzorcù. Zde lze øíci, ¾e pou¾ívané výbìrové postupy jsou
korektnìj¹í ne¾ v pøípadì výpoètu statistické chyby, zejména proto, ¾e kvalita
výbìru ji¾ pøímo souvisí s kvalitou výzkumu jako takového, aproto je vìcí
profesionální cti i ekonomického zájmu výzkumných agentur, aby postupy
byly promy¹lené do vìt¹ích detailù. V pøípadì prùzkumù

"
face-to-face\ se

pou¾ívají nejèastìji výbìry
"
kvótní\, které aproximují strati�kované náhodné

výbìry, kde strati�kace probíhá vìt¹inou na regionální úro vni, reprezentati-
vitì vùèi pohlaví a vìku, obvykle také vzdìlání. Pro výpoèet statistické chyby
lze pak doporuèit obecné postupy { viz (48), ale ani aproximace vzorci pro
prosté náhodné výbìry z kapitol 2, resp. 4 asi nepøinese hrub¹í chybu.

Postupy kapitoly 5, tzv. skupinkové výbìry mohou hrát vìt¹í význam pøi
speci�ckých druzích výzkumù, kdy výbìrovou jednotkou bývá domácnost,
ale mìøenými jednotkami potom v¹ichni jednotlivci, resp. jednotlivci vybrané
domácnosti s urèitou vlastností (vìková omezení, ekonomická omezení apod.).
Tyto tzv. panelové výzkumy navíc obvykle mají tu speci�ènost, ¾e odpovìdi
jednotlivcù se opakují s urèitou periodou, obvykle denní (klasickým pøíkladem
jsou panely zkoumající spotøebu produktù, panely pro elektronická mìøení
sledovanosti televize, pøípadnì deníèkové panely pro poslechovost rozhlasu).
Vlastní odhady pou¾ívané v praxi bývají témìø výhradnì odhady odvozené
pro prostý náhodný výbìr, stejnì tak jako postupy pro odhad s tatistické
chyby s tím, ¾e problematika závislosti odpovìdí jednotlivcù v rámci panelu
se obvykle zanedbává. Korektní statistické vyhodnocení pozorování ve dvou
rùzných èasových snímcích na stejném vzorku se potom vìt¹inou neprovádí,
jedná se vìt¹inou pouze o

"
expertní\ posouzení velikosti odchylky.

Pro základní porovnání odhadù na stejném vzorku respondentù doporu-
èují autoøi postupy zmiòované v kapitole 3.2. Metody vedoucí k je¹tì ko-
rektnìj¹ímu posouzení vývoje a vlivu rùzných èástí populace na odhadované
velièiny a» ji¾ zalo¾ené na lineární regresní analýze nebo regresi loglineární
pøesahují rámec tohoto èlánku, bohu¾el v¹ak ve vìt¹inì pøípadù i mo¾nosti
skuteèného pochopení a racionálního uplatnìní klientskouveøejností.

Stále vìt¹í komplikovanost vzorcù pro odhady chyb, která se zaèala pro-
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jevovat ji¾ v kapitole 5, lze do jisté míry nahradit metodami zmiòovanými
v posledních dvou kapitolách. Tyto metody jsou mo¾ná laickéveøejnosti lépe
objasnitelné, a tudí¾ i obhajitelné ne¾ zdánlivì komplikované vzorce. My¹-
lenka opakování výbìru se stejnými vlastnostmi, resp. my¹lenka porovnání
odhadu v pøípadì vynechaných pozorování jsou snadno vysvìtlitelné, av¹ak
problematické pou¾ití spoèívá

"
pouze\ v nutnosti existence softwaru, který by

na u¾ivatelské úrovni statistické chyby poèítal, pøípadnìnutnost pøesvìdèit
klienta, ¾e uvedené odhady by mìly být souèástí výsledné zprávy výzkumné
agentury. Zde se v¹ak klient nechá pøesvìdèit pomìrnì snadno pouze v pøí-
padì, kdy za tuto speciální statistickou slu¾bu nebude muset platit.

Na úplný závìr by rádi autoøi vyjádøili zámìr pokraèovat v di skusi o sta-
tistické chybì, zejména s laickou veøejností. Na tento èlánek by rádi navázali
øadou èlánkù popularizaèních, které by formou srozumitelnìj¹í ¹ir¹í veøejnosti
mìly vést ke korektnìj¹ímu pou¾ívání odhadù statistické chyby v konkrétních
praktických situacích. Na druhou stranu praxe pøiná¹í velmi zajímavé pod-
nìty i pro specializovaná statistická pracovi¹tì ve formì p omìrnì kompliko-
vaných zadání, jejich¾ správná øe¹ení by staèila na nìkolimìsíèní èi mo¾ná i
roèní vìdeckou práci.

Literatura

[1] Agresti, A., Coull, B. A. (1998). Approximate is better than \exact" for
interval estimation with binomial proportions , American Statistician, 52,
119{126.

[2] Andìl, J. (1993). Statistické metody, Matfyzpress, Vydavatelství
Matematicko-fyzikální fakulty Univerzity Karlovy v Praze .

[3] Andìl, J. (2002). Základy matematické statistiky, Univerzita Karlova
v Praze, Matematicko-fyzikální fakulta, Preprint.

[4] Blyth, C. R., Still, H. A. (1983). Binomial con�dence intervals, Journal
of the American Statistical Association, 78, 108{116.

[5] Brewer, K. (2002). Combined Survey Sampling Inference, London: Ar-
nold.

[6] Brown, L. D., Cai, T. T., DasGupta, A. (|). Interval Estimation for a
Binomial Proportion ,
http://ljsavage.wharton.upenn.edu/ � tcai/paper/binomial-statsci.pdf.

45



[7] Clopper, C. J. and Pearson, E. S. (1934).The use of con�dence interval
or �ducial limits illustrated in the case of the binomial , Biometrika, 26,
404{413.

[8] Cochran, W. G. (1950).The comparison of percentages in matched sam-
ples, Biometrika, 37, 256{266.

[9] Èermák, V. (1968). Statistika II. díl , SNTL a SVTL, Praha a Bratislava.

[10] Deming, W. E., and Stephan, F. F. (1940).On a Least Squares Adjust-
ment of a Sampled Frequency Table when the Expected MarginalTotals
are Known, The Annals of Mathematical Statistics, 11, 427{444.

[11] Deville, J. C., and Särndal, C.-E. (1992).Calibration Estimators in Sur-
vey Sampling, Journal of the American Statistical Association, 87, 376{
382.

[12] Fleiss, J. L., (1981).Statistical Methods for Rates and Proportions, 2nd
edn. Wiley, New York.

[13] Hájek, J. (1981). Sampling from a �nite populations, Marcel Dekker,
inc., New York.

[14] Hájek, J. (1960). Teorie pravdìpodobnostního výbìru s aplikacemi na
výbìrová ¹etøení, Nakladatelství ÈSAV, Praha.

[15] Chen, J., Sitter, R. R., and Wu, C. (2002). Using Empirical Likelihood
Methods to Obtain Range Restricted Weights in Regression Estimators
for Surveys, Biometrika, to appear.

[16] Janko, J. (1958).Statistické tabulky, Praha, Nakladatelství Èeskosloven-
ské akademie vìd.

[17] Kott, P. S., Anderson, P. G., Nerman, O. (|). Two-sided coverage in-
tervals for small proportions based on survey data,
http://www.fcsm.gov/01papers/Kott.pdf.

[18] Like¹ J., Machek, J. (1983).Matematická statistika, Praha, SNTL.

[19] McNemar, Q. (1949). Psychological Statistics, New York, John Wiley
and Sons.

[20] Miettinen, O. S. and Nurminen, N. (1985). Comparative analysis of two
rates, Statistics in Medicine, 4, 213{226.

46



[21] Neustadt, J. (1997). Problematika vah ve výbìrových ¹etøeních, diplo-
mová práce MFF UK.

[22] Newcombe, R. G. (1998).Interval estimation for the di�erence between
independent proportions: Comparison of eleven methods, Statistics in
Medicine, 17, 873{890.

[23] Newcombe, R. G. (1998).Two-sided con�dence intervals for the single
proportion: Comparison of seven methods, Statistics in Medicine, 857{
872.

[24] Ord, J. K. (1968). Approximations to Distribution Functions which are
Hypergeometric Series, Biometrika, 55, 1968.

[25] Rao, J. N. K., and Singh, A. C. (1997)A Ridge-Shrinkage method for
Range-Restricted Weight Calibration in Survey Sampling,
http://www.amstat.org/sections/srms/Proceedings/pap ers/1997009.pdf.

[26] Sarndal, C. E., Swensson, B., Wretman, J. (1992).Model Assisted Survey
Sampling, New York, Springer-Verlag.

[27] ©mejcová, M. (1993).Hypergeometrické rozdìlení ve statistice, diplo-
mová práce MFF UK.

[28] Valliant, R., Dorfmann, A. H., and Royall, R. M. (2000). Finite Popu-
lation Sampling and Inference: A Prediction Approach., New York: John
Wiley & Sons.

[29] Valliant, R. (2002). Variance Estimation for the General Regression Es-
timator , Survey Methodology, 28, 103{114.

[30] Walsh, B. (2000).Resampling Methods: Randomization. Tests, Jackknife
and Bootstrap Estimators, Lecture Notes for EEB, 596z.

[31] Wilson, E. B. (1927). Probable inference, the law of succession, and
statistical inference, Journal of the American Statistical Association,
22, 209{212.

47



M. Andìl, R. Èerný, P. Charamza J. Neustadt
Pøehled metod odhadu statistické chyby ve výbìrových ¹etøeních . . . . . 2

DRUHÉ STATISTICKÉ DNY

V HRADCI KRÁLOVÉ

Vá¾ené kolegynì, kolegové,

ve dnech 15. - 16. záøí 2004 (je to støeda a ètvrtek) se uskuteèní na Univer-
zitì Hradec Králové Druhé statistické dny (První statistic ké dny se v Hradci
Králové konaly v roce 2001). Poøadateli jsou Èeská statistická spoleènost a
Jednota èeských matematikù a fyzikù spolu s katedrou matematiky Pedago-
gické fakulty Univerzity Hradec Králové.

Druhé statistické dny v Hradci Králové budou vìnovány aplik acím sta-
tistických metod pøi sledování vlivu èlovìka na ¾ivotní prostøedí. Chceme
se zamìøit na nejmodernìj¹í metody a prostøedky statistického zpracování
informací, které nám vìda a dostupná technika poskytuje. Proto¾e i èlovìk
je souèást pøírody, organizátoøi poskytnou prostor i tìm, kteøí se zajímají o
vyhodnocování vztahu èlovìka k prostøedí, ve kterém ¾ije.

� Abstrakt v rozsahu nejvý¹e jedné strany v camera ready za¹lete do 30.
èervna 2004. Vybrané referáty budou zveøejnìny v Informaèním Bulle-
tinu ÈStS.

� Ubytování je mo¾né si zajistit v Palachových kolejích Univerzity.

� Adresa pro korespondenci: Prof. RNDr. PhDr. Zdenìk Pùlpán, CSc.,
katedra matematiky PdF Univerzity Hradec Králové, V. Nejed lého 573,
500 03 Hradec Králové 3. E-mail: zdenek.pulpan@uhk.cz

Informaèní Bulletin Èeské statistické spoleènosti vychází ètyøikrát do roka
v èeském vydání. Pøedseda spoleènosti: prof. RNDr. JaromírAntoch, CSc.,
KPMS MFF UK Praha, Sokolovská 83, 186 75 Praha 8,
e-mail: jaromir.antoch@karlin.mff.cuni.cz
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