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Empiricka a teoreticka kiivka prekroCeni, funkce preziti

V hydrologii a klimatologii je jednim ze zakladnich nastrojt pfi analyze dat kiivka piekroceni. V jinych
oblastech, napt. v mediciné, se pouziva kiivka preziti. Tyto terminy se Casto pouZivaji pfi studiu extrémnich
udalosti, jako jsou povodné, zemétieseni nebo pady na burze.

Empiricka krivka prekroceni ukazuje vztah mezi sestupnymi hodnotami dané proménné (na svislé ose) a
odhadovanymi pravdépodobnostmi piekroceni téchto hodnot (na vodorovné ose). Pravdépodobnost
piekroceni daného prahu se odhaduje jako relativni ¢etnost téch hodnot v souboru dat, které jsou nad timto
prahem.

Teoreticka krivka prekroceni je zalozena na modelu rozdéleni pravdépodobnosti sledované proménné.
Kvantily zvoleného rozdéleni pravdépodobnosti jsou usporadany sestupné na svislé ose a pravdépodobnosti
piekroceni téchto kvantilli jsou vyneseny ve stejném potadi na vodorovnou osu. Teoretickou kiivku
piekroceni lze pouzit k odhadu pravdépodobnosti odlehlych hodnot mimo rozsah dostupnych udajt.

Funkce preziti je inverzni funkci teoretické kiivky prekroceni. Vyjadiuje pravdépodobnost, ze realizace
sledované proménné bude vétsi nez dana hodnota. Funkce pieziti je nezbytna pro analyzu pravdépodobnosti
preziti nebo doby pfeziti v riznych oblastech.

Stru¢né feceno, zatimco empiricka kiivka piekroCeni je zaloZena na namétenych datech, teoreticka kiivka
piekroceni je zaloZena na modelu zakladniho rozdéleni pravdépodobnosti a funkce pteziti je inverzni
kiivkou ptekroceni. Ziskani nejlepsi teoreticke kiivky prekro€eni je nezbytné pro odhad velikosti extrému
udalosti s danou pravdépodobnosti ptekroceni.






Pétiparametrické log-normalni rozdéleni LNS a jeho
modifikace mLNS5

X~N(u,0'2),a>0,b>0,y0 eR

Definice rozdéleni LN3:
Y=eX+y, Y~LN3(uo2y,)

Definice rozdéleni LNS5:

= a-exp(san-leb + yo), Y ~ LNS(a,b,u,cz,yo), 0= (a,b,u,cz,yo)
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Distribuc¢ni funkce:
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Kvantilova funkce:
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Nékdy se takovy prubéh hustoty miize 1 hodit. Napft. kiivku piekroceni dennich
srazkovych uhrnll jsme dosud uméli vytvorit jen pro srazkove dny. Tento pribéh
umozni zobrazit vSe, tedy 1 pocty ,,suchych,, dni.
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Definice rozdéleni mLNS5:
) b

a- exp(51an X )+ Yo, X|21

b+(1—b)(1—|xy))

Y =

a-exp(sian-]X’ +y,.X|<1

Odvozeni hustoty pravdépodobnosti:

Zaved'me intervaly

G = (—o0,—1)
G, =(-1,0),
G3 = (0,1),
Ga = (1,0)
Na téchto intervalech definujme funkci #(-) : R — R danou pfedpisem:
11(x) = aexp{ — (—x)?} +o, x€Gy,
_ Ja) =aexp{ - (—x)Pt1-D0Y 1y, xeGy,
M= H(1-b) (1) |
3(x) = aexp { } +yo, x € G3,
t4(x) = aexp {x"} + Yo, x € Gy.



V tom piipad¢€ obrazy intervali G, G2, G3 a Gy, které ozna¢ime H;, Hy, H3, Hy, jsou

= (y0= ae_l +y0)7

Dale nechf

(—oco,—1) je inv. funkce k 7(x) na Hy,
(=1, 0) jeinv. funkce k #(x) na Hy,
(0, 1)  jeinv. funkce k 7(x) na H3,
( (x)

1, o0)  jeinv. funkce k 7(x) na Hy.



Pak hustota ma tvar:
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Distribu¢ni funkce:

rO, PE (—oo’ yo)?
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Kvantilova funkce:
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Priklady tvaru hustot pro b<1 a b>1,
transformace LN5 a mLN5
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Alternativni parametrizace LNS a mLNS

Kvuli zlepseni numerickych vlastnosti metod odhadu parametrii zavedeme nésledujici
parametrizaci:
IJ,' = E’ G‘ = Gb
)
Pak rozdéleni LN5 ma4 tvar:

Y = aexp {sgn(U + p')o’|U + u'|b} + Yo
a rozdéleni mLNS5 je tvaru:
y — Jaexp {sgn(U + p')o’|U + |} + o, |1 X]| > 1
— - {Sgll(U +“,)|U +l"’|m(l -b)(1 '|X])(ar)(l|(% 1)(1 |.-\"|))} + yo, |X| <1
piicemz U ~ N(O, 1).
Poznamka k parametru yo: U teoretickych kiivek teplot vzduchu Iépe funguje jako bod,

kolem néjz kiivku s pomoci parametru a ota¢ime. U srazek a priatoka se ukazuje, ze yo
je nejspiSe rovno 0 (nulovy posun).
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Metody odhadu parametru
n ... celkovy pocet méfeni

Vi ... 1-té méfeni

yii ... 1-ta teoreticka hodnota

1

pi=n+l‘

p,; =F(y,:0)... pravdépodobnost piekroceni hodnoty y« na teoretické kiivce prekroceni

.. pravdépodobnost prekroceni hodnoty y; na empirické kiivce prekroceni

o ... zpétna transformace hodnoty yi na standardizované
normalni rozdéleni, kde t je inverzni funkce k funkci t pouzité pt1 odvozovani hustoty

mLN5

_l W - » r r r
u, =®"(p,)... transformace pravdépodobnosti p;i na standardizované normalni
rozdéleni

Metoda relativnich nejmensich ¢tvercu

2
YI B y ti r
v J nabyval

minimalni hodnoty. Minimalizuji se tedy ¢tverce relativnich odchylek empirické a
teoretické kiivky prekroCeni vzhledem k ose y.

Tato metoda hleda parametry kiivky piekroceni tak, aby vyraz Z(
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Metoda nejmensich ¢tvercu se zpétnou transformaci

2
Pti pouziti metody nejmensSich ¢tvercli minimalizujeme vyraz Z‘ ~u,) . Jde tedy

o minimalizaci odchylek empirické a teoreticke kiivky piekroCeni vzhledem k ose y.

Metoda optimalizace pravdépodobnosti

N 2
Hledame parametry kiivky piekroceni tak, aby vyraz ;(pi ~Py) nabyval svého

minima. Dochazi tedy k minimalizaci ¢tvercii odchylek pravdépodobnosti prekroceni
empirickych a teoretickych hodnot vzhledem k ose x.

Trojuhelnikova metoda
Tato metoda vychazi z kombinace metody relativnich neymensich ¢tvercu (resp.
metody nejmensich ¢tvercl se zpétnou transformaci) a metody optimalizace

2
— Y -
( y, t J + ;(pi _pti)2 (resp. vyraz

pravdépodobnosti. Minimalizuje se vyraz: Z

i=1
Z U; _un —I—Z pn



Ilustrace trojuhelnikové metody:

Observed values

0.16 0.18 0.20 0.22 0.24
Probability of exceedance

Metoda maximalni vérohodnosti — zde neni pouzita.
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Poznamka k parametru y,: U teoretickych kiivek teplot vzduchu lépe funguje jako
bod, kolem né¢jz kiivku s pomoci parametru a ota¢ime. U srazek a prutoku se
ukazuje, Ze y, je nejspise rovno 0 (nulovy posun).

V nasledujicim vztahu je zahrnuta 1 moZnost rotace, ktera je potrebna pro prokladani
teplot zaroven s upravou pro extrémni ¢ a p . Tato Uprava umoznuje zvladat
proloZeni rizné asymetrickych az symetrickych dat. PoCet parametru je stale 5.

[ b
Y ={aY _e(x%) Jb] —a.y,'} , pro |X|>1

M)b+(1—b)(1—|xa+ |

Y = {aY (x5

b+(1—b)(1—|xa+u|]
’ —a.yy'},pro |X|<1
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Poli¢ka, denni srazky
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Prodluzovani rad

* Tento postup prokladani teoretickych krivek umoznuje i prodluzovani
rad presnéji nez dosavadnimi postupy s pomoci nasobeni pomérem
prumeéru ze vzoroveé rady.

 Mame radu 10 let a vzorovou 30 let. Je treba téch 20 let doplnit
alespon priblizné.

* Prolozime obé rady teoretickou krivkou prekrocCeni ve spolecném
obdobi (10 let).

* Do doplnovanych 20ti let ve vzorové radé dame parametry mLN5 z
desetileti. Zpétnou transformaci na ,,normalni rozdéleni“ ziskame
odchylky rozptyli mezi obdobimi. Musime v doplriované radé
zachovat poméry priméru a k takto ziskanému prdmeéru prodlouzeni
dopocitat spravny parametr a.



* Toto ,normalni“ standardizované rozdéleni preneseme jako zaklad
20ti let doplnéni a z néj s pomoci parametru 10ti let doplhované rady
spocteme krivku prekroceni 20ti let doplnované rady. Spojenim obou
usekl ziskame doplnénou krivku prekroceni za 30ti leti. Pokud
bychom ocislovali poradi hodnot ve vzorové ¢asoveé rade a to dale
prenaseli s kfivkou prekroceni v ,,normalnim“ rozdéleni ze vzorové
casové rady, ziskali bychom priblizny pribéh ¢asové rady doplnéné.



* mLN5 rozdéleni je mozno pouzit k pomérné dokonalému prevodu dat
do standardizovaného normalniho rozdéleni. Lze tak prevést i data,
kde to pomodci jinych rozdéleni nejde nebo je to nepresné. Prikladem
zde mohou byt meésicni data teplotni rady Praha - Klementinum.



Klementinum, teploty més.priiméry standardizované
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Klementinum, teploty, leden
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Klementinum, teploty, brezen
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Klementinum, teploty, duben

primérné denniteploty  —@— primérné mésini teploty

Klementinum, teploty, ¢erven

primémné denni teploty ~ —@=— prmérné mési¢ni teploty
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prumérné denniteploty  —@— pramérné mésiéni teploty

Klementinum, teploty, ¢ervenec
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Klementinum, teploty, srpen
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Klementinum, teploty, zafi
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Klementinum, teploty, listopad
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Relativni chyby teor. kfivky, ¢ervenec




Z.avér

Rozdéleni mLNS je velmi plasticka transformace normalniho rozdéleni — umoziuje
modelovat rozd€leni v rozsahu od normalniho rozdé€leni az po velmi asymetricka
rozd¢leni.

Vzhledem k ptipadné periodi¢nosti klimatickych a hydrologickych procesii je vhodné,
aby vstupni data méla rozd€leni symetrické, nejlépe normalni. Tento poZzadavek
spliiuje prave zpctna transformace mLNS rozdéleni.

Pti analyze realnych 1 simulovanych dat se ukazuje, Ze z uvedenych metod odhadu
parametri rozdéleni LN5 resp. mLNS5 nejlepsi vysledky poskytuje trojihelnikova
metoda, a to véetné extrapolaci.

V soucasnosti se LN5 a mLNS5 1 nove vyvinuta trojihelnikova metoda pouziva

v CHMU v posudkove ¢innosti. V Ustavu pro vyzkum klimatické zmény
(CzechGlobe) se pripravuji analyzy klimatickych dat v Sirokém rozsahu stanic z celé
planety.



