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Abstrakt: Rozdily v rozhodovani podle Wilcoxonova parového a dvouvy-
bérového testu byly zkoumany pomoci jednoduchého simulac¢niho experi-
mentu. Toto zkoumdani bylo motivovano nékolika rukopisy recenzovanych
¢lanki, v nichz byla posuzovana vykonnost dvojice evolu¢nich algoritmt a pro
porovnani byl pouzit nevhodny test. Vysledky simulace ukézaly, ze rozdily
mohou byt velmi podstatné, coz pak vede k nespravnym rozhodnutim.

Klicova slova: Wilcoxontuv dvouvybérovy test, Wilcoxontiv parovy test, si-
mulace, disledky nespravné aplikace.

Abstract: Differences in the decision based on Wilcoxon signed-rank and
rank-sum tests are studied via a simple simulation experiment. The study
was motivated by inappropriate application of the test in several submitted
papers comparing the efficiency of two evolutionary algorithms. The results
of the simulation show that the differences can be rather large, which leads
to incorrect decisions.

Keywords: Rank-sum Wilcoxon test, signed-rank Wilcoxon test, simulation,
consequences of improper application.

1. Uvod

Impulsem k napsani tohoto prispévku byla série ¢tyr ¢lanki, které jsem do-
stal k recenzovani v priibéhu prvniho ¢tvrtleti roku 2017. Tyto ¢lanky se za-
byvaly navrhem nové vykonnéjsi modifikace néjakého evolu¢niho algoritmu
a vSechny mély spolecné to, ze v porovnani vysledki byl Spatné aplikovan
Wilcoxoniiv test. Podezrelé to bylo zvlasté u jednoho z téchto ¢clanki, ktery
byl jinak velmi dobfe napsan a poslan do vysoce prestizniho ¢asopisu s im-
pact faktorem vétsim nez ¢tyri. To mé primeélo patrat po moznych pri¢inach
tohoto omylu a také jednoduchym simula¢nim experimentem ukézat, k ja-
kym chybam v rozhodovani mutze dochazet pri nespravném uziti parového
testu misto dvouvybérového.

Moznou pri¢inou je mala statistickd vzdeélanost nékterych autori navr-
hujicich nové verze evolucnich algoritmti. Mnozi uzivaji statistické metody
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mechanicky podle nadvodu, ktery nékde vycetli, aniz by uvazovali o vhodnosti
ambice formulované v jeho nazvu a je editory casopisii a konferenc¢nich sbor-
nikt doporucovan jako navod pro aplikaci statistickych metod v porovnavani
algoritmu. Bohuzel, Derrac a kol. [5] se v ¢asti vénované porovnavani dvou al-
goritmii dopoustéji ponékud matouci formulace: “The Wilcoxon signed ranks
test is used for answering the following question: do two samples represent
two different populations?” Viibec nezminuji, ze parovy test je vhodny pouze
tehdy, kdyz béhy algoritmu jsou zavislé, tzn. v kazdém paru porovnavané
algoritmy startuji ze stejné pocatecni populace. To samoziejmé v pripadé
nezavislych béha neni splnéno a misto parového testu se mé uzit test dvou-
vybérovy.

2. Evolucni algoritmy a jejich hodnoceni

Evoluc¢ni algoritmy hledaji globalni minimum néjaké funkce, v nejjednodus-
$im pripadé je problém formulovan takto: Pro realnou funkci f :  —
R, Q C RP mame najit bod z=* € Q, pro ktery plati f(z*) < f(x), pro
Va € (). Defini¢ni obor 2 je obvykle definovan pomoci dolni a horni hranice
v kazdé dimenzi, Q) = Hle(ai, bi), a; < b;, i1 =1,2,..., D, prirozené ¢islo D
je dimenze ulohy.

Podrobnéjsi informace o evolucnich a jim podobnych algoritmech nalez-
neme napr. v [8], struénéjsi prehled v [7]. Zde si princip fungovani evolu¢nich
algoritmu ukazeme na velmi popularni diferencialni evoluci (DE). Algoritmus
DE navrhli Storn a Price [6] a za uplynulych dvacet let byl tento algoritmus
intenzivné zkouman, pridavany nové adaptivni mechanismy a DE byla apli-
kovana v feSeni fady optimaliza¢nich praktickjch tloh. Clanek [6] mé& nyni
vice jak 6000 citaci. Prehled o soucasném stavu vyvoje DE nalezneme v ¢lan-
cich [3, 4].

Algoritmus DE je velmi jednoduchy, viz algoritmus 1. Na zac¢atku se vyge-
neruje populace N bodi nahodné v {2 a tato populace se vyviji po generacich
tak, ze jsou aplikovany evolucéni operatory mutace, kiizeni a selekce a tim je
vytvarena nova generace. Existuje rada typt mutace, velmi casto je uzivana
mutace DE/rand/1

u; = Tp + F<mr2 - wr?:) ) (1)

kde 71, r2 a r3 jsou navzajem ruzné ndhodné vybrané indexy z {1,2,..., N},
rizné od aktualniho indexu 7 a F' > 0 je vstupni parametr. Novy zkusSebni
(trial) bod y, je vytvoren z aktudlniho bodu x; a mutantu u; k¥izenim, jehoz
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existuje ne€kolik typt, napr. binomické kiizeni kombinuje slozky x; a u; takto:

) wiy;  kdyz U;(0,1) < CR nebo j=J,
Yij = (2)
L j jinak,

kde U,(0,1) je ndhodné ¢islo z rovnomérného spojitého rozdéleni s parametry
0,1. Pocet soutadnic prevzatych z u; do y, je fizen parametrem CR, CR €
[0, 1], J je ndhodné vybrany index soufadnice j, coZ zarucCuje, Ze nejméné
jedna slozka vektoru vy, je odlisnd od odpovidajici slozky x;.

Algoritmus 1 DE v pseudokdédu.

initialize population P = {x1, x>, ...,y } randomly in )
evaluate f(x;) for Vi
while stopping condition not reached do
fori=1to N do
create a new trial vector y, using mutation and crossover
end for
fori=1to N do
evaluate f(y,)
if f(y,) < f(2;) then
insert y,; into P instead of x; and replace f(x;) by f(y;)
end if
end for
end while

Je ztejmé, ze DE i ostatni stochastické algoritmy jsou heuristiky nezaru-
¢ujici nalezeni spravného reseni problému pfi dosazeni podminky ukoncéeni
béhu algoritmu. Proto je nutné jejich vykonnost posuzovat z vice béhti algo-
ritmu a vysledky (jsou to realizace ndhodnych veli¢in) statisticky hodnotit.
Byla publikovana celd fada testovacich tloh, napt. [2], na uvedené webové
strance najdeme i dalsi sady testovacich problémiti. U téchto testovacich dloh
je znamo spravné Feseni, napf. hodnota funkce v globalnim minimu f(x*).
Pak je mozno vykonnost algoritmt porovnavat podle velikosti chyby naleze-
ného reseni f(xmin)—f(x*), kde f(@min) je nejmensi hodnota funkce nalezena
pti ukonceni béhu algoritmu.

Toho se vyuziva pri rtiznych soutézich algoritmti porddanych i v ramci
kazdoroc¢niho CEC (Congress on Evolutionary Computation), kdy na zadané
sadé testovacich problémi jsou porovnavany algoritmy spusténé za stejnych
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experimentalnich podminek v predepsaném poctu béhti a stejného maximal-
niho dovoleného poc¢tu vyhodnoceni funkce. Vysledkem kazdého béhu algo-
ritmu je bud nula (algoritmus naSel spravné feSeni) nebo kladna hodnota
u uloh, kdy spravné reseni nalezeno nebylo. Obvyklou podminkou je, ze béhy
algoritmil jsou nezavislé, generator ndhodnych cisel je na zacatku kazdého
béhu inicializovan ,seminkem® odvozenym z aktualniho strojového casu.

3. Navrh simulac¢niho pokusu

Cilem simula¢niho experimentu bylo zjistit rozdily v rozhodovani pfi vyu-
ziti dvouvybérového (rank-sum) a parového Wilcoxonova (signed-rank) testu
v hodnoceni uc¢innosti dvou stochastickych algoritmt, ALG1 a ALG2. V kaz-
dém simula¢nim kroku generujeme dva vybéry o rozsahu n ze dvou rozdéleni
chyb funkénich hodnot odpovidajicich vykonnosti kazdého z algoritmii. Roz-
déleni je specifikovano dvéma vstupnimi parametry SR a p, urcujicimi prav-
dépodobnost vyskytu nulovych hodnot a stfedni hodnotu generovanych klad-
nych chyb. Hodnoty chyb jsou generovany takto:

0, kdy# U;(0,1) < SR,
X; = (3)
U;(0, 2u)  jinak, i=1,2,...,n,

kde U; znaci ndhodné ¢islo generované z rovnomérného spojitého rozdéleni
s parametry uvedenymi v zavorkach.

Experimenty byly provedeny pro tfi po¢ty opakovani béht algoritmu (ve
statistické terminologii t¥i rozsahy vybeéri, ve vysledcich oznacenych symbo-
lem n) obvykle uzivanych v experimentalnim porovnavani dvou algoritmu
a pét urovni hodnot SR.

Tabulka 1: Cetnosti sledované v simula¢nich experimentech.

Test rank-sum

Test Rozhodnuti A R
signed-rank A (accept HO) a b
signed-rank R (reject HO) c d

Vysledek dvouvybérového Wilcoxonova testu nezavisi na poradi hodnot
ve vybéru, zatimco vysledek parového testu je na potradi hodnot zavisly, viz
napf [1]. Dvojice vybéru je porovnana Wilcoxonovym dvouvybérovym a pa-
rovym testem. Poradi hodnot druhého vybéru je pak jesté 999krat nahodné
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permutovano a pro kazdou permutaci je vyhodnocen parovy Wilcoxontiv test.
V kazdé sérii simulacnich experimentt (tj. pro kazdou kombinaci hodnot n
a SR) bylo provedeno 1000 takovych kroki, tj. tisic generovani vybéru ze
dvou rozdéleni odpovidajicich vykonnosti kazdého z algoritmt. Zaznamena-
vany byly pocty rozhodnuti prijeti ¢i zamitnuti nulové hypotézy na hladiné
vyznamnosti 0,05 ve ¢lenéni uvedeném v tabulce 1. Kromé toho byl sledovan
i pocet zamitnuti nulové hypotézy dvouvybérovym testem (ns) v tisici simula-
¢nich krocich a primérny pocet zamitnuti nulové hypotézy parovym testem
(np), ktery je pocitan z poctu zamitnuti pro kazdou dvojici vybéra. Tyto
hodnoty jsou obsazeny v tabulkach vysledkt simulace. Z navrhu simula¢niho
experimentu je zfejmé, ze soucet a+b+c+d = 1000 x 1000 = 1 x 10°. Z cet-
nosti jsou pak vyhodnoceny odvozené charakteristiky, a to falesna pozitivita,
tj. relativni cetnost zamitnuti nulové hypotézy parovym testem v situaci, kdy
dvouvybérovy test nulovou hypotézu nezamita

FP (%) =100 —

(4)

a+c
a shoda klasifikace, tj. relativni ¢etnost shodnych rozhodnuti obou testt

a-+d
a+b+c+d

S (%) =100 (5)

Simulovany byly tii situace lisici se v rozdilech vykonnosti algoritmi
ALG1 a ALG2. Pro rozsahy vybéru a hodnoty SR uvedenych v tabulkach 2—4
jsou hodnoty nalezené chyby funkce generovany podle (3):

Simulace 1 — Oba algoritmy maji shodnou vykonnost, rozdily jsou pouze
nahodné, © = 5 pro oba algoritmy.

Simulace 2 — Oba algoritmy maji stejnou hodnotu SR, ale stfedni hodnota
chyby ALG2 je polovi¢ni, y =5 u ALGl a p = 2,5 u ALG2.

Simulace 3 — ALG2 je lepsi jak co tspésnosti nalezeni spravného feseni, tak
co do hodnoty nalezené chyby. Ma vétsi SR a mensi stfedni hodnotu
chyby nez ALG1, . =5 u ALG1, u ALG2 je u = 4 a SR o 0,05 vétsi
nez u ALG1, u kterého SR ma hodnotu z tabulky 4.

4. Vysledky simulac¢nich experimentt

Vysledky simulacnich experimenti jsou uvedeny v tabulkdch 2-4. Hodnoty
FP vétsi nez 10 % a hodnoty S mensi nez 90 % jsou zvyraznény.
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Z tabulky 2 vidime, ze vysledky obou testli se nijak dramaticky nelisi,
falesné pozitivita nedosahuje ani 2,5 % a shoda rozhodnuti je ve vS8ech pfi-
padech vétsi nez 95 %. Také pocty zamitnuti nulové hypotézy kolisaji okolo
ocekavané hodnoty 50, u parového testu maji tyto pocty vétsi rozptyl.

Vysledky v tabulce 3 ukazuji, ze rozhodnuti podle vysledku testti se pod-
statné lisi. Falesné pozitivita parového testu dosahuje vétsinou desitky pro-
cent a v nékolika piipadech je dokonce vysoce nad 50 %. Podle poc¢tu zamit-
nuti ny a n, vidime, jak sila testt klesa s rostouci hodnotou SR.

V tabulce 4 vidime rostouci rozdily v rozhodovani testi s rostoucim rozsa-

hem vybéru, u n = 100 faleSné pozitivita presahuje 12 % a shoda rozhodovani
klesa pod 90 %.

5. Zavér

Vysledky simula¢niho experimentu potvrdily ocekavani, ze vysledky rozho-
dovani zalozené na Wilcoxonové parovém testu se lisi od vysledkt testu dvou-
vybérového. V nékterych situacich dokonce jsou rozdily velmi podstatné, kdy
shoda rozhodovani klesd pod 80 % a falesnd pozitivita presahuje 50 %.

Podékovani

Dékuji obéma mné nezndmym recenzentiim za povzbudivé poznamky a pre-
devsim za uzitecné pripominky, které prispély ke zlepseni vysledného textu
¢lanku.
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PROBLEM NENALEZENYCH CHYB - NETRADICNI
POZVANKA NA KONFERENCI ROBUST

PROBLEM OF HIDDEN MISPRINTS - AN UNUSUAL
INVITATION TO THE ROBUST CONFERENCE

Ondrej Vencalek

Adresa: Katedra matematické analyzy a aplikaci matematiky, PfF, Univerzita
Palackého v Olomouci, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc

E-masil: ondrej.vencalek@upol.cz

Abstrakt: Resime nasledujici tlohu: Kolik chyb obsahuje text, v némz prvni
oponent objevil 32 chyb a druhy oponent 23 chyb, pricemz 16 chyb nasli oba
recenzenti? Ukazujeme odhad celkového poc¢tu momentovou metodou a me-
todou maximalni vérohodnosti. A ukazujeme, jak tiloha souvisi s konferenci

Robust 2018.

Klicova slova: Robust 2018, momentova metoda, metoda maximalni véro-
hodnosti.

Abstract: We are dealing with the following problem: Estimate the total
number of misprints in a text which was reviewed by two independent re-
viewers who found 32 and 23 misprints, respectively. The number of misprints
found by both reviewers was 16. We show the moment method estimator as
well as the maximal likelihood estimator. Finally, we show how the problem
relates to the Robust 2018 conference.

Keywords: Robust 2018, method of moments, maximal likelihood estima-
tion.

1. Uloha, ktera motivovala vznik tohoto pfispévku

Uloha, o které pojednava tento piispévek, byla FeSena jiz pied vice nez sto
lety. Témér sto let je také znamo jeji feseni. To je dnes vyuzivano fadou
védnich obori. Ani pro statistiky neni tloha uzavienou kapitolou, o ¢emz
svédci fada pomérné novych ¢lankt vénovanych tomuto tématu. O jaké tloze
je rec¢? Jeji zadani bude hned nasledovat. Jméno, pod kterym je zndma nejen
statistické komunité, v§ak prozradime az v zévéru. Ctenaii rovnéz zatim po-
nechavame jako hadanku otazku, jak tato tloha souvisi s konferenci Robust
2018. Napovime jen, Ze odpovéd tzce souvisi s mistem, kde se bude konference
konat.

V knize Sto duleZityjch véci, které nevite (a ani nevite, Ze je nevite) vy-
pravi John D. Barrow néasledujici pribéh. ,Na Den nezavislosti 4. cervence

11
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1977 se dobfe pamatuji. [...] obhajoval jsem v Oxfordu svoji diserta¢ni praci.
Nezavislost, i kdyz zcela jiné povahy, se toho dne opravdu projevila. Prvni
otazka, kterou mi zkousejici polozili, se totiz viibec netykala kosmologie, o niz
mé prace pojednavala. Slo v ni o statistiku. Jeden oponent prigel v mé praci
na 32 preklepu (byly to ¢asy pred nastupem textovych editori a programu
pro kontrolu pravopisu), zatimco druhy jich nasel 23. Otéazka znéla: kolik je
tam asi chyb, které neobjevil ani jeden z nich? Po chvili srovnavani poznamek
na papirech se ukazalo, ze 16 chyb nasli oba oponenti. Je zajimavé, ze k odpo-
védi uz nam tato dodatecna informace staci, alespon pokud predpokladame,
ze oba oponenti pracuji na sobé nezévisle [...]“.

2. Prvni reseni

Pocet chyb odhalenych prvnim oponentem, oznac¢me jej X;, mizeme pova-
zovat za ndhodnou veli¢inu s binomickym rozdélenim s parametry n (celkovy
pocet chyb) a p; (prevdépodobnost odhaleni chyby prvnim oponentem; stejna
pro vSechny chyby). Analogicky pocet chyb odhalenych druhjym oponentem
X9 ma binomické rozdéleni s parametry n a po. Veliciny X; a Xo pokladame
za nezavislé. Pocet chyb nalezenych obéma oponenty méa pak binomické roz-
déleni s parametry n a pips. Tento model vySe popsané situace ma tedy tti
neznamé parametry: pi;, p2 a n. Pravé parametr n nas zajima nejvice. Mame
pritom k dispozici realizace vSech tii vyse uvedenych nahodnych veli¢in, které
oznacujeme i, T2 a Y.

Nejjednodussi zplisob odhadu parametrt je tzv. momentovou metodou.
Plati

EX; = np1, proto np1 = x1, a tedy p1 = x1/7, (1)
EXs = npy, proto nps = x2, a tedy pa = x2/n. (2)

Téchto odhadt vzuzijeme pri odhadu parametru n:

EY = npips, proto npip2 =y (3)
a odtud
n=(r172)/y. (4)
Dosazenim rovnosti (4) do vztahi (1) a (2) pak dostavame
P =y/x2, (5)
P2 =y/z1. (6)

Stoji za povSimnuti, ze tspésnost prvniho oponenta pii hledani chyb odha-
dujeme tak, ze vezmeme v tvahu jen chyby nalezené druhym oponentem
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a divame se, jakou cast z nich objevil i prvni oponent. Tim vyfesime problém
neznalosti celkového poc¢tu chyb v textu. Analogické tvrzeni bychom mohli
vyslovit i pro odhad tspésnosti druhého oponenta.

Po dosazeni hodnot uvedenych v zadéani (z; = 32, zo = 23, y = 16)
do vyse uvedenych vzorci dostaneme odhad celkového poctu chyb v textu
n = 46. Odhadujeme, Ze v praci bylo celkem 46 chyb, z nichZ oba oponenti
objevili 16 chyb, dalsich 16 (= 32 — 16) objevil jen prvni oponent, dalich 7
(= 23 — 16) objevil jen druhy oponent a zbylych 7 chyb (=46 — 16 — 16 — 7)
neobjevil ani jeden z oponent.

3. Druhé reseni

Momentova metoda byva doporucovana pro ziskani pocatec¢nich odhad, sta-
tistici vSak vétSinou davaji pfednost metodé maximalni vérohodnosti. Je to
snad dano také tim, ze obvykle zname asymptotické chovani maximalné vero-
hodnjch odhadi.

Musime si vsak uvédomit, ze v nasem pripadé podminky véty o asympto-
tické normalité maximélné vérohodnych odhadua (viz [2], véta 7.100) nejsou
splnény, nebot zjevné mnozina bodi, na niz je vérohodnost nenulova, zavisi
na odhadovaném parametru n (je-li napf. n = 50, je pravdépodobnost, Ze
X1 =32, X9 = 23, Y = 16 nenulova, pokud by ovsem n = 10, byla by
pravdépodobnost tohoto vysledku nula).

Presto zkusime maximéalné vérohodny odhad celkového pocétu chyb n vy-
pocitat a porovnat jej s odhadem momentovou metodou. Jak ale vypada
vérohodnostni funkce? Nemiizeme pouzit soucin vérohodnosti pro veli¢iny
X1, X9 aY, nebot ty nejsou vzajemné nezavislé. Proto budeme nyni postu-
povat jinak. RozlisSujeme ¢tyfi druhy chyb v textu:

e chyby objevené prvnim i druhym oponentem (Y),

e chyby objevené pouze prvnim oponentem (X; —Y'),

e chyby objevené pouze druhym oponentem (Xy —Y),

e chyby, které neobjevil ani jeden z oponentt (n — X; — Xo +Y).

V okamziku, kdy uz je text napsany, ale text jeSté necetli oponenti, je n
pevné dand (byt ndm nezndmd) konstanta, a poéty chyb jednotlivych typu
(Y, X1 =Y, Xo—Y, n— X; — Xo+Y) miizeme poklddat za ndhodny vektor
s multinomickym rozdélenim s parametry n a (p1p2, p1(1 — p2), (1 — p1)p2,
(1 — p1)(1 — p2)). Nyni uz je zfejmé, jak vérohodnostni funkce vypada. Ma
podobu:
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( | ) n!
L(n,p1,p2|z1,22,y) = X
yl(z1 —y)(z2 — ) (n — 21 — 2 + y)!

X (p1p2)? x (p1(1 —p2))™ ™% x (1 = p1)p2)™ ¥ x
X (1 —p1)(1 —po))~ "1 %2FY

Urceme tedy maximalné vérohodny odhad parametru n. Je pritom po-
treba postupovat opatrné. V mnoha ulohach je totiz n pevné dané, v kte-
rémzto pripadé€ je prvni c¢len soucinu kladnou konstantou a nehraje proto
pri hledani maxima zadnou roli. V nasi tloze je vsak n nezndmym paramet-
rem, a proto nemuzeme prvni ¢len vynechat. Vérohodnostni funkci mtizeme
zjednodusit nasledujicim zpisobem:

n! T €T n—x n—x
L(n7p17p2)0< (n—xl—x2+y)'p11p22(1_p1) 1(1_p2) 2. (7)

Obvyklym postupem, kdy vérohodnost nejprve zlogaritmujeme, poté vypoci-
dame parcidlni derivace podle parametri p; a ps a ty pak polozime rovny
nule, dostaneme odhady pravdépodobnosti

]/9\1 — xl/ﬁa

ﬁgzxz/ﬁ.

Vidime, zZe jsme dosli ke stejnym rovnostem jako u momentové metody, viz (1)
a (2). Zatim v8ak nevime, jestli bude stejné odhadnut také parametr n. V tom
pripadé by byly odhady vSech tfi parametri stejné pro metodu maximalni
verohodnosti jako pro momentovou metodu. Nyni tedy potfebujeme najit
hodnotu n € N maximalizujici vyraz (7). K tomu sta¢i maximalizovat ¢leny
zavisejici na n, tedy

n!

fn) = oy (=)= )"

Podil dvou po sobé jdoucich prvki posloupnosti { f(n)}, oy je roven

f) _ m
fln—=1) n—zy—z2+y

(1 —p1)(1 = p2). (8)

Pro n > z1 + x5 — y (vime, Ze celkovy pocet chyb nemuze byt mensi nez
pocet jiz objevenych chyb, ktery je roven xq + xo — y) je podil (8) klesajici
funkci proménné n. Nas zajima, pro které hodnoty je tento podil vétsi nez 1,
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nebot aZ po tento bod hodnoty posloupnosti { f(n)} rostou. ReSenim pomocné
rovnice f(n)/f(n — 1) = 1 dostdvame n = (z122)/y. Pokud je tato hodnota
celociselna, jde o maximalné vérohodny odhad, zaroven je vSsak maximalné
vérohodnym odhadem také hodnota o jedni¢ku nizsi, nebot f(n) = f(n—1).
Pokud je podil (z1x2)/y necelo¢iselny, vezmeme za odhad nejblizsi celé ¢islo
mensi nez tato hodnota. Vidime, Ze jsme metodou maximalni vérohodnosti
dospéli ke stejnému vysledku jako momentovou metodou, ale zaroven jsme
ukézali, ze odhad 7 — 1 je stejné vérohodny. Rovnéz jsme zjistili, jak by mél
odhad vypadat, je-li souin (x1x2)/y necelociselny.

4. Treti reseni
K odhadu n = x125/y bychom mohli dospét také nasledujici intuitivni tva-
hou.

Celkovou uspésnost prvniho oponenta pti hledani chyb lze vyjadrit po-
dilem jim odhalenych chyb, tj. z1/n. Omezime-li se nyni na chyby odhalené
druhym oponentem, mitizeme tspésnost prvniho recenzenta vyjadrit podilem
y/xo. Predpokladame-li, ze recenzenti pracuji nezavisle a kazdou chybu odhali
se stejnou pravdépodobnosti (tento druhy predpoklad je diskutabilni a exis-
tuji modely, které se mu vyhybaji), miZzeme pokladat celkovou uspésnost
prvniho oponenta a jeho tispésnost na urcité ¢asti za sobé rovné, tedy

n Ty

Odtud jiz primo plyne odhad celkového poc¢tu chyb v podobé n = x1x5/y.

5. Asymptotika maximalné vérohodného odhadu

V této kapitole budeme vysetrovat vlastnosti odhadu celkového poc¢tu chyb
v podobé n = (X7;X3)/Y. Nejprve si povSimnéme, %e ndhodné veli¢ina Y
oznacujici pocet chyb objevenych zaroven obéma oponenty mtze s nenulo-
vou pravdépodobnosti nabyvat hodnoty 0. V tom pripadé vsSak neni podil
ve vztahu pro n definovan. Omezime se proto na vySetfovani asymptotic-
kého chovani tohoto odhadu, nebot s rostoucim poc¢tem pozorovani jde (za
predpokladu 0 < p1, ps < 1) pravdépodobnost jevu [Y = 0] k nule.

Jak jsme jiz zminili v ivodu sekce 3, nemiizeme se pri vysetrovani vlast-
nosti odhadu celkového poc¢tu chyb optit o bézné pouzivanou vétu o asympto-
tickém rozdéleni maximalné vérohodnych odhadt. Situace vSak neni bez-
nadéjnd. MiZeme pouzit mnohorozmérnou centralni limitni vétu (analogii
Moivre-Laplaceovy véty pro binomické rozdéleni pouzitou na multinomické
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rozdéleni) a asymptotické rozdéleni odhadu n néasledné odvodit pomoci delta-
metody. Tento postup si nyni ukézeme.

Uvazujme nédhodny vektor Y = (Y7,Y5,Y3,Y,) s multinomickym roz-
délenim s parametry n a @ = (7,...,74)". Odhadnéme pravdépodobnosti
7 pomoci relativnich ¢etnosti 7 = Y /n. Z mnohorozmérné centralni limitni
véty plyne

Jn(@-m) 53 N0,%), kdeX = diagm — .

Podoba asymptotické variancéni matice vychazi z podoby varianéni matice
multinomického rozdéleni.

Delta-metoda popisuje asymptotické rozdéleni transformace vektoru r;
tu zde budeme oznacovat g(7). Pouzitim delta-metody ziskdme nésledujici
vlastnost:

~ D
Vn(g(m) —g(m)) = N(0,d'Ed), (9)
/
kde d = (%Lﬂ’:), e %) . Vice o mnohorozmeérné centralni limitni véteé

a delta-metodé lze nalézt v kapitole 14 monografie [1]. Nyni je tfeba tuto
obecnou teorii pouzit na nas specialni pfipad. Vném Y = (Y1,...,Yy) =
(Y, Xl —Y, XQ—Y, TL—Xl —X2—|—Y)/, odtud Y = Yl, Xl = Y1—|—Y2,
X9 =Y; +Y3. Nas zajimaji asymptotické vlastnosti odhadu

X1Xo

n = % 3

ktery muzeme vyjadrit jako funkci proménné n a odhadu =:

n=

(1 2)(1 3):Y1—{—Y2+Y3—|— 23:71, T + 7o + T3 + /2\3 .
Yy Y; ™

Odtud pfimo plyne, ze odhad 7 mizeme vyjadrit pomoci funkce g(-) defino-

vané predpisem
ToT
g(m) =71+ mo + 73+ ;37 (10)
1

a to jako
n =ng(m). (11)

Mohlo by se zdat podivné, Ze se v rovnici (11) vyskytuje na pravé strané ne-
znamy parametr n. To vSak nevadi, nebot pro vypocet odhadu se tento vzorec
stejné nepouzije (pouzivame jiz diive odvozeny vztah (4)). Vztah (11) pouzi-
jeme pouze k odvozeni asymptotického vychyleni a asymptotického rozptylu
odhadu 7n.
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Vyuzijeme-li vztahy mezi jednotlivymi pravdépodobnostmi p platné pro
nas pripad, tj. rovnosti

T = p1p2, T2 = p1(1 —p2) a w3 = (1 — p1)po, (12)

snadno s pouzitim vztahu (9) nahlédneme, ze odhad 7 je asymptoticky ne-
vychyleny. Mame-li dost trpélivosti k nasobeni matic, pfipadné mame-li po
ruce software typu Mathematica, neni problém vypocitat asymptoticky roz-
ptyl odhadu n. Staci spocitat vektor d parcidlnich derivaci funkce g(-) dané
vyrazem (10) podle jednotlivych parametri, dosadit jej do vyrazu pro rozptyl
ve vztahu (9) a vysledek poté zjednodusit pouzitim rovnosti (12). Pro velké
hodnoty n plati priblizné

V&I‘(ﬁ) s n(l _pl)(l _p2) .

p1p2

Pouzijeme-li odhady parametrt p;, ps a n odvozené v kapitole 3, dostaneme

~\ r122(71 — Y) (72 — Y)
n) ~ 7 :

va(

Dosazenim hodnot ze zadani a pouzitim asymptotické normality bychom
mohli zkonstruovat priblizny 95% interval spolehlivosti. Ten bude mit po-
dobu (37, 55). Vime vsak, ze oba oponenti nasli 1 +xs—y = 39 chyb a spodni
hranice intervalu je tedy ,mimo“. Smysluplnéjsi by zfejmé bylo urcit horni
odhad celkového poc¢tu chyb, tedy hodnotu, kterou s predem danou velkou
pravdépodobnosti skutecny celkovy pocet chyb neprevysuje. Tato hodnota
vyjde 53,4. Abychom nesnizili hodnotu spolehlivosti pod 95 %, zaokrouhlime
toto ¢islo nahoru. V nami studované situaci jsme si tedy dosti jisti, ze celkovy
pocet chyb neni vyssi nez 54.

6. Jak reSena uloha souvisi s Robustem 2018

Mnohy ¢tendr jiz jisté poznal, Ze nami reSeny problém je vlastné tiloha znama
jako capture-recapture (,,odchyt a opétovny odchyt*). Pod timto nézvem se
skryva zpusob odhadu velikosti celé populace (v nasem pfipadé ,populace
chyb*) pouzivany casto napiiklad zoology. Postup je nésledujici: Odchytime
¢ast jedinci (nevime, jak velkou) a ty oznacime. Jejich pocet je x1. V nasi
uloze jsou témito jedinci ,,chyby odchycené prvnim oponentem®. Tyto jedince
pak opét vypustime a po case provedeme opétovny odchyt, tj. recapture.
Tomu odpovida situace, kdy nechame ,odchytavat chyby druhym oponen-
tem“. Pocet jedincii odchycenym v druhém odchytu je x5. Nyni zjistime,
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kolik z jedinct odchycenych pri druhém odchytu bylo oznacenych. Tim, ze
byli oznaceni, vime o nich, ze byli polapeni i pfi prvnim odchytu. Jejich pocet
je y. Nyni jiz stojime pred ulohou popsanou v tvodu tohoto ¢lanku. Rozdil
je snad jen v tom, Ze nejjednodussi capture-recapture model predpoklada
stejnou pravdépodobnost odchytu jedince pfi prvnim a pii druhém odchytu,
tj. p1 = p2. Tento predpoklad by byl u oponentt hledajicich chyby casto
zpochybnitelny. Jak je vidét, k vyreSeni lohy neni potiebny.

Naopak tiloha se da dale zobecnovat pro vice nez dva odchyty, kde v kaz-
dém odchytu je jind pravdépodobnost, ze bude jedinec odchycen (jde o mo-
dely uvazujici v case rtiznou pravdépodobnost odchyceni — time-dependent
capture probability). Dokonce se da obejit i bez predpokladu, Ze je pravdé-
podobnost odchyceni jedince v daném odchytu stejnd pro vsechny jedince.
Potreba takovéhoto zobecnéni vychazi z pozorovani realného chovani odchy-
cenych zvirat. Nektera z nich vykazuji pri dalSim odchyceni vyssi pravdépo-
dobnost odchytu (mluvi se u nich o trap-happiness), jind naopak se po odchy-
ceni pastem vice vyhybaji a pravdépodobnost jejich znovuodchyceni je proto
mensi (tuto vlastnost nazyvaji ekologové trap-shyness). Jista tfida capture-
recapture modeld proto zohlednuje skutecnost, ze pravdépodobnost opétov-
ného odchyceni zavisi na chovani zvirete a uvazuji proto tzv. behavioural
capture probability. Vice informaci se o téchto modelech mtiizeme dozvédét
napft. z publikace [6].

Jestlize jsme na zacatku tvrdili, ze tuloha, kterou zde rozebirdme, byla
feSena jiz pred vice nez sto lety, méli jsme tim na mysli skutecnost, ze jiz
na konci 19. stoleni pouzil metodu odchytu a oznaceni ryb k odhadu veli-
kosti jejich populace dénsky biolog Carl Georg Johannes Petersen [7]. Me-
toda odhadu byla popsana v roce 1930 Frederickem Charlesem Lincolnem (je
velmi pfijemné listovat zazloutlymi strankami jeho ¢lanku [5] alespon v je-
jich digitalni podobé dostupné na strance https://archive.org/details/
calculatingwater118linc). Odhad velikosti celkové populace v podobé po-
dilu (4) se na jejich pocet nazyva Lincolnoviv-Petersoniv odhad. Asympto-
tické vlastnosti popsané v kapitole 5 odvodil jiz v 50. letech 20. stoleti
Darroch [4]. Zminme zde jesté alespon modifikaci Lincolnova-Petersonova od-
hadu, kterou v roce 1951 navrhl Chapman [3], ktery vyftesil problém mozné
nulovosti hodnoty ve jmenovateli (4) tim, ze k hodnoté Y pficetl jednicku
a ukazal pak, ze odhad

ﬁ_(X1+1)(X2+1)_1
N Y +1

ma jen velmi malé vychyleni.
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A jak celé dloha souvisi s Robustem? Oblibena konference se v roce 2018

uskutecni v obci Rybnik (na Domazlicku). Takze at uz bude tkolem stano-
vit celkovy pocet kapri v rybnice nebo celkovy pocet ucastnikti konference,
capture-recapture modely se mohou hodit.
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Zpravy a informace

hPHY
WE

ROBUST 2018

1. oznameni

Vazené kolegyné, vazeni kolegové,

ve dnech 21. ledna (nedéle) —26. ledna (patek) 2018 se v rekreaénim zafizeni Rybnik, nachdzejicim se na rozmezi
Sumavy a Ceského lesa, uskuteéni jubilejni dvacaté zimni skola JCMF ROBUST 2018. Tato akce je organizovana
skupinou pro vypoéetni statistiku CMS JCMF za podpory CStS a KPMS MFF UK. ROBUST 2018 bude vénovan,
tak jako vzdy, predevsim modernim trendim matematické statistiky, finanéni matematiky, optimalizace, teorie
pravdépodobnosti a analyzy dat. Nabidku k pfedneseni zvanych prednédsek pfijali (abecedné a bez titulu):

Eva Fiserova, Univerzita Palackého, Olomouc;

Jan Hanousek, CERGE-EI, Praha;

Jan Macutek, Univerzita Komenského, Bratislava
Zbynék Pawlas, MFF UK, Praha;

Miroslav Singer, Generali CEE Holding.

Nechte se prekvapit, dalsi intenzivni jednéni probihaji.

Vedle zvanych prednasek se jako vzdy pocita se sdélenimi ticastniku. Pro doktorandy a studenty pfipravujeme opét
posterovou sekci spojenou s tstni prezentaci. Jeden vecer bude vénovan diskusi o novych trendech okolo nas.

Datum a misto kondni: 21. ledna (nedéle) —26. ledna (patek) 2018, rekrea¢ni zafizeni Rybnik, Rybnik 43,
34525 Hostoun; http://wuw.rybnik-ceskyles.cz; GPS 49°30/80265"” N, 12°40'65457"E.

Ubytovdni: Ve dvou a tii luzkovych pokojich. Pro zdjemce zajistime za piiplatek ubytovani jiz od soboty
20. ledna 2018.

Stravovdng: Celodenni (nedéle obéd — patek obéd).

Sportovné-kulturni program: Na stfedu odpoledne planujeme vylet. Nezapomente na bézky a na potadné
turistické oblec¢eni a vybaveni. Budeme ve skutecné prirodé, kde byl oficidlnim méfenim prokdzan nejcistsi
vzduch sttedni Evropy.

Technické vybavend: K dispozici bude notebook, zpétny i datovy projektor, tabule a internetové wifi ptipojeni
s limitovanou rychlosti.

Abstrakt: Abstrakt v TpXu ve formé zdrojového textu spolu s pdf souborem vlozte pies Vasi registraéni
stranku na adresu robust.nipax.cz nejpozdéji do 31. fijna 2017.

Stipendia: Ceska statisticka spoleénost vypsala nékolik stipendii. Podrobnosti na adrese www.statspol.cz.
Konferenéni poplatek: 4000 K¢. Pro studenty fadného studia a interni postgradudlni studenty bez vedlejsiho
tuvazku 3600 K¢. Konferenéni poplatek zahrnuje ubytovéani, stravu a naklady organizac¢niho vyboru.
Bankouni spojent: Cislo ictu 2001215985/2010 u Fio banka, a.s. IBAN: CZ77 2010 0000 0020 0121 5985
BIC: FIOBCZPPXXX Pifjemce: Ceskd matematickd spolecnost, sekce Jednoty Ceskych matematikii a fy-
ziku, Zitna 609/25, 11000 Praha 1. Variabilni symbol je 20185xxx, kde xxx si zvolte sami, nezapomernte
zapamatovat a vlozit do Vasi registracni stranky!

Pozndmky k placens: Jako informaci pro pifjemce platby prosim uvedte Vase jméno, piipadné instituci.
Danovy doklad obdrzite béhem konference. Pokud potiebujete zalohovou fakturu diive, naptiklad kvuli
moznosti Vadi i¢ast proplatit, obrafte se na pani L. Naxerovou (naxerova@karlin.mff.cuni.cz). Budete-li
platit az na misté, dohodnéte se s nami prosim predem, abychom zajistili ubytovani a stravu.

Storno poplatky: Pti zaplaceném konferenénim poplatku a odieknuti ucasti:

— Pii odieknuti ticasti pred 10. lednem 2018 ¢in{ storno poplatek 15 %.

— Pfi odfeknuti ucasti 10. ledna 2018 ¢i pozdéji ¢inf storno poplatek 50 %.

— Nedostavi-li se tcastnik, storno poplatek ¢ini 100 %.

Pro stanoveni data pro zruseni tcasti je rozhodujici datum informujici o zruseni icasti.

Dalsi oznameni: Veskeré informace budou zvefejiovany na www.karlin.mff.cuni.cz/~antoch, a dle potfeb
distribuovany bud e-mailem nebo klasickou postou.

Adresa pro korespondenci: ROBUST 2018, MFF UK, KPMS, Sokolovska 83, 18675 Praha 8 — Karlin, tel.
221913 275; e-mail antoch@karlin.mff.cuni.cz.

Prihldska o registrace: Zaregistrujte se prosim, a nezpomente vlozit abstrakt Vasi prednédsky, nejpozdéji
31.7ijna 2017 na adrese http://robust.nipax.cz. Pro ty, ktefi se zucastnili predchozich Robustt, jsme
zachovali jiz diive vlozené osobni tidaje. Zkontrolujte je a v ptipadé zmén opravte. Pti jakychkoliv potizich
s registraci se prosim obrafte na kolegu Dohnala (dohnal®@nipax.cz).

Na setkéani se tési: J. Antoch, G. Dohnal, D. Hlubinka, a ucastnici. V Praze 6. dubna 2017
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