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Abstrakt: Na dvou ulohach ¢lanek ukazuje, jak lze pomoci R tesit zakladni
problémy nelinearni regrese: odhad parametrii, intervaly spolehlivosti, repa-
rametrizace a miry krivosti.

Klicova slova: nelinearni regrese, interval spolehlivosti, reparametrizace,
miry krivosti.

Abstract: On two tasks article demonstrates how to use R to solve basic
nonlinear regression problems: estimation of parameters, confidence intervals,
reparametrization and curvature measures.

Keywords: nonlinear regression, confidence interval, reparametrization, cur-
vature measures.

1. Uvodem

Nelinearni regrese mne doprovazi drahna desetileti. Kdysi jsem délal pro
docenta Jankti z Farmakologického tstavu spoustu kompartmentovych mo-
delt, také jsem pocital néco pro svoji zndmou z Ustavu hematologie a krevni
transfuse. Konecné, jesté predloni jsem o regresi, i nelinedrni, prednasel stu-
denttim. Tak bych rad doplnil ¢lanek brnénskych kolegt [2] o dalsi pohled.
Vede mne k tomu i zkusenost s balikem R, bez kterého si uz nedovedu svoji
praci ani predstavit. Dovolte mi tedy, abych jako dalsi cviceni udélal tomuto
baliku néjakou dalsi reklamu.

2. Bodovy a intervalovy odhad

V prvnim ptikladu ¢lanku se jedna o zavislost poctu bakterii na case, predpo-
klada se zavislost tvaru y = exp(8y + S1x). Autori hledaji odhad parametru
pomoci postupné zdokonalovanych linearnich aproximaci nelinearni regresni
funkce, pricemz aproximace zlepsuji pomoci vah. K odhadu parametri pou-
zijeme tentokrat primo proceduru nls() ze standardni R knihovny stats.
Musime zvolit vychozi aproximace odhadti, ale vzhledem k malé nelinearité
tlohy (vratime se k ni pozdéji) na této volbé ptilis nezélezi:
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> library(stats)

> x <- c(2.5, 2.8, 5.4, 6.5, 9.2, 9.5, 11, 13.3, 14.6, 16.4)
>y <- c(3.03, 6.213, 13.91, 19.305, 27.037, 27.381, 49.845,
+ 55.069, 55.453, 75.943)
> all <- nls(y~exp(bO+bl*x),start=c(b0=0.5,b1=1))
> summary(all)

Formula: y ~ exp(bO + bl * x)
Parameters:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
b0 2.01985 0.23152 8.724 2.33e-05 ***
bl 0.14265 0.01644 8.679 2.42e-05 *x*x*

Signif. codes: O ‘**%’ 0.001 ‘*xx’ 0.01 ‘x’ 0.05 “.” 0.1 ¢ ’ 1
Residual standard error: 6.472 on 8 degrees of freedom

Number of iterations to convergence: 18
Achieved convergence tolerance: 2.522e-06
> deviance(all)
[1] 335.0784

(Pfipomenime, Ze funkce deviance() poskytuje v ptipadé linearni ¢i ne-
linearni regrese rezidualni soucet ¢tvercu.) SkuteCnost, ze jsme potiebovali
18 iteraci neni podstatna. V porovnani s ¢lankem [2] jsme dostali vysledné
odhady az po 18 iteracich, ale mame o téchto odhadech vice informaci. Od-
hady jsou velice podobné, rezidualni soucet ¢tverci je v zobrazené presnosti
stejny. Snadno vsak dostaneme také intervaly spolehlivosti pro oba odhady:

> confint(all)

2.5% 97.5Y%
b0 1.4527257 2.4774009
bl 0.1091964 0.1816406
Jsou prakticky stejné, k jakym dosli autofi ¢lanku [2], nejsou vSak zavislé
na simulacich. Nejde o primitivni intervalové odhady zalozené na stfednich
chybach odhadt parametri, ty bychom dostali napriklad pomoci

> SE = summary(all)$coefficients/[,2]

> tKrit = qt(0.975, summary(al1)$df[2])

> CI = cbind(coef(all),SE) *jmatrix(c(1,-tKrit,1,tKrit),2,2)
> colnames(CI) = c("2.5)","97.5")

> CI
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Obrazek 1: Profilové diagramy v puvodni parametrizaci.

2.5% 97.5%
b0 1.4859564 2.5537454
bl 0.1047473 0.18056511

Funkce confint () pracuje s vysledkem procedury nls() jemnéji, pouziva
profilovou funkci [4, str. 195], kterou si pro jednotlivé parametry regresni
funkce mtzeme nechat nakreslit pomoci dvou prikazt par (mfrow=c(1,2))
a plot(profile(al2)).

Na vodorovné ose jsou hodnoty prislusného parametru, svisla osa se vzta-
huje k absolutni hodnoté profilové funkce. Carkované lze nalézt priblizné 90%
a 95% intervaly spolehlivosti. Zvlasté u odhadu parametru 3y je vidét mirné
nelinearita, ktera vede také k urcité nesymetrii intervalid spolehlivosti vzhle-
dem k bodovému odhadu.

2.1. Odhady odvozenych parametra

Pokud nas zajimaji spise odvozené parametry, totiz pocet bakterii v case 0
(vo = exp(fp), odhad oznacime Ny) a ¢as, kdy dojde ke zdvojnasobeni poétu
bakterii (€2, odhad z2), mame pred sebou dvé moznosti. Prvni znamena spoci-
tat odhady a intervaly spolehlivosti na zakladé aproximaci transformaci pa-
rametri pomoci Taylorova rozvoje:

> SE1 = c(exp(coef(all) [1])*SE[1],10g(2)/coef(all) [2] ~2*SE[2])
> odhad = c(exp(coef(al1l)[1]),log(2)/coef(all)[2])
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> tab = cbind(odhad, odhad-SE1*tKrit,odhad+SE1*tKrit)
> rownames (tab) = c("NO", "x2")

> colnames(tab) = c("odhad","2,5 }","95,5 J")

> tab

odhad 2,5 % 95,5 %
NO 7.537201 3.513131 11.561272
x2 4.859104 3.568040 6.150168

2.2. Reparametrizace

Druhou moznosti je vyjadrit regresni funkci pomoci novych parametri. Za-
vedme parametry

vo = exp(fo), &2 =1n(2)/B1.
Regresni funkce méa pak tvar y = vexp(In(2)-z/£). Podobné jako pfi puvodni
parametrizaci dojdeme k odhadim a intervaltim spolehlivosti:

> al2 <- nls(y~NOxexp(x*log(2)/x2),start=c(N0=0.5,x2=1))
> summary (al2)

Formula: y ~ NO * exp(x * log(2)/x2)

Parameters:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t]|)
NO 7.5372 1.7450 4.319 0.00255 *x
x2 4.8591 0.5599 8.679 2.42e-05 x*xx*x
Signif. codes: O ‘“*%%’ 0.001 ‘*xx’ 0.01 ‘x’ 0.05 “.” 0.1 ¢ ’> 1

Residual standard error: 6.472 on 8 degrees of freedom

Number of iterations to convergence: 14
Achieved convergence tolerance: 8.214e-06
> deviance(al2)
[1] 335.0784
> confint(al2)
2.5% 97.5%

NO 4.275679 11.910946
x2 3.816504 6.348343

Bodové odhady jsou pochopitelné stejné, jako vysly pfimym vypoctem,
stejny je i rezidualni soucet ¢tvercii. Rozdil je pouze v intervalech spolehli-
vosti, které uz nejsou symetrické kolem bodovych odhadi.
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Obrazek 2: Profilové diagramy v upravené parametrizaci.

2.3. Meéreni nelinearity

Nelinearitu je mozné mérit. K odhadu nelinearity potrebujeme pracovat s prv-
nimi a druhymi parcidlnimi derivacemi regresni funkce podle jejich parame-
tri. Nastésti nemusime derivace ruc¢né odvozovat, zpravidla to za nas R do-
kaze udélat samo:

> fcel3 <- deriv3(~exp(bO+bl*x), namevec=c("b0","b1"),
+ function.arg=function(x,b0,b1){})

> al3 = nls(y~fcel3(x,b0,bl1),start=c(b0=0,b1=1))

> summary (a13)

Formula: y ~ fcel3(x, b0, bl)
Parameters:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
b0 2.01985 0.23152 8.724 2.33e-05 *xx*x*
bl 0.14265 0.01644 8.679 2.42e-05 x*xx*x

Signif. codes: O ‘**%’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘x’ 0.05 “.” 0.1 ¢ ’ 1
Residual standard error: 6.472 on 8 degrees of freedom

Number of iterations to convergence: 18
Achieved convergence tolerance: 1.922e-06
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> deviance(al13)
[1] 335.0784

> library (MASS)
> rms.curv(al3)

0.2272
0.1218

Parameter effects: c”“theta x sqrt(F)
Intrinsic: c“iota x sqrt(F)

> confint(al3)

2.5Y% 97.5Y%
b0 1.4527257 2.4774009
bl 0.1091964 0.1816406

Procedura deriv3() pripravila vypocet nejen funkéni hodnoty nasi re-
gresni funkce, ale také zminénych prvnich a druhych parcidlnich derivaci.
Procedura rms.curv() pocitd primérnou parametrickou a primeérnou vni-
tini kiivost [4, str. 211].

R tiskne tyto hodnoty vynasobené vyrazem \/F} ,,—2(0,95), kde n je pocet
pozorovani, k pocet odhadovanych regresnich koeficientti a Fy; ,,—2(0,95) 95%
kvantil F-rozdéleni. To umoznuje porovnavat kiivost v riznych tlohach s rtiz-
nymi hodnotami k, n. Velikost obou kfivosti je v nasi tloze tolerovatelna.
Provedeme-li analogicky vypocet pro druhou parametrizaci uvazované zavis-
losti, dostaneme

> fcel4 <- deriv3("NO*exp(x*log(2)/x2), namevec=c("NO","x2"),
+ function.arg=function(x,NO,x2){})

> al4 = nls(y~fcel4(x,N0,x2),start=c(N0=0.5,x2=1))

> summary (a14)

Formula: y ~ fceld(x, NO, x2)

Parameters:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
NO 7.5372 1.7450 4.319 0.00255 *x
x2 4.8591 0.5599 8.679 2.42e-05 *x*x*
Signif. codes: O “x%xx? 0.001 “*x’ 0.01 ‘%’ 0.05 “.” 0.1 ¢ * 1

Residual standard error: 6.472 on 8 degrees of freedom

Number of iterations to convergence: 14
Achieved convergence tolerance: 8.218e-06

> deviance(al4)
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[1] 335.0784

> rms.curv(al4)

0.584
0.1218

Parameter effects: c”theta x sqrt(F)
Intrinsic: c”iota x sqrt(F)

> confint (al4)

2.5Y% 97.5Y%
NO 4.275679 11.910946
x2 3.816504 6.348343

Vnitini kiivost zavisi na tvaru regresni funkce, nezméni se, kdyz stejnou
zavislost y na x vyjadfime pomoci jiné sady parametri. Na parametrickém
vyjadreni vSak zavisi parametrickd ktrivost, ktera je tentokrat vétsi. To se
projevi i na aproximaci vychyleni bodovych odhadu. (P¥ipomenme, ze v neli-
nearni regresi odhady parametrii uz nemusi byt nestranné, jak je tomu v re-
gresi linearni.) Knihovni funkce rms . curv vSak informaci o odhadu vychyleni
neposkytuje, takze pouzijeme modifikaci uvedenou v [4, odst. A.4.7].

> source ("MODIFrms.R")
> Mrms.curv(al3)

Parameter effects: 0.1076 (max 0.1558 )
Intrinsic: 0.0577 (max 0.0942 )

Parameter effects (x sqrt(F)): 0.2272 (max 0.3289 )
Intrinsic (x sqrt(F)): 0.1218 (max 0.1989 )
Estimate Bias Rel. Bias

b0 2.02 -0.010619 -0.526 %

b1l 0.143 0.000584 0.409 %

> Mrms.curv(al4)

Parameter effects: 0.2766 (max 0.2729 )
Intrinsic: 0.0577 (max 0.0942 )

Parameter effects (x sqrt(F)): 0.584 (max 0.5763 )
Intrinsic (x sqrt(F)): 0.1218 (max 0.1989 )
Estimate Bias Rel. Bias

NO 7.537 0.121975 1.618 %

x2 4.859 0.044627 0.918 %

P1i rzné parametrizaci modelu lze porovnavat jen relativni vychyleni
(vychyleni vztazené k bodovému odhadu), které v nasem piipadé pii nové
parametrizaci zavislosti ponékud vzrostlo. Ctenar jisté zaznamenal, Ze kromé
prumeérnych kfivosti pocita modifikovana procedura také maximalni kiivosti,
které podle nékterych autortt davaji lepsi predstavu o skutecnosti.
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2.4. R najde vychozi aproximaci

A7 dosud jsme pri vypoc¢tu odhadd museli volit vychozi aproximaci. Pro
fadu uzivanych regresnich zavislosti ma R pripraveny funkce, které tuto vy-
chozi aproximaci pripravi samy. Jejich nazvy zac¢inaji pismeny SS, napriklad
SSlogist, SSmicmen, SSweibull. Je tu také pripraven postup, jak si sesta-
vit vlastni funkci se ,,samostartem. Podstatna je ¢ast initial, kde je sestro-
jena funkce, ktera dokaze z volani funkce SSinv() najit hodnoty nezavisle
i zavisle proménné a spocitad vychozi aproximaci odhadu parametri stejné,
jak to ucinili autofi ¢lanku [2] v prvnim kroku, bez pouziti vahové funkce.
Netvrdim, ze jsem tuto funkci sestavil idealné, bylo by napiiklad vhodné
ohlidat, zda jsou hodnoty vysvétlované proménné , dostatecné kladné®.

> # priprava samostartujici funkce
> SSinv = selfStart(“exp(bO+bl*x),
initial = function(mCall, data, LHS){
y = eval(LHS,data)
z = log(y)
x = eval(mCall[["x"]],data)
aa = 1lm(z"x,data=1ist (x=x,z=z))
value = c(coef(aa)[1],coef(aa)[2])
names (value) = mCall[c("bO","b1")]
return(value)
},
parameters = c("b0","b1"),
template = function(x,b0,b1){}
)

+ + 4+ + + + + + + + + 4+

Vlastni odhad je velice jednoduchy. Abychom vidéli jednotlivé aproximace
odhadu, zejména aproximaci vychozi, volbou trace=TRUE pozaddame o vypis
jednotlivych iteraci:

> summary(nls(y~SSinv(x,b0,bl),trace=TRUE))

1271.514 . 1.272561 0.204744

356.8708 : 2.142265 0.135745

335.1314 : 2.0134945 0.1431612
335.0791 : 2.0207186 0.1425862
335.0784 : 2.0197468 0.1426568
335.0784 : 2.0198653 0.1426481
335.0784 : 2.0198508 0.1426492

Formula: y ~ SSinv(x, b0, bl)
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Parameters:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
b0 2.01985 0.23152 8.724 2.33e-05 ***
bl 0.14265 0.01644 8.679 2.42e-05 ***

Signif. codes: O ‘**%’ 0.001 ‘*xx’ 0.01 ‘x> 0.05 “.” 0.1 ¢ ’> 1
Residual standard error: 6.472 on 8 degrees of freedom

Number of iterations to convergence: 6
Achieved convergence tolerance: 2.774e-06

2.5. Druhy priklad

Na rozdil od prvniho piikladu z ¢lanku [2], kdy se jednalo o proces mnozZeni,
tentokrat jde o proces hynuti. Pokles poc¢tu bakterii po aplikaci antibiotika
je dan vztahem y = 1/(8y + f1x), kde y je pocet bakterii v jednotce objemu
a x je cas. Cilem ma byt odhadnout cas, kdy dojde k poklesu poctu bak-
terii na polovinu. Odhad parametri pomoci standardni funkce nls() vyjde
samoziejmeé stejné, jako v ¢lanku [2]:

> x <- ¢(0,0.5,0.7,1,1.3,1.5,2,2.5,3,3.5,4,4.5,5,5.5,6)
>y <- c(51.3, 31.74, 23, 15.99, 8, 4.81, 4.25, 2.19, 0.25,
+ 2.23, 0.2, 1.19, 0.18, 0.31, 0.25)

> a2 = nls(y~1/(b0+b1*x°2),start=c(b0=1,b1=1))

> summary (a2)

Formula: y ~ 1/(b0 + bl * x72)

Parameters:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
b0 0.0193488 0.0004413 43.84 1.64e-15 *x*xx*
bl 0.0514099 0.0027898 18.43 1.06e-10 *x*x

Signif. codes: O ‘“**%’ 0.001 ‘*xx’ 0.01 ‘x’ 0.05 “.” 0.1 ¢ ’> 1
Residual standard error: 1.211 on 13 degrees of freedom

Number of iterations to convergence: 9
Achieved convergence tolerance: 8.102e-07
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> deviance(a2)
[1] 19.07035

Nas ale zajimaji spiSe odvozené parametry, totiz pocet bakterii v case 0
(parametr oznacime vy, odhad pak Ny) a cas, kdy dojde k poloviénimu pocétu
bakterii (parametr £;, odhad x5).

Abychom mohli urc¢it také miru nelinearity tlohy, pfipravime si opét vy-
pocet regresni funkce véetné jejich prvnich a druhych parcidlnich derivaci:

> fce21 = deriv3(~1/(b0O+bl*x*x) ,namevec=c("b0","b1"),
+ function.arg=function(x,b0,b1){})

> a21 = nls(y~fce21(x,b0,bl),start=c(b0=1,b1=1))

> summary (a21)

Formula: y ~ fce21(x, b0, bl)

Parameters:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
b0 0.0193488 0.0004413 43.84 1.64e-15 *x*x*
bl 0.0514099 0.0027898 18.43 1.06e-10 *%x*

Signif. codes: O ‘“**%’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘x’ 0.05 “.” 0.1 ¢ ’ 1
Residual standard error: 1.211 on 13 degrees of freedom

Number of iterations to convergence: 9

Achieved convergence tolerance: 8.099e-07

> deviance(a21)

[1] 19.07035

> Mrms.curv(a21)

Parameter effects: 0.0672 (max 0.091 )
Intrinsic: 0.0245 (max 0.0401 )

Parameter effects (x sqrt(F)): 0.1312 (max 0.1775 )

Intrinsic (x sqrt(F)): 0.0479 (max 0.0782 )
Estimate Bias Rel. Bias

[o]0) 0.019 9e-06 0.045 7%
b1l 0.051 7.1e-05 0.139 %
> confint (a21)

2.5% 97.5%

b0 0.01844556 0.02033899
bl 0.04585718 0.05769751

10
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Provedeme-li analogicky vypocet pro druhou parametrizaci uvazované za-
vislosti, dostaneme

> fce22 = deriv3(“cl*c2*c2/(c2*c2+x*x) ,namevec=c("c1","c2"),
+ function.arg=function(x,c1,c2){})

> a22 = nls(y2~fce22(x2,c1,c2),start=c(c1=1,c2=5))

> summary (a22)

Formula: y ~ fce22(x, cl, c2)

Parameters:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
cl 51.68273 1.17889 43.84 1.64e-15 *xx*
c2 0.61349 0.01999 30.68 1.63e-13 *x%x*

Signif. codes: O ‘**%x’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘x’ 0.05 “.” 0.1 ¢ ’> 1
Residual standard error: 1.211 on 13 degrees of freedom

Number of iterations to convergence: 14

Achieved convergence tolerance: 7.535e-06

> deviance(a22)

[1] 19.07035

> Mrms.curv(a22)

Parameter effects: 0.0545 (max 0.092 )
Intrinsic: 0.0245 (max 0.0401 )

Parameter effects (x sqrt(F)): 0.1063 (max 0.1795 )
Intrinsic (x sqrt(F)): 0.0479 (max 0.0782 )
Estimate Bias Rel. Bias

cl 51.683 0.00382 0.007 %
c2 0.613 0.000408 0.067 %
> confint (a22)

2.5% 97.5Y%

cl 49.1668203 54.2136496
c2 0.5730101 0.6575098

Z vystupi je patrné, ze prumérna parametrickd kiivost je u druhé pa-
rametrizace nepatrné mensi nez u parametrizace puvodni. Maximalni pa-
rametrickd krivost je v obou pripadech prakticky stejna. Rozdil je patrny
u relativniho vychyleni, které je u ciselné vétsich odhad® novych regresnich
koeficient® mensi.

11
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2.6. Poznamka

Je otazka, nakolik jsou splnény bézné predpoklady modelu, zejména predpo-
klad homoskedasticity. U funkce y = 1/(8p + S12) z druhého piikladu bych se
obaval, ze rozptyl bude s rostoucim c¢asem x klesat. Proto jsem zkusil vySe-
tTit zavislost druhych mocnin rezidui na vyrovnanych hodnotéch, ale zavislost
jsem neprokazal:

anova (lm(residuals(a22) "2 predict(a22)))

Analysis of Variance Table
Response: residuals(a22)2

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
predict(a22) 1 0.404 0.4045 0.1057 0.7502
Residuals 13 49.722 3.8247

Testova statistika zhruba odpovida testu homoskedasticity, ktery navrhli
Breusch a Pagan ([1], viz téz [4, str. 128]). Podobné dopadlo hodnoceni rezidui
pomoci Shapirova-Wilkova testu normality:

shapiro.test(resid(a22))

Shapiro-Wilk normality test
data: resid(a22)
W = 0.9827, p-value = 0.9846

Podékovani

Deékuji dvéma anonymnim recenzentim za podnétné pripominky.
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SLEDOVANI OBSAHU TEZKYCH KOVU
V SEDIMENTECH REKY MORAVY

LINEAR MIXED MODELS IN MONITORING
HEAVY METALS CONTENT OF THE
MORAVA RIVER SEDIMENTS

Marie Forbelska!', Hana Hudcova?,

Ilja Bernardova?, Jana Svobodova?

Adresa: ' Ustav matematiky a statistiky, Pfirodovédecka fakulta Masarykovy
univerzity, Kotlarska 2, 611 37 Brno,
2 Vyzkumny tstav vodohospodaisky T. G. Masaryka, v.v.i., Pobo¢ka Brno,
Mojmirovo ndmeésti 16, 612 00 Brno

1 2

E-mazil: forbel@math.muni.cz', Hana_Hudcova@vuv.cz

Abstrakt: Linearni smisené modely (LMM modely), které jsou velmi ¢asto
vyuzivany pri analyze skupinové zavislych dat, byly pouzity pii sledovani
dlouhodobého vyvoje obsahu prioritnich a dalSich nebezpecénych latek v se-
dimentech. V sedmi lokalitach, situovanych v podélném profilu feky Moravy
mezi 298. a 93. ficnim kilometrem, byly sledovany c¢tyri ukazatele ze sku-
piny tézké kovy — kadmium, olovo, rtut a nikl. P¥ispévek popisuje vysledky
ucelového sledovani a navazujiciho statistického hodnoceni ¢asového vyvoje
obsahu tézkych kovi v sedimentech feky Moravy v letech 1997-2010.

Klicova slova: linearni smisené modely, LMM, nebezpecné latky v sedimen-
tech, casovy vyvoj, reka Morava.

Abstract: Linear mixed models (LMM) are frequently used in the analy-
sis of group-dependent data, and were therefore used to monitor long-term
trends of priority and other hazardous substances in sediments. In seven sites,
located in the longitudinal section of the Morava River between 29893 rkm,
four indicators were monitored from the group of heavy metals — cadmium,
lead, mercury and nickel. This paper presents the first results of special mon-
itoring and subsequent statistical evaluation of long-term trends of selected
heavy metals content in the Morava River sediments in 1997-2010.

Keywords: Linear mixed models, LMM, hazardous substances in sediments,
long-term trends, Morava River.
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1. Uvod

Mira znecisténi sedimentli prioritnimi a dalsimi nebezpec¢nymi latkami pred-
stavuje pro své potencialné toxické U¢inky na faunu a fléru dna i vodniho
sloupce nad sedimentem, vcetné schopnosti akumulace v télech vodnich zi-
vocichi, jeden z hlavnich environmentalnich problémii. V ramci narodnich vy-
zkumnych monitorovacich projekti ochrany vod — projekta ,,Morava I-IV*
(viz [1]-[3], [13]) a projektu ,Identifikace antropogennich tlakd na kvalita-
tivni stav vod a vodnich ekosystému v oblasti povodi Moravy“ (viz [5]) v le-
tech 1997 az 2010 probihalo hodnoceni kvalitativniho stavu sedimentii nejvice
zatizenych tuseki reky Moravy. Pravé provéreni ¢asového vyvoje obsahu ne-
bezpec¢nych latek v sedimentech je jednim z aktualnich pozadavki smérnice
Evropského parlamentu a Rady 2008/105/ES o normach environmalni kva-
lity (viz [10]).

Z hlediska modelovani trendt zatéze sedimentt tokti pod vyznamnymi
zdroji znecisténi tézkymi kovy z let 1997-2010 byly pro sledované lokality
na fece Moravé vyuzity stochastické modely, které se dokazi vyrovnat jak
s heterogennimi rozptyly, tak s korelovanymi daty.

2. Matematicka formulace problému pomoci linearnich
smisenych regresnich modeli

Klasické statistické metody se obvykle zajimaji bud o nezavisla pozorovani
nebo o casové rady. V tomto pripadé vsak mame k dispozici data, ktera se ty-
kaji nekolika lokalit, ve kterych jsou opakované ziskadvana zavisla pozorovani
sledovand v cCase. Ke spravné a efektivni analyze takovych dat pouzijeme
linearni smisené modely, které umoznuji zohlednit vliv konkrétnich lokalit
na svoje opakovana meéreni. Vlozenim individualnich efektt jednotlivych lo-
kalit 1ze odhadovat nejen celkovou zménu spolecnou vsem, ale také specifické
zmeény kazdé lokality.

2.1. Znadeni a tvorba LMM modelu

P1i modelovani ¢trnactiletého vyvoje obsahu nebezpecnych latek v sedimen-
tech méreného v sedmi lokalitach vyjdeme z jednoduchého riistového modelu.
Proto oznacme indexem j (j = 1,...,N) jednotlivé lokality, dvojicemi in-
dext ji (¢ = 1,...,n;) korelovand pozorovani na j-té lokalité a symbolem
n = Zjvzl n; celkovy pocet pozorovani a uvazujme linedarni ristovy model

Yii = Bo + Bitji + €4,

14
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kde t;; je Cas i-tého pozorovani lokality j a €;; jsou nekorelované ndhodné
odchylky s nulovou stfedni hodnotou a konstantnim rozptylem. Za téchto
predpokladt

EYj; = Bo + Bitjs.

Pokud napftiklad odezvu Y}; interpretujeme ve vztahu ke zpracovavanym
datim jako logaritmus obsahu olova ve vzorku sedimentu v case t;;, pak
parametr Sy oznacuje prumérnou hodnotu logaritmu obsahu olova ve vzorku
v case 0 a (1 je jeho pramérny prirtistek za jednotku casu.

Predpokladejme nyni, ze logaritmy obsahu olova ve stejné lokalité maji
tendenci byt bud systematicky vyssi nebo systematicky nizsi nez prameér, a to
po celou dobu sledovani.

Proto pro j-tou lokalitu zavedeme nepozorovanou normalné rozdélenou
nahodnou odchylku od priiméru bjo ~ N (0,07 ) a model upravime takto

Yji = Bo + Bitji + bjo + njq (1)
———’
€44

kde nj; ~ iid N(0,07) a nj; s bjo jsou nezavislé. Pak
_ COV(EjZ’, é‘ji/)

\/V&I‘(Eji)\/\fal‘(é"ji/)
_ V&I‘(bj()) _ O'go

var(b;o) + var(n;;) 050 - 0]2. '

pj = COI‘I'(}/ji, Y]Z/) = COI‘I‘(SjZ', Ejz'/)

Navic porad bude platit

EYj; = Bo + Bitjs.
Nyni budeme predpokladat, Ze logaritmy obsahu olova v sedimentech v sle-
dovanych lokalitach se lisi nejen polohou, ale také smeérnici riistu. Zavedeme
proto dalsi nepozorovanou norméalné rozdélenou nadhodnou veli¢inu b;; ~
N(0,0%) a model obdobné upravime

Yi = Bo + Bitji + f)jo + b1ty + Njis (2)

€44

kde n;; a (bjo,b;1)" jsou nezavislé a cov(bjo, bj1) = op,p, . Pak

_ COV(chi, 8ji/)
\/Var(eji)\/var(sji/)

0p, + Obob, (tji + tir) + 0F tjitjir

2 - 2 42 2 [ 2 - 2 42 2

pj(tjistjir) = corr(Yj, Yir) = corr(eji, €5i)
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a vidime, ze v modelu s ndhodnym posunutim i ndhodnou smeérnici jak rozptyl
Y, tak kovariance mezi Y;; a Y;;» se méni s ¢asem.

Obecny model s ndhodnymi i nendhodnymi (pevnymi) efekty (proto nazev
linearni smiseny model) zobecnuje princip, ktery jsme ilustrovali zavedenim
nahodného absolutniho ¢lenu a ndhodné smérnice.

Pokud poloiime Yj = (Y;l,. . 7}/}nj)/7 /6 = (60,61)/, bj = (bjOabjl)/
a vytvofime matice planu X; a Z; s n; fadky ve tvaru

ij' :Zji = (Ltji)/ (Z: 1,...,le),
muzeme pro kazdou lokalitu j vztahy (2) vyjadfit pomoci maticového zapisu
Yj :Xj,B—l‘Zjbj +77j, (3)
————
€j

kde matice planu X; je typun; xk (k = 2) a Z; je typu n; x q (¢ = 2), vektor
pevnych efekttt 3 je typu k x 1, vektor nahodnych efekti b, ~ N,(0,D) je
typu ¢ x 1, pfitom plati n; ~ N, (0,3;) a oba normélni vektory b; a n,
jsou nezavislé.

Zavedenim ndhodnych efektd modelujeme variancéni strukturu vektoru Y

Vj = V(’(,bj) = V&I‘(Yj) = V&I‘(&fj) = V&I‘(Zjbj + ’I’]j) = Z]DZ; + Ej

a tim i korelace mezi Y}; a Y;;,. Matice V; obsahuje neznamé variancni kom-
ponenty 1), v nasem pripadé 032, Jgo, 021 a Obob, -

I kdyZ nas predevsim zajimaji odhady neznamych pevnych efekti 3 a pre-
dikce nahodnych efektt b;, je tieba také provést odhad neznamych variac¢nich
komponent 1) = (], ...,’y)’, coz se obvykle provadi pomoci metody maxi-
malni vérohodnosti (ML-odhad) nebo pomoci jeji modifikované verze REML
(Restricted Maximum Likelihood).

K ziskani odhadu neznamého vektoru pevnych efektti 3 se pouzivaji tzv.
empirické nejlepsi nestrannée odhady

-1 N

B (CxvE) X)) CXvVE,) Y, (1)

a pro predikci ndhodnych efektt b, tzv. empirické nejlepsi nestranné linedrni
prediktory. R R R R
b; =D(¢,)Z;V(¥;) " (Y; - X;8). (5)

» ~ ~ML ~REML . g
V obou piipadech %, jsou ¥; nebo ¥, odhady (podrobnosti lze najit

napiiklad v [6], kap. 6 a 9).
Pro testovani pevnych efektti, ndhodnych efektti a varian¢nich komponent
se vyuzivaji testy pomérem vérohodnosti nebo Waldovy testy (vice [12], [4]).
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3. Pilotni statistické hodnoceni dlouhodobého sledovani
obsahu vybranych tézkych kovi v sedimentech reky
Moravy pomoci LMM modelua

Vysledky dlouhodobého sledovani kvalitativniho stavu sedimentii jsou pod-
kladem pro zhodnoceni vyvoje stavu sledovanych lokalit v podélném profilu
reky Moravy véetné vymezeni problematickych ukazatelt signalizujicich vze-
stupny trend koncentracnich hodnot prioritnich a dalsich nebezpecnych latek.

V sedmi lokalitach, situovanych v podélném profilu reky Moravy mezi
298. a 83. ricnim kilometrem, byly sledovany ¢tyti ukazatele ze skupiny tézké
kovy — kadmium, olovo, rtut a nikl. Jednotlivé profily dlouhodobého sledovani
zatéze sedimentll jsou znazornény na obrazku 1 a poc¢ty odbért jsou shrnuty
v tabulce 1.

Tabulka 1: Pocty odbéri vzorkt sedimenti.

Lokalita 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2008 2009 2010 n;
Sumperk pod 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 1 2 1 23
Olomouc pod 2 2 2 2 2 2 1 2 2 1 2 2 1 23
Kroméfiz pod 0 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 2 1 22
Otrokovice pod 2 2 2 2 2 2 1 3 2 1 2 2 1 24
Uherské Hradisté pod 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 2 1 24
Hodonin pod 2 2 2 2 2 2 2 2 3 1 0 0 0 20
Lanzhot pod 2 2 0 0 2 2 0 2 2 2 2 2 1 19
Celkem 12 14 12 12 14 14 10 15 15 8 11 12 6 155

Cetnost odbéru vzorkti sedimentti byla dva vzorky ro¢né s vyjimkou roku
2006, kdy byl sediment odebran pouze jednou. Podobnéa situace se vzhle-
dem k neptiznivym hydrologickym podminkam opakovala v roce 2010, kdy
byly vzorky sedimenti na vSech sledovanych profilech, mimo profil ,,Otroko-
vice pod“, odebrany také pouze jednou. V roce 2007 bylo sledovani zatizeni
sedimentt z finan¢nich divodd na jeden rok preruseno. Sledovani profilu
,Hodonin pod®, které probihalo v letech 1997-2006, muselo byt v roce 2008
z organizacnich divodl presunuto cca 15 km nize po toku pod obec Lanzhot
(profil ,,Lanzhot pod“). Pro komplexni hodnoceni zatiZeni sedimentt feky
Moravy véetné dolniho tseku byly do statistického hodnoceni zahrnuty oba
tyto profily.

P1i hodnoceni vyvoje kvalitativniho stavu sediment nejvice zatizenych
usekd reky Moravy v letech 1997-2010 jsme nejprve provedli odhad jak li-
nearniho ristového modelu (2) s ndhodnym posunutim i ndhodnou smérnici,
tak linearniho modelu (1) pouze s ndhodnym posunutim. Ke zjisténi, zda
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Legenda

kontrolni profily sledovani
zatéze sedimentu

—— vyznamné vodni toky
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Obrazek 1: Kontrolni profily dlouhodobého sledovani zatéze sedimentii.

vystac¢ime s jednodussim modelem, coz je ekvivalentni s testem hypotézy
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jsme pouzili test pomérem vérohodnosti LR = —Z(ZREML({bO) — ZREML(@A)),
kdy rozdéleni LR statistiky bylo aproximovano pomoci smési dvou x? roz-
déleni (vice viz [11], [7]) a p-hodnota testu byla vypoctena podle vzorce

b= O5P<X% > LRobs) + O5P(X§ > LRObS)?
kde [RFML je Jogaritmus vérohodnostni funkce v piislusném REML odhadu,
LRopbs je pozorovand hodnota LR statistiky a x? je ndhodné velic¢ina s 2
rozd€lenim s k stupni volnosti. Pro vSechny ¢tyri vybrané kovy se ukazalo
(viz tabulka 2), Ze ani v jednom pfipadé nedoslo k vyznamnému zhorSeni
modelu, kdyz se ndhodna smérnice neuvazovala.

Tabulka 2: Vysledné p-hodnoty LR testu.

Pb | Cd | Hg | Ni
0.621 | 0.989 | 0.297 | 0.984

Pro jednotlivé kovy byl pro celou feku Moravu vytvoren jediny stochas-
ticky model, ktery v sobé zahrnuje regresni primky jednotlivych lokalit ve tva-
ru (So + bjo) + S1t (s ndhodnym posunutim) a také regresni piimku Sy + B;t
pouze s nendhodnymi (pevnymi) koeficienty, kterd popisuje spoleény vyvoj
obsahu rizikovych latek v sedimentech pro celou reku Moravu.

Odhady pevnych parametri, které jsou uvedeny v nasledujici tabulce,
poslouzi k analyze celkového trendu vyvoje uvazovanych rizikovych latek
pro feku Moravu.

Tabulka 3: Odhady pevnych efektii.

Pevné efekty | Odhad  Stand. chyba St. volnosti t-stat. p-hodnota
Pb  po 3.5827 0.0572 141 62.6308 <0.0001
51 0.0141 0.0070 141 4.6683 0.0467
Cd B —0.3182 0.0620 141 —5.1346 <0.0001
51 —0.0246 0.0070 141 —3.5248 0.0006
Hg Bo —1.5327 0.0848 137 —18.0771 <0.0001
51 —0.0009 0.0069 137 —0.1281 0.8983
Ni  fBp 3.6599 0.0340 97 107.8190 <0.0001
51 0.0395 0.0076 97 5.1953 <0.0001
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P1i analyze celkového trendu Sy + (1t logaritmu hodnot obsahu tézkych
kovl v sedimentech feky Moravy z let 1997 az 2010 byla testovana na zakladé
Waldova testu vyznamnost pevného koeficientu ;. Znaménko parametru (;
urcuje rostouci (1 > 0), popf. klesajici trend (57 < 0). Jeho statistickou vy-
znamnost udava p-hodnota uvedena v poslednim sloupci tabulky 3 a vztahuje
se k testovani hypotézy 51 = 0.

V daném pfipadé byla zamitnuta hypotéza f; = 0 u kadmia (pfimka
klesd), niklu (pfimka mirné stoupd) a olova (tésné zamitnuti, pfimka velmi
mirné stoupa). Pouze u rtuti se nezamitla hypotéza, ze 51 = 0.

Statistické hodnoceni dat z let 1997-2010 tedy prokazalo klesajici trend
kadmia, mirné rostouci trend niklu a minimalné rostouci trend olova v sedi-
mentech reky Moravy. Mnozstvi rtuti v sedimentech feky Moravy se ve sle-
dovaném obdobi radové nezménilo.

Protoze se variabilita kolem trendu v jednotlivych lokalitdch vyrazné
lisila, byl uvazovan model, ve kterém varianc¢ni matice X; je ve tvaru

=01, (j=1,...,7).

Vysledné REML odhady smérodatnych odchylek oy,...,07 a op, jsou uve-
deny v nasledujici tabulce.

Tabulka 4: Varian¢éni komponenty modelu.

Lokalita o; pro Pb  o; pro Cd o pro Hg o; pro Ni
Sumperk pod 0.7153 0.5715 0.9465 0.4539
Olomouc pod 0.2973 0.3646 0.5357 0.3340
Kromériz pod 0.6157 0.3162 0.3944 0.3243
Otrokovice pod 0.2832 0.3161 0.2787 0.3409
Uherské Hradisté pod 0.4243 0.6844 0.4657 0.3632
Hodonin pod 0.4789 0.6307 0.4744 0.3114
Lanzhot pod 0.2074 0.1869 0.1678 0.3292
Smérodatna odchylka posunuti o, 0.1215 0.1354 0.1997 0.0039

Na zakladé odhadt variancénich komponent lze fici, Zze oproti ostatnim
koviim maji hodnoty logaritmu obsahu niklu v sedimentech méné rozdilnou
variabilitu kolem trendu a navic variabilita ndhodného posunuti u niklu je
zhruba stokrat nizsi nez u ostatnich tézkych kovii.

V posledni tabulce jsou uvedeny predikce ndhodnych posunuti.
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Tabulka 5: Predikce ndhodnych posunuti.

Lokalita bg pro Pb by pro Cd by pro Hg by pro Ni
Sumperk pod 0.03621 —0.04501 —0.23950 —0.00006
Olomouc pod 0.04712 0.00467 0.11234  0.00002
Kroméiiz pod 0.09957  —0.00008 0.18667  0.00008
Otrokovice pod —0.02015 —0.09364 —0.04320  0.00011
Uherské Hradisté pod 0.09552 0.18078 0.09730 —0.00002
Hodonin pod —0.13787  —0.14509 —0.23848 —0.00029
Lanzhot pod —0.12040 0.09838 0.12488  0.00017

Znaménka predikovanych nahodnych posunuti urcuji, zda predikovana
pfimka j-té lokality (8o + bjo) + B1t lezi nad ¢i pod pfimkou Sy + S1t, ktera
popisuje trend celé feky Moravy.

Na zavér jesté uvedeme ctyti grafy, které kromé namétrenych hodnot gra-
ficky znéazornuji odhady lokalnich piimek (8o + bjo) + fit (Carkovana cara)
a primky [y + (1t tvofené pevnymi efekty (plna ¢ara).

-5 0 5 -5 0 5 -5 0 5
1 1 1 1 1 1 1
Uherské Hradisté pod

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Sumperk pod Olomouc pod Kroméfiz pod Otrokovice pod Hodonin pod Lanzhot pod

rok-2003

Obréazek 2: Odhady linearniho trendu logaritmu obsahu olova (Pb) v sedi-
mentech v letech 1997-2010: spole¢ného celé fece Moravé (plné ¢ara) i jed-
notlivych lokalit (¢arkovana ¢ara) na zakladée LMM modelu.
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Obrazek 3: Odhady linearniho trendu logaritmu obsahu kadmia (Cd) v sedi-
mentech v letech 1997-2010: spole¢ného celé fece Moravé (plna ¢ara) i jed-
notlivych lokalit (¢arkovana ¢ara) na zdkladé LMM modelu.
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Obrazek 4: Odhady linearniho trendu logaritmu obsahu rtuti (Hg) v sedi-
mentech v letech 1997-2010: spole¢ného celé fece Moravé (plna ¢ara) i jed-
notlivych lokalit (¢arkovana ¢ara) na zdkladé LMM modelu.

22



Informacni bulletin Ceské statistické spole¢nosti, 3/2015

— Morava - - lokalita
-5 0 5 -5 0 5 -5 0 5

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Sumperk pod Olomouc pod Kromériz pod Otrokovice pod Uherské Hradisté pod Hodonin pod Lanzhot pod

4.5

°
°
°
° °
° o ° ° oo
°
° ° °
°
° ° ° ° ° o
o °
°
° ° °
° ° ° ° °
° ° )
° o °
° o ° .
° °
° ° ° °
082 ° ° ° ° °
4 ° ° ° -
° °
°
° o °
° ° ° oo ° ofl° ©
° °
° °

3.0

log(Ni)

254

rok-2003

Obréazek 5: Odhady linedrniho trendu logaritmu obsahu niklu (Ni) v sedi-
mentech v letech 1997-2010: spole¢ného celé fece Moravé (plné ¢ara) i jed-
notlivych lokalit (¢arkovana ¢ara) na zdkladé LMM modelu.

Z posledniho grafu je patrné, ze u niklu je variabilita nahodnych posunuti
tak mal4, ze pfimka o+ (1t (plna ¢ara) vzdy prekryva piimku (8y+b,0)+ 51t
(Carkovana céra).

4. Zavér

V prispévku je prezentovano vyuziti linedrnich smisenych modeli pri statis-
tické analyze dlouhodobych trendi zatizeni sedimentt feky Moravy priorit-
nimi a dalsimi nebezpec¢nymi latkami v letech 1997-2010, tedy v situaci, kdy
jsou k dispozici korelovana skupinova data s heteroskedastickymi rozptyly.
Pilotni statistické hodnoceni bylo zaméfeno na ukazatele ze skupiny tézké
kovy, které prokazalo klesajici trend kadmia, mirné rostouci trend niklu a mi-
nimalné rostouci trend olova v monitorovaném tuseku feky Moravy. Obsah
rtuti v sedimentech reky Moravy se ve sledovaném obdobi radoveé nezménil.
Zvoleny linearni regresni model s ndhodnymi a pevnymi efekty, ktery je mo-
difikaci ANCOVA modelu, se ukazal jako optimalni a bude vyuzit i v ramci
dalsiho hodnoceni zatizeni sedimentti feky Moravy prioritnimi a dalsimi ne-
bezpeénymi latkami.

Veskeré vypocty byly provedeny pomoci volné sititelného programovaciho
prostiedi R (viz [9] a [8]), které je snadno dostupné na internetu.
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CITLIVOST PEARSONOVA CHI KVADRAT
TESTU NA VOLBU TRID

SENSITIVITY OF PEARSON’S CHI-SQUARE
TEST TO THE CHOICE OF CLASSES

Vit Kubelka
Adresa: MFF UK v Praze, Sokolovska 83, 186 75, Praha 8

E-mail: KubelkaVit@seznam.cz

Abstrakt: Tento ¢lanek se se zabyva zavislosti p-hodnoty x? testu dobré sho-
dy Poissonova rozdeéleni na volbé ttid. U ndhodnych vybéra riznych rozsaht
simulovanych z Poissonova rozdéleni jsou spocitany p-hodnoty pro vSechny
volby trid, které dodrzuji uré¢enou minimalni teoretickou ¢etnost. Vétsinou je
pozadovana minimalni teoreticka cetnost 5, ale chovani p-hodnoty je vysSetio-
vano i pfi dodrzovani miniméalnich teoretickych cetnosti 1, 10 a 20. Neznamy
parametr je odhadovan modifikovanou metodou minimalniho x2 i vybérovym
prumérem. Vysledky simulaci ukazuji, ze podminka minimalni teoretické cet-
nosti jednotlivych tfid neni dostatecnd a test je nespolehlivy. Proto je pridana
podminka témér stejnych teoretickych cetnosti v jednotlivych tridach. Na dal-
sich simulacich je ukazéano, ze pri dodrzovani tohoto pravidla se spolehlivost
testu vyrazné zlepsi.

Klicova slova: testy dobré shody, Pearsontuv chi kvadrat test, statistika chi
kvadrat, volba tiid.

Abstract: The x? goodness-of-fit test depends on the choice of classes. It is
the purpose of this paper to investigate differences between p-values depend-
ing on the choice of classes in the case of Poisson distribution. Samples from
Poisson distribution of various sizes are simulated. For all choices of classes
which satisfy condition of minium expected frequency p-value is calculated.
The simulations are made for various minimum expected frequencies. The
unknown parameter is estimated both by modified method of minimum y?
and by sample mean. The simulations show that the condition of minimum
expected frequency of classes is not sufficient and the test is unreliable. There-
fore, the rule of almost equal expected frequencies in all classes is added, and
in further simulations a substantial improvement of the test is shown if this
condition is satisfied.

Keywords: Goodness-of-fit test, Pearson’s chi-square test, chi-square statis-
tic, choice of classes.
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1. Uvod

Pearsontiv x? test dobré shody je jednim z hlavnich néstrojt k ovéfeni, zda
nahodny vybér pochazi z urcitého rozdéleni. Jeho zakladem je rozlozit na
intervaly vybérovy prostor vysetfovaného rozdéleni a v téchto intervalech
porovnat ocekavané a zjisténé cCetnosti realizaci zkoumané ndhodné veliciny.
Misto intervalti se vétSinou pouziva oznaceni tiidy. Na jejich volbé zavisi
p-hodnota daného testu. Mohou byt zvoleny libovolné, pokud je dodrzena
minimalni teoreticka cetnost jednotlivych tiid. Nazory na to, jakd minimalni
teoreticka Cetnost tTid by se méla dodrzovat, se v literatufre dosti lisi. Spolecné
maji to, ze jsou to pouze doporuceni, i kdyz renomovanych statistikii, nepod-
lozena rigoréznimi dikazy. Pfehled téchto doporuceni uvadi Kubelka [3].

Dilezity je také spravny odhad neznamych parametrti. V praxi se neziidka
pouziva odhad zalozeny primo na daném ndhodném vybéru (v pfipadé Pois-
sonova rozdéleni je to napriklad vybérovy priameér), ale podle ¢lanku Chernoff
a Lehmann [2] nem4 x? statistika v takovém piipadé asymptotické rozdélent,
které se v tomto testu pouziva. Statistika x? ma toto asymptotické rozdéleni,
pokud jsou neznamé parametry odhadnuty na zakladé teoretickych cetnosti.
Napriklad, jak uvadi Andél [1], pokud je odhad parametru proveden modifi-
kovanou metodou minimalniho y?, kterou budeme nadale znac¢it MMMCH2.

Zaméiime se na x? test dobré shody v pfipadé Poissonova rozdéleni. Mo-
oney and Jolliffe [5] poukazuji na velky rozdil mezi ziskanymi p-hodnotami
pro dvé konkrétni volby tfid v pripadé nahodného vybéru z praxe, u kterého
zjistuji, zda se dd modelovat Poissonovym rozdélenim. Avsak nezndmy para-
metr odhaduji pravé vybérovym priumérem. Kubelka [3] pro stejny nahodny
vybér pocitd p-hodnoty pro vSechny pripustné volby tiid. Nezndmy para-
metr odhaduje vybérovym primérem i MMMCH?2 a ukazuje, ze v zavislosti
na volbé tiid jsou rozdily mezi ziskanymi p-hodnotami velmi velké.

2. Citlivost testu na rozsah nahodného vybéru

Budeme testovat ndhodné vybéry, u kterych vime, Ze pochéazeji z Poisso-
nova rozdéleni s parametrem 7. Tomuto parametru je priblizné roven vybé-
rovy prumér ndhodného vybéru z ¢lanku Mooney and Jolliffe [5]. Nezndmy
parametr budeme odhadovat vybérovym primérem i MMMCH2 a budeme
dodrzovat minimalni teoretickou cetnost 5.

Obrazek 1 vykresluje rozlozeni p-hodnot v zavislosti na volbé t¥id pro pét
riznych ndhodnych vybéra o rozsahu 50.
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Obrazek 1: Rozlozeni p-hodnot v zavislosti na volbé trid, 5 riznych nahod-
nych vybérti o rozsahu 50 z Poissonova rozdé€leni s parametrem 7, mini-
malni teoretickd cetnost 5. Pismeno a znac¢i odhad parametru vybérovym
primeérem, b znaci MMMCH2. Vodorovna prerusovana c¢ara vyznacuje péti-
procentni hladinu vyznamnosti testu.

P1i pouziti obou metod odhadu parametru jsou rozdily mezi jednotlivymi
p-hodnotami velmi vyrazné. V pripadé prvniho a posledniho ndhodného vy-
béru vysledek testu zcela zavisi na volbé trid.

Za stejnych podminek byly testovany i pétice nahodnych vybért o rozsahu
25, 100, 500 a dvojice ndhodnych vybéri o rozsahu 5000. Ukéazalo se, ze rozsah
nahodného vybéru nemd velky vliv na rozlozeni p-hodnot v zavislosti na
volbé ttid a p-hodnoty se chovaji podobné jako v pripadé nahodného vybéru
o rozsahu 50. Se zvétsujicim se rozsahem ndhodného vybéru se zvétsuje pouze
rozdil mezi odlehlymi hodnotami. Porovname-li chovani p-hodnot ziskanych
pii pouziti MMMCH2 a p-hodnot ziskanych pomoci parametru odhadnutého
vybérovym primérem; pro ndhodné vybéry o malém rozsahu jsou p-hodnoty
ziskané pomoci vybérového primeéru trochu méné zavislé na volbé trid, ale je
o0 néco vyssi pravdépodobnost chyby prvniho druhu. S rostoucim rozsahem
nahodnych vybért tyto rozdily mizi a pro ndhodné vybéry o rozsahu 500 jiz
oba odhady davaji srovnatelné vysledky.

O volbach ttid, na kterych je nabyvano extremalnich p-hodnot, nelze, dle
naseho pozorovani, udélat konkrétni zaver.

3. VIiv minimalni pozadované teoretické Cetnosti trid

Stejnym zptisobem jako v predchozim odstavci byla programem testovana
trojice ndhodnych vybérti z Poissonova rozdéleni s parametrem 7 o roz-
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sahu 100, ale pri dodrzovani rtiznych teoretickych cetnosti. U kazdého z téchto
tfech ndhodnych vybért byly porovnavany vysledky pii dodrzovani mini-
malni teoretické cetnosti 1, 5, 10 a 20.

Ukazalo se, Ze kritérium minimalni teoretické cetnosti ma na chovani
p-hodnot a na vysledek testu velmi maly vliv. Rozlozeni p-hodnot kolem
svého vybérového primeéru se neméni. Se zmensujici se pozadovanou mini-
malni teoretickou cetnosti se zvétsSuje pouze rozdil mezi odlehlymi pozoro-
vanimi v ramci rozlozeni p-hodnot. V pripadé odhadu parametru vybéro-
vym primeérem se lehce zvySuje vybérovy primér p-hodnot, pokud pozadu-
jeme mensi minimalni teoretickou cetnost. Tim se snizuje pravdépodobnost
chyby prvniho druhu. AvSak, protoze pracujeme s nahodnymi vybéry, které
z Poissonova rozdéleni pochazeji, nemame zadnou informaci o sile testu (tedy
pravdépodobnosti chyby druhého druhu).

Jiné minimalni teoretické cetnosti nez 5 tedy také nijak vyrazné nesnizuji
rozdily mezi jednotlivymi p-hodnotami. Inspirujme se tedy clankem Mann
and Wald [4] a zkusme navrhnout dalsi pravidlo.

4. Rovnomérné rozlozeni teoretickych c¢etnosti trid

Méjme nédhodny vybér o rozsahu n. Pro kazdou volbu o k tfidach spliujici
pozadovanou minimalni teoretickou cetnost spocitame konstantu 1/k. Pro-
jdeme vSechny tfidy a pokud se pravdépodobnost p; nékteré z trid lisi od
1/k o vice nez C, kde C € [0, 1] je konstanta, kterou si pfedem uréime, po-
tom takovou volbu tfid oznac¢ime za nevyhovujici a nebudeme z ni pocitat
p-hodnotu. Teoretické cetnosti jednotlivych trid se potom nelisi o vice nez
2nC.

Vysetifime pétici riznych ndhodnych vybért z Poissonova rozdéleni o roz-
sahu 100. Obrazek 2 vykresluje rozlozeni p-hodnot v pripadé, kdy byla do-
drzena minimalni teoretickd cetnost 5 a neznamy parametr byl odhadovan
vybérovym primérem i MMMCH2, ale nebylo pouzito vyse zminéné pravidlo
témér stejnych teoretickych cetnosti jednotlivych trid.

Obréazek 3 vykresluje vysledky, pokud toto pravidlo aplikujeme. Kon-
stantu C' polozime rovnou 0,2.

Po aplikovani naseho pravidla se rozdil mezi jednotlivymi p-hodnotami
vyrazné snizil. Céstecné je to dano tim, Ze pti dodrzovéni tohoto pravidla je
vyrazné méné moznosti, jak volit t¥idy. AvSak podstatné je, ze p-hodnoty se
priblizné stabilizovaly kolem jejich predchozich vybérovych primért, ty pri-
blizné odpovidaji medidntim na obrazku 2. VSimnéme si tretiho ndhodného
vybéru. V tomto pripadeé je vysledek testu nejprve zcela zavisly na volbé tiid.
Avsak po aplikovani pravidla témér stejnych teoretickych cetnosti se vSechny
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Obrazek 2: Rozlozeni p-hodnot v zavislosti na volbé tfid bez pouziti pravidla
témeér stejnych teoretickych cetnosti, 5 riznych nahodnych vybéra o rozsahu
50 z Poissonova rozdéleni s parametrem 7, minimalni teoretickd cetnost 5.
Pismeno a znaci odhad parametru vybérovym primérem, b znaci MMMCH?2.
Vodorovna prerusovana cara vyznacuje pétiprocentni hladinu vyznamnosti
testu.
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Obrazek 3: Rozlozeni p-hodnot v zavislosti na volbé trid pri dodrzovani pra-
vidla témér stejnych teoretickych cetnosti, C' = 0,2, pét riznych ndhodnych
vybéri o rozsahu 50 z Poissonova rozdéleni s parametrem 7, minimalni teo-
retickd cetnost 5. Pismeno a znac¢i odhad parametru vybérovym primeérem,
b znaci MMMCH2. Vodorovna prerusovana ¢ara vyznacuje péetiprocentni hla-
dinu vyznamnosti testu.
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p-hodnoty pohybuji mezi 0,002 a 0,016 a pro vSechny volby tfid tak zami-
tame nulovou hypotézu (poznamenejme, ze se v tomto pripadé dopoustime
chyby 1. druhu). Nicméné po vykresleni histogramu z tohoto ndhodného vy-
béru se ukazalo, ze data skutecné vyrazné neodpovidaji Poissonovu rozdeéleni,
prestoze z ného byla generovana.

Pravidlo bylo testovano i u ndhodnych vybért z Poissonova rozdéleni
o rozsahu 50. Byla dodrzovana miniméalni teoretickd c¢etnost 5 i 1. Vysledky
se podobaly vysledktim na obrazku 3, coz ukazuje, ze na pozadované mini-
malni teoretické cetnosti prilis nezalezi, naopak je dilezité rozlozit teoretické
cetnosti jednotlivych tfid co nejrovnomérnéji. V zavislosti na rozsahu na-
hodného vybéru je nutné vhodné volit konstantu C tak, aby bylo pravidlo
splnéno alespon pro nékteré volby trid.

5. Zavér

Pokud u x? testu pozadujeme jako jedinou omezujici podminku pouze mini-
malni teoretickou cetnost jednotlivych tiid, test je nespolehlivy.

Pri pouziti MMMCH2 je mensi pravdépodobnost chyby prvniho druhu nez
pti odhadnuti parametru vybérovym primeérem, ale test vice zavisi na volbé
trid. Se zvysujicim se rozsahem nahodného vybéru se tyto rozdily zmensuji.
U rozsahu 500 jiz mezi metodami neni rozdil.

Je-li parametr odhadnut MMMCH2, témér nezalezi na pozadované mini-
malni teoretické cetnosti.

Je-li parametr odhadnut vybérovym primeérem, potom je-li pozadovana
mensi minimalni teoretickd cetnost jednotlivych ttid, lehce se snizuje prav-
dépodobnost chyby prvniho druhu.

Mezi volbami ttid prislusnymi k jednotlivym extremdalnim p-hodnotam
neni viditelna souvislost.

Pokud volime tridy tak, aby se jejich teoretické ¢etnosti lisily co nejméné,
primeérna p-hodnota je takova, jakou bychom ocekavali, a rozdily v p-hod-
notach jsou minimalni. Test tedy témér nezavisi na volbé tfid a dava dobré
vysledky. Vysledky jsou srovnatelné pro oba zptisoby odhadu parametru i pro
minimalni teoretické cetnosti 1 a 5. Pro minimalni teoretickou cetnost 1 je
dokonce trochu mensi pravdépodobnost chyby prvniho druhu. Toto kritérium
nimalni teoreticka cetnost jednotlivych trid.

Podrobnéjsi vysledky lze nalézt v bakalarské praci Kubelka [3].
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POZVANKA NA STAKAN 2015
INVITATION TO STAKAN 2015

Martina Litschmannova

E-mail: martina.litschmannova@vsb.cz

Milé kolegyné, vazeni kolegové,

dovolte, abychom Véas pozvali na cesko-slovenskou konferenci STAKAN 2015
(STAtisticti KANtori), kterd se uskutecni ve dnech 9.—11. ¥ijna 2015 v Bes-
kydech, hotel Cartak, Solan, viz http://www.hotelcartak.cz/.

Konference STAtisti¢ti KANtoii je spoleénou akci Ceské statistické spoleé-
nosti a Slovenskej statistickej a demografickej spolo¢nosti. Tyto spole¢nosti
organizuji cesko-slovenské konference kazdy lichy rok a zemé se pravidelné
stiidaji. V Ceské republice se konference kond pod nazvem STAKAN a na
Slovensku pod nazvem PRASTAN.

V letosnim roce je tato akce poradana ve spolupraci s Katedrou aplikované
matematiky z Fakulty elektrotechniky a informatiky Vysoké skoly banské —
Technické univerzity v Ostravé.

Zaméreni konference:
> Vyuka statistiky na stfednich a vysokych skoléach.
> Aplikace statistickych metod.
> Nové sméry ve vyvoji statistickych metod.

Blizsi informace, véetné on-line prihlasovaciho formulatre, pokynii pro zapla-
ceni vlozného, zaslani abstraktu a zaslani prispévku najdete na

http://www.statspol.cz/STAKAN15/

TéSime se na Vasi ucast!

Organizacni vybor konference STAKAN 2015
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