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1. Test typu multiple-choice

Didakticky test s volbou sprivné odpovédi z pfedloZenych nabidek zprostfedkovava
zpétnou vazbu mezi ulitelem a Zikem v procesu uéeni. K hlavnim piednostem dobte
sestaveného testu zminéného typu patfi jeho objcktivnost a také ekonomiénost pii méfeni,
jake drovné znalosti 0 daném tématu bylo opravdu dosazeno.

Struktura testoveé poloZky. jejichz soubor pak tvofi test. zahmuje tzv. kmen, coZ je
tvrzeni nebo otizka ¢t dloha. tykajici se zkoudené znalosti. Spolu s otdazkou se pak
zkoudenému subjektu predklada nékolik nabidek odpovédi, z nichz zpravidla pravé jedina
byva sprdvnad a ostatni hraji roli distraktori.

Ukolem zkoudeného subjektu je vybrat z nabidek odpovédi tu, kterou povaZuje za
spravnou. Pokud se jeho volba shoduje s¢ zaimérem examindtora, je polozka skdrovina
hodnotou 1 (jednim bodem), coz je jeji piispévek k testovému skére spraivnych odpovedi
v testu. V pfipadé nespravného tedeni polozky je jeji pispévek k testovému skére nulovy.
Existuji v8ak i urtité modifikace t&€chto zasad skdrovani v testu.

Konstrukce testovych polozek vyzaduje, vedle dobré znalosti zkoudeného tématu,
i urcity duvtip a znalost zdsad tvorby testu. Zpasob formulace problému rozhoduje nejen
0 zkouseném tématu, ale i 0 tom, jak hluboké maji byt znalosti, na né2 je dotazovdno. To
souvisi § tzv. taxonomii vyukovych ¢ilt, napt. v pojeti Bloomove,

Hiavnim problémem byva pii konstrukci testové polozky formulace distraktor.
PoZzaduje sc, aby tyto piné fungovaly — v tom smyslu, Z¢ Zidny neni pro subjekt trividlni a
subjekt bez znalosti zkouSeného tématu voli mezi nabidkami odpovédi podle zdsad
nahodného vyb&ru. ProloZe vyssi polet nabidek sniZuje, pfi zachovini jejich kvality -
moZnost dosaZeni spradvného Fedenf ndhodnym uhddnutim, byvd na strané examindtora
snaha formulovat nabidek (1j. vlastné distraktori) s danou poloZzkou co nejvice. To viak
byva velmi obtizné — coZ examindtor nékdy prekondva tim, Ze jako distraktory nabizi
odpovidi z riznych . dimenzi** zkoudeného tématu. Timto zpusobem lze, samoziejmé,
zvySovat pocet distraktont prakticky bez omezeni — dd se viak pochybovat, Ze by pfitom
ziistal respektovan pozadavek rovnocennosti véech nabidnutych odpovédi.

Tomuto problému se budeme pozdéji vénovat hloubéji a ukaZeme, 2e z hlediska
jist¢ho rozumné zvolené¢ho kritéria informatni dlinnosti jsou rozsdhlej$i testy
s jednodussimi polozkami ekvivalentni testim méné rozsihlym, uZivajicim polozky
s vy$$im podtem distraktorii.

2. Pravdépodobnostni model didaktického testu

UvaZujme situaci, kdy je test aplikovan na subjekt se zamérem zjiStovat, jakou &ast
sledovaného tématu tento opravdu zna, resp. nezna.

Test je slozen z n poloZek povaZovanych za vzijemné nezavislé. Tim se rozumi, Ze
znalost spravného fedeni dané poloZzky subjektem nijak neoviiviluje schopnost subjektu
spravné fedit kteroukoliv z daldich n — | testovych poloZek.

Spolu s poloZzkou se subjektu predklada g nabidck odpovédi, z nichZ jedna je spravnd a
q —1 pfedstavuje distraktory. O tom je zkouseny subjekt informovan, spolu se Zidosti, aby
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jednu z ¢ nabidek — totiz tu, kterou povaZuje za fedeni polozky - oznadil za spravnou
(a tim sou¢asné prohlasil zbviych g — 1 polozek za nespravné). Podle instrukce ma subjekt
jednu z nabidek oznadit za spravnou i tehdy, neni-li si spravnym fedenim ulohy jist. tim
vyuzije moznosti dosihnout spravné odpovédi nihodnym uhidnutim.

Test ma tedvy dva parametry: rozsah n (podet polozck) a g (pocet nabidek odpoveédi
s kaZzdou polozkou).

Vedle toho uvaZzuje model testu daldi parametr 7 (0 < 7 < 1). totiZ podil latky
zkouseného tématu, ktery subjekt neoviada. Pritom plati, Zze zatimco parametry # a g jsou
kontrolovany examinitorem. je parametr 7 pod kontrolou zkoudeného subjektu. Veliina
1-7 tak predstavuje podil latky, kterou zkouseny subjekt ovliddi. Parametr 7 bude
objektem statistického odhadovani. vyuzivajiciho namétrenych udaji o chovani subjektu.

Symbolem p budeme oznadovat pravdépodobnost, Ze zkouseny subjekt vyfesi spravné
polozku ndhodné vybranou v souboru n poloiek testu. Pravdépodobnost p souvisi
s parametrem 7 vztahem

l-p=(1- m.1 + n(l/g) . (1)

vyuZivajicim vzorce pro uplnou pravdépodobnost. Vyjadteno slovne:

Pravdépodobnost spravné odpovédi subjektu na polozku testu =
Pravdépodobnost, Ze polozka patii do oblasti latky. kterou subjekt ovldda x
Pravdépodobnost, Ze subjekt spravné vyfesi polozku ze znamé &asti latky +
Pravdépodobnost, ze polozka patii do oblasti litky, kterou subjekt neovidda x
Pravdépodobnost, Zc subjckt spravné vyfedi polozku z neznamé Casti latky.

Ze vztahu (1) plyne
p=(@-1q. 7 < . {(2)

Ze (2) je ziejmé, Ze v disledku moznosti dosdhnout spravného feseni polozky ndhodnym
uhddnutim bez znalosti zkousené litky bude pravdépodobnost nespravné odpovédi p nizdi
nezli podil 7 zkousené latky, ktery subjekt neovldda. ProtoZe 7 musi lezet v intervalu od
0 do 1, bude se pravdépodobnost nespravné odpovédi p nachizet v intervalu od 0 do
(g - 1)/q. Dopliikovd hodnota 1- p = l/q tak pfedstavujc jakousi .statistickou nulu™ na
$kile moznosti spravné odpovédi.

Pomoci (1) odvodime inverzni pravdépodobnost, Ze subjekt. ktery vyfedil polozku
spravng, opravdu litku pokrytou poloZkou ovlddi. Ta je dina podilem, v jehoZ Citateli je
vyraz

Pravd&podobnost, Ze poloZka patii do oblasti latky, kterou subjekt oviadi x
Pravd&podobnost, ze takovou polozku subjekt vyiesi spravne = (1- 2).1
a ve jmenovateli pravdépodobnost spravného vyiedeni ndhodné vzaté polozky, tj. 1-p
z.(1), tedy 1- z+ mq. Podil je tedy roven
l-r - Cf\l"ﬂ') ] (3)
r+q(l-n)

l-n+ 2
q
Komplementarni pravdépodobnost udiva moZnost, Ze subjekt, ktery spravné vyiesil
tlohu, téma ve skutednosti neoviads, totiz
gl-m) _ il _
r+q(l-m) m+g(l-rm)

Podobné se di zjistit, ze subjekt, ktery tlohu spravné nevyiedil, ji s jistotou, tj.
s pravdépodobnosti 1, neovlada.



3. Pripad nékolika poloZek

Nezna-li zkoudeny subjekt z.100% litky, lze pfedpoklddat. Zze z n polozek testu padne
/(0 <7< n) do té1o &asti latky s binomickou pravdépodobnosti

P ;r,n):(’;) a-m, )

Vyraz (4) je zdroveii pravdépodobnost. Ze z n poloZek testu jich padne n — / do obiasti
latky, kterou subjekt ovliddd. Uvaha je spravnd za pfedpokladu, Ze testové polozky
pokryvaji oblast zkousené latky v jistém smysiu ,rovnomémné-.

Polozky patfici do oblasti latky, kterou subjekt ovidda, budou vviedeny spravneé.
Pfitom v3ak budou spravné vyfeseny i nékteré z / poloZek, jejichz téma subjekt neoviada,
a to diky moznosti nahodného uhddnuti.

Ozna¢me symbolem & pocet poloZek fesenych subjektem nesprivné: / — k bude tedy
podet poloZek fedenych spravné mechanismem nihodného uhiadnuti, (0 € & < /). Situact
znazormuje schéma

Chovani k polozek n - k poloZek fesenych spravné, z toho
Subijektu fedenych [ -k : n~1 diky znalosti tématu
nesprivné dikv uhadnuti :
Znalosti ! polozek, jejichz n—{ poloZck. jejichz téma
subjektu téma subjekt neoviada subjckt ovlada
n poloZek testu

Pravdépodobnost, Ze z / polozek, jejichZ téma subjekt neovlada, bude & poloZck fedeno
chybné (a tedy / — k£ feseno spravné nihodou), je opét binomicka:

f _l k 1 I-&
P Lq)=@(q7] @ k=01...0) (5)

Binomické rozdéleni (5) je podminénym rozdélenim ndhodné veli¢iny X' nabyvajici
hodnot %, tj. poCtu chyb v testu, za podminky, Ze jind nidhodna veliina Y (pocet polozek
testu, které subjekt neovlddad) nabyta dané hodnoty /. Tato hodnota / vymezuje zaroven
defini¢ni obor veliCiny .X.

Specidlni pfipad, kdy zkousenému subjektu neni pfedkladina 24dnd odpoveéd (coz
odpovida poloZzkam s volnou odpovédi, tzv. essay—-test), miize byt povazovan za pfipad
s g = ® (s nekonelné mnoha nabidnutymi odpovéd'mi). Je v tom jista dialektika: subjekt,
jemuz bylo nabidnuto nekonedn& mnoho odpovédi, je ve stejné situaci, jako by mu nebyla
nabidnuta Zadnd odpovéd’. Rozdéleni (5) pak pro kazdé / degeneruje do jednobodového
rozdéleni

Pk=1]D=1. (6)

(Viech / poloZek, které subjekt neovlada, vyfedi chybné.)

Veliiny X" a ¥ s¢ v ramci budovaného modelu testu zasadné lisi. Zatimco hodnoty
veli¢iny X (polet chyb v testu) jsou dostupné pfimé evidenci jako skoére chybnych
odpovédi v testu, neexistuje Zadnd moZnost empirického zjist'ovani stavu veliCiny Y.
Znamena to, Ze jako vysledek realizace testu na souboru subjekti miZeme konstruovat
empirickou distribuci hodnot nihodné veli¢iny X - jako jedin¢ dostupnou informaci
o znalostech. Je proto tfeba, abychom odvodili teoreticky protéjsek tohoto empirického
rozdéleni — coZ nam umoZni odhadovat hodnotu parametru z, resp. /. Vyjdeme ptitom



z rozdéleni pravdépodobnosti nahodného vektoru (V. 1), k nému? najdeme hledané
rozdéleni velidiny .\ jako rozdéleni margindlni.
V prvnim kroku se vlastné jedna o aplikact véty o apiné pravdépodobnosti

P(X=Kzng)=> PkilgPUlxn) (7
=k
z ¢ehoZ po dosazeni ze (4) a (5) odvodime

n -k
P(\=k| mng) = ZC{J(QT]} -;] (';]gf(l-x)w

S ohledem na vztah

dostavame konedné
k -k
P(X = k‘ ?T."rq) = (:I;r_q_jJ [l _.7;_‘.].__1] . (8)
2 q

Jde opét o binomické rozdéleni. Pritom zfejme bude (8) identické se (4) v pfipadé ¢ —
(coZ je ptipad testu—escje).

4. Odhad parametru 7 modelu testu

Za ptedpokladu, Ze nasi evidenci j¢ dostupna informace o po¢tu chyb £, kterych se subjekt
dopustil v testu (k jc skére nespravnych odpovédi subjektu), lze odhadovat Cisclnou
hodnotu parametru 7 metodou maximailni vérohodnosti. Timto zplisobem nis vysledek
testu dokdZe informovat o tom, jaky podil zkousené latky subjekt ve skuteCnosti neovldda
&1 ovlada.

Odhady ziskané metodou maximailni v&rohodnosti maji dobré vlastnosti, Zadouci ve
smyslu pozadavku teorie statistického odhadovani. Jsou asymptoticky nevychylené,
asymptoticky eficientni a jejich rozdéleni se blizi k rozdéleni normdlnimu - s rostoucim
rozsahem testu ».

Princip metody maximalni vérohodnosti spodivd v tom, Ze se hledd takovd hodnota
parametru 7, ktera ¢ini pozorovanou hodnotu & co nejpravdépodobné;jdi. Jde tedy o to najit
tu hodnotu 7, kterd maximizuje pravdépodobnost (8). Prmap naznacuje Obr.1 pron = 10.

Uvaha se zjednodusuje, uvaZzuje-li se misto (8) jeji logaritmus. Funkce (8) se oviem
nyni chdpe jako funkce argumentu x (pfi dané hodnoté %), a jako takova se oznaluje
nazvem vérohodnost.

Logaritmus (pfirozeny) vérohodnostni funkce ma tvar

1nL(x)=1n(z)+k1nz+kln =1 - kyln (1-::-?11] (%)
q q

a hledan¢ feseni musi spliiovat podminku 0 £ 7<1 .
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Nutnou podminkou existence extrému funkce In L(m) je nulovd hodnota jeji prvni
derivace v bod¢, ve kterém ma In L{x) dosahovat extrému. Dostavame tak

4 hmim=k__n-k _g-1_,
dr r _..9-1 ¢

;r_._.....__

-~ Kk
7=t 9
nqg-1
Tento vyraz je hledanym fedenim za podminky, Ze
K4 gy, yoae ksall
nq-1 q
Pro & > n(q - 1)/¢g ma funkce L(n) a také In L(7) sviij extrém v bod€ xlezicim na hranici
defini¢niho oboru, tj. v bodé 7 = 1 . To vyplyvd ze skute¢nosti, Ze funkce L(7) roste

s rostoucim x v intervalu od 7 = 0 do hodnoty :r——--lfil a klesd s x rostoucim od
nq-
kK q : k g . .
hodnoty = :__l vyde. Je-li argument :r=—-——l maxima funkce L{7) mimo oblast
ngqg- nq-

(0, 1), musi byt hranice 7= | pfekrotena rostouci vétvi funkce L(x) a (takto podminéné)
maximum musi mit funkce L(7) v bodé 7= 1. Maximalné vérohodny odhad 7 parameiru

7 je tedy dan vyrazem

-1
Ff=l-f—q—, jestlize kan
nq-l q
(10)
-1
7 =1, jestlize k>ndl—.
q
k
Postatujici podminkou existence maxima funkce L(7) v bodé :r=--‘l—l je zéporna
ng-

hodnota jeji druhé derivace v tomto bodé. Plati



d:InL(:r)___!i_(q-l}: n—k
d = s q

sz
q

Tento vyraz je zaporny pro véechna =, tedy i pro PR & . coZz dokazuje existenci

nqg-1

maxima funkce L(7) resp. In L(7) v tomto bodé.
Pro pripad n = 10 je vérohodnostni funkce () znizornéna na Obr. 1. kde je patma
poloha maxima (v zavislosti na po¢tu nabidek odpovédi g).

5. Stredni hodnota odhadu (10)

Za ptedpokladu, Ze 7 je skute¢nd hodnota parametru, lze odvodit stiedni hodnotu odhadu
(10). Plat pritom

E(J?|ﬂ') =eriu:nq—_1:|— Vn-l, :r-q——-l] +1- Br‘[[nq—_—!}/n, zrg—-_-l-J . (11)
q q q q

kde [x] oznactuje celou &ast Lisla x a

x

Bi(xinp)= 3 (1) p* (1= pr

k=0
Je hodnota distribucni funkce binomickeho rozd€leni s parametry n a p, v bodé x.
Odhad (10) je vychyleny; jeho stfedni hodnota se lisi od odhadované skute¢né hodnoty

parametry, a to tak, Ze ofekdvand (stfedni) hodnota £(7 |r) odhadu parametru 7 je niZdi
nezli skutend hodnota parametru 7 Odhadem 7 je tedy odhadovani hodnota

parametru 7 v priméru podcefiovana.
Odchylka ¢ini

K—E(E|”)=N{I—Bi[[ngi—l-}lln— l’qu_IJ} -«{1- Bi[[nq;l]/n,frg—;—l)} (12)

Vyraz (12) postupné mizi k nule s rostoucim q, tak, Z¢ v pfipad¢ (hypotetického) testu
s volné formulovanou odpovédi vymizi docela.

6. Rozptyl edhadu
PH odvozovéni vzorce pro rozptyl IX(77|7) odhadu (10) se vyuZiva vztah

D(7% )= E(7 ey~ E° (7). (13)
Pro rozptyl [X7in) odhadu (10) tak dostavame (viz (11) a (13))

- - - - ~1
D(,&';—:)="—1x’m([uq—l]-zrn-z, :ri-—l}!- }—-%xBi[[ng——l]—-lm—l, P "—]+
n q nq- q

q q9

1‘35[[1'!1-—!-]!’!1.1?2:—-]-]— —[ﬂBf’([ni-—l:l—lfn—l,:rq——lJ +1-Bi [[nq -l}/n,,r .q_-.l.J} . (14)
q q q q q q9

Ve specidlnim pfipad€ testu s volné tvofenou adpovédi (g = =) se rozptyl (14) odhadu
(10) redukuje do podstatn¢ jednodussdiho tvaru

D(?r]x)=£-;r(l—;r} (15)




7. Testy stejné informaéni uéinnosti
Rozptyl IX7z|7) odhadu (10) je mirou informaéni ucinnosti (vlastné spise neidinnosti)
testu. Pfi daném x (skuteéné. nezniamé hodnoté parametru) zavisi rozptyl dile na vnéjdich
parametrech 7 3 ¢. To nabizi moznost hledat takové kombinace hodnot (n, q). které vedou
ke shodnym hodnotim rozptylu — a tedy kvantifikovat piedstavu. ktera se zcela pfirozené
nabizi: rozsdhly test (s velikym poétem poloZek n) s jednoduchymi polozkami (0 malém
poltu nabidek odpovédi q) mize byt stejné Glinny jako pomémé malv test (s nizkym n) se
slozitéjdimi polozkami (o v&t3im poétu nabidek odpovédi q).

Hodnotou rozptylu IX7|r) jsou tedy zavaddny urlité skupiny testi (7. ¢) dané
urovne ekvivalence informadéni u¢innosti

Alternativni zpisob stanoveni testi stejné informacni uéinnosti umoziuji grafy. Na
Obr.2 konstruovaném pro 7 = 0,235 stadi vést v dané drovni uéinnosti (na svislé ose)
rovnobéZzku s vodorovnou osou a na ni (z pruseliki s jednotlivymi kfivkami pro dané g)
odetitat prisludné rozsahy testi n.

x=025%5
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0,05 -

0,04 -

0,03 o

0,02 4

0,01 -

0,00

Qbr. 2



