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IDENTIFIKACE ODLEHLYCH POZOROVANI V LINEARNf REGRESI

Karel Zvara, MFF UK, Praha

V praxi se oblas setkdvame s pozorovanimi, kterid néjak vyboduji z -
rady. V tomto textu si pripomeneme reZeni problému odlehlych pozorovéni v
ndhodném vybé&ru. Pro regresni model ukédZeme rOzné modifikace rezidui,
slouzicf k vyhleddni ¢&i prokdzdni odlehlych pozorovani a zminime se o
grafickych metoddch, urdenych spiSe k nas{ orientaci v datech. Zminime se
téz o jiném pristupu (vlivnad pozorovidni), kdy nids zajimi nejen neo&ekdvani
hodnota zavisle proménné, ale také vliv hodnot nezévisle proménnych daného
pozorovéni

1.‘0d1ehlé pozorovani ve statistice

S pozorovanimi vyrazné se odli3ujicimi od ostatnich se museli vadci
vyporadavat jiz ddvno. Napriklad americky astronom Chauvenet {(1863) navrhl
nasledujici{ postup. Oznafme jako G(x) pravdépodobnost, %e chyba méreni
prekraduje hodnotu x. Pracujeme-1li s n pozorovanimi, pak kritickou hodnotu
X, pro vyluCovan{ odlehlych pozorovan{ uréime FeSeni{m rovnice n G(x°)=0.5.

Pro véts{ hodnoty n vSak tento postup vylu®uje spravné pozorovani pribliZné
s 40% pravdépodobnosti.

Také dnes znamé robustni{ metody pouZivali experimentujic{ védeci ji2
pred mnoha roky. Tak Mendélejev pracoval s useknutym primérem, pricemZ
usekéval 1/3 nejvétSich a 1/3 nejmensich pozorovani.

UvaZzujme nahodny vybér Xl,...,X;, kde veli¢iny X maji vsSechny stejné

rozdéleni s distribuéni funkci F(x). V souvislosti s odlehlymi pozorovénimi
miZe jit o nesouhlas s modelem pri alternativéach:

(i) vS8echny veli&iny maj{ jiné rozdéleni, s "téiéimi
chvosty”;

(ii) jde o smés veli¢in s rozdélenim podle hypotézy s
velic¢inami s jinym rozdélenim;

(iii) nékolik velidin je odlehl?ch v uzsim smyslu.

Zpravidla se uvaZuje posledni alternativa, a to tak, Ze nékterych m velléin
z onéch n veliéin ma bud

A: Jinou stredni hodnotu nebo

B: jiny (v&tsi) rozptyl.

Nejlastéji se pritom predpoklddd, Ze velidiny maji normalni rozdé&leni. Z
dlouhého prehledu testd proti odlehlosti v uZ3{m smyslu uvedeného v
monografii Barnett and Lewis (1977) jich pripomeneme né&kolik:
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SR 2. Jedno pozorovani a linedrni model
UvaZzujme klasicky normalni 1linearnf regresni model
(1) Yy=XB+e, en~NO, o),

u kterého predpokladime Gplnou hodnost regresni matice anp. Oznadéme

b= (X"X) 'x'y, u=y-Xb,
RSS = lly - X bl , s’= RSS/(n-p) .

s+ Yektor u se nazyvd vektor rezidui.

b

Nyn{ je tfeba zavést vhodnou alternativu odlehlého pozorovani také do
modelu (1): i-té pozorovan{ bude odlehlé, kdyZ stredni hodnota j-tého
chybového é&lenu e bude nenulova. OvSem na rozdfl od 1. kapitoly vektor e
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{tam vektar %! nyni hepazorujeme pfimo, ale pouze prostfednictvim vektorn.
¥. Nablzl se mo¥nost poutit vektor rezidul W, kkery lze povaBovat za odhad 3
néhodnéhe vektoru e. Vimnéme si viak rezddleni wektoru o, Platif

{3) 4~ N{0, o HI ~ K}},
kde H je hojné poufivani projekéni {tzv, hat)] matice
(4] H=% (0% x| '

kKterd je symelbricka, ldempotentni 2 wi hodnogt p. Odtud plyne, fe elofky .
vektory u nemusi mit stejny roaptyl a nemohon byt vezpés ne2ivislsé,

Predeviin v souvislosti s hiedan Iy edlehlych pozorovani byle praots
navriens ndkelik vprav wvektord rezidyf. Pokusme se nejprve ndhodnou
veliding g , Marmovat. Meznim¢ parametir ¢ pfi tom nahradime Jeho nestrannis

odhademn sz. Takio dostaneme nocmovand { standardizovand) resldua

{53 v, = LI i=l, ..., m,

heni tfeba obival se o regulérnost vyraru ve jmenovatali, pokud budeps
pfedpoklidat 1=k >0. ProtoZe jgeu ndhodneé velidiny v, a u {pro kaddé i)

neziavislé, spadne se spoite, e ptati E v, 0 = war v, = I, i=1,...,n,
Dvsen rozdéleni velidinmy v, nenf pravé z nejpoufivandj&ich. Jak uvidime
d4le, nshodna velidina  (n-p) v" a4 beta rozdélen! s parametry 1/2,
{n-p-1)-2

Pravdépodobné fastéil se v tétg seuvisiosti pouZfvaijf studentizovans
{jackknife) rezidua '

4:) R 1=}, ...,

Jedinyg rozdil protl defiplici normovanych rexidul je ve jmenovateli. Misto
béinéhe nestrannéhe odhadu raziptyln je zdo uvedspn odhad ZalofFeny na viech
pozorovanich kromé i—tdha.

Zavedme oznatent I“ s :.rm pra matieci {vekter) weznikloy 2 matice X
fvektoru )  wynechinim i{-tdho Fadicy x {aloBky yi}. Mive wuvedeny
pledpoklad ‘i—h“:-ﬂ Je ekvivalentn{ pfedpokladu, %e matjoe % a 1‘.'“ ) e j 1
stejnou  hednost., VO takovenm plipadd dostivime v podelu v o~

2
HEI“‘}E.H‘ In-:] sdhardy
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R3S = 7, L P I
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2

S RSS(L)/(nnl—p)

Protoze je

var (yl— x;b(L)) =¢° + o> x;.(x "’x ) 1x

ma podil

!
YT X% Pusy

(7

> ’ -1
su.)]/“xx. Xt ¥ %,

Studentovo t rozdélenf s n-p-1 stupni volnosti. V &itateli a gmenovateli

Jsou totiz nezivislé nahodné veli&iny, protoZe b(:) a s, Jjsou

nezavislé. PouZijeme-1i znamy vzorec (napf. And&l (1978), str. 73, cvié.
11), dostaneme

’ ‘1_ » - ] -1
(x[l.lx{t.]) = (X’X ® %)

1
=0+ @l x — x (X0
AR T

Po vynidsobeni{ vektorem x:lly“l= X'y - x Y, dostaneme dlalezity wvztah,

svazujic{ odhad parametru B 2ze vSech pozorovani s odhadem stejného
parametru, zaloZenym na vSech pozorovanich s vyjimkou i-tého

u
(8) b, =b-_1 (x'xf’xi.

(1.) -
i1

Odtud dostaneme po Gpravé také

RSS =y

(1. y

y

» ’
[117 111 [!lx[l-] b(l.)

2
ul
= RSS - :

1-h
1

takZe nestranné odhady rozptylu spolu sbuviseji vztahem

s° n—p-v2
(9) W _ i
s n-p-1
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Zfeims tﬂgg ¢ bo vylouZeni 1-tého pozorevani

odhad rozptyiu zsenaf pravé
kdyZ je ¥.*1 . Vralas se ale & vyrazu {7). {iv

atele lze upravit na tvar

uh, 1
YT E B S ¥, A b i-ﬁll = IR

podebnd fmenovatele

N 5
] r - a
i+ X X T T

v imn—-14 tyto ﬂprauyh vidine, Ze v (7) Je
studentizovand rewiduas v které mi tedy St

atuppi volnosti,

Jen jinakx zapeine
udentove t rosdélent 8  nge-1

Yztah {9] mOFeme poniit také Kk explicitnimg vyjadfeni vztahu
Rorpovanych g Btudent N2ovangeh rezidol. Po nepfill# slo3ité dprave

dogtanage
. Bepei 13
W ll'iri

1 2
Bp-v,

K Finé didle2itd predstavd nig pitivede &linek Andrewse (1971). Uvidipe,
28 na vektoru reziduf henf zajiwavé Jen jeho déiks freziduding moudet
étvercd), Normujme vektor reziduf ha Jadnotkovou délku. Zavedme vektor p w
wiuk . Stejnd jake vektor u ledi tente vektor v ertegonslnim dopifiku M{x)t
linedrntho ohaly siouped matice X, tedy v linedrnie prostory dinenze nep.
Vzhledem k feho Jednotkové délce 51 mideme pledstavovat, 3e bod r ledf na

povrcha  jednotkeved kouls, Pokusme ga ukdzat, v tento hdhodny bod mi na
Jednotkows kouli rovoomErng rozdslani,

Vezmime libovolny vekior asd{X)", fag=t. ProtoZepfedpokiidsne, ze jo
u~ﬁ{qu I}, platl nutns a'e-NI(Q ¢}, Oviem (I-H) je projekéng tici na
H{X]", takde platy {IﬂH}aE%; Froto je toke a'vept (T o=’ a-N{G, ¢ ), takde

kvaﬁratick% forma w'aa'ne” 8 ma chi & adrét rezdélent P Jednoa stupni
volnosti x,. Nahodnd velidina e'as'ass mi rozdélenf X, Je rmdmo, Je

rezidudln! soufet Atvercd RSS=u'u vydéleny o mj rozdéleni x:_ﬂ. ProtoZe je

satice (I-an') gdenpatentni, jakzse l2ze =madno pfeavédéig. majg Evadraticks
foray u'asa'we” a uw{I-aa' husg po fadé roszdélent X, 4 x a Jeou

n=t]
nezavisié, Ounadime-1i{ symbolem ¢ nihodny dhel, ktery svirajs vektory a a o
{resp. r), pak 1ze Psat

Fl 2 a ]
(cos p}aeir’n]zntu al ' any

E]
u'u u'aa’usa’ {T-aa* Ju

takZe ndhodni velitinalcos ¢)° md rezdéiens betai1/2, (n-p-1)/2). Protoss

k¥ astejnd, pro vektor

tote rezddient Je Pro viechny vektory a jednotkove dél
r zhyva pouze rovnomdrné rozdélent,
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3. Odlehlé Pozorovini v linedrni regresi

Vedle modelu (1) zavedme alternativni model s jednim odlehlym
pPozorovanim. Ms-1i byt timto odlehlym pozorovanim Pozorovani t-té, pak lze
model vyjadrit ve tvaru

(9) y~N(X8 + 'rjt, o°1)

8 o odlehlé pozorovani pljde, bude-1i ¥#0. V takovénm pfipadé se vdak
ponékud zmén{ vlastnesti vektoru u, nebotf bude

Eu= (I-H)(X8 + ¥,) =v (I—H).ft =vm,,
kde jsme v poslednim vyrazu pouzili z4pis M. Pro t-ty sloupec matice
M=I-H, ’

Je~1i tedy t-te& Pozorovdn{ odlehlé, pak olekavéme, Ze bude blizké
(podobné) t-tému sloupci matice M. 0 této vlastnosti vypovidi ihel mezi
uvedenymi vektcry. Protoze viechny sloupce matice M lez{ vV prostoru M#(X)
(jde o projekén{ matici do tohoto podprostoru), m& &tverec kosinu tohoto
Ghlu rozdélent beta(1/2, (n-p-1)/2). Tento &tverec je ale roven &tverci
skaldrnfho scu&inu , ‘

Wt

W)

( u m )2 (u'll,f';)2 uf ' 1
Y = = o— Vv,
uu Jt"‘j: (n-p)s2 m Rl e
, tt
coZ dava ﬁovou interpretaci Pro normované reziduum v, @ také dikaz dfive
zminéného tvrzenf o rozdéleni normovaného rezidua.
K testovan{ odlehlgsti t-tého pozorovang miZeme pousft také
studentizované reziduum v, Test na predem zvolené hladinég « dostaneme jen

kdyZ index t byl uré&en nikoliv v Zavislosti na vektoru y. Staéf porovnat

hodnotuy lv:! 8 kritickou hodnotou t rozdélen{ tn_p_l(a).

Castéj i ovsenm podezi*ivame néjaké pozorovani pradvé proto, e Jemu
odpovidajics reziduum je mimorsdné veliké, Pokud Porovnivime rezidua pomoc{
absolutnich hodnot studentizovanych (nebo hormovanych) rezidui, miZeme
pouzit Bonferroniho nerovnost

n n .
P( max |v®] 2 ¢) = p( u { vl 2 ch) s LP(Ivil 2 ¢) .
15y%a ) )= ] J=1 s
Abychom zachovali hladinu &, sta&f zvolit

c=t {(a/n) ,
n-p-1

coZ zarudf, Ze tuto. hladinu neprekrocime.

Kdybychom podobné jako yu Jjednoho odlehlého pPozorovani podezffivali
celkem m Pozorovani, avSak znovy bez ohledu na hodnotu vektoru y (a tedy
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bez ohledu na u}, miiiens potu¥it roabec
na obecnostl predpoklidde me, e
(9} budeme uvaZovat model

(e} - N[ g+ ? 2
Y= rz inE Eu ¥a & >

Lo vede ¥ soustave norpdinich

néni vide uvedengho postupu. Bez Gjmy
Jde o peslednich m pozorovant. Misto modelu

rovols pro odhady B a o parameird B a g

1 r Yo o P '
fxixi¢ Kzﬂgb + xic xlrl+ Iayz,

Refenin e {predpokisdime, 3e matice X, m& hodnost pl
b= (%) Ky . c=y-Xh
& rezidudlnim goudtem Xivercd HES‘= ﬁyl— Ilhﬁa_
E biind F statistice
R*E‘;S-HEE“I n={p+m)
R=5 m '
S

Testovdni hypotézy x=0 vede

F=

kteri md za plztnogtl hypotézy =0 F rozddleni 5 = g n-p-m stuphi
volnosti. Hypotdasu tedy zamitdme pfi  prekrodent kritické hedooty
E“?;M.{E}, Pokud bychom pemdli pozorovani, kiteri mohou byt odiehia,

uréenz predem, museli bychom pedobod

Jako u jediného pozorovénaf POzt
Bonfarronihe nerovnost,

4. Vlivnd pozorovénf

Pokusme =e vyisdfit coa mosns Jednodute vliv i-tdho Mocorovani na
chovinl odhadti. Vellkost teahoto viivy mitieme charakterizovat pomoci wektaory
b-h“ , (viz (9)}, pFiprdnd pomoci délky tohoto vektoru, Vezmeme-1t v Gvahc

hestelnou pfesnost  odhady Jednotlivgeh sloZek  vektoru B

a |jejich
korelovanogt doepé jepe ke Cookové mife w¥1ivy

- - L L - 2
ﬂl“ i:hl“‘]l b}t X'X (htLl bl {p=")

= fiXb ¥/ (ps®)
Kdyz dosadime podle (%), dostaneme P malé aprave

h yar &
{11} D omv?i g Rt Y
i ip l—th Lp wvar g -
Jak je vidét, zAle3{ na poftu parametsd, nz “cdlahlssti” t-téhe pozorovinsi




[ =T

- 205 -

méfené velikost{ vf » a také na velikosti i~tého diagonalniho prvku métice
H.

Jak lze tuto posledni hodnotu interpretovat? Pfedpoklédejme. Ze matice
X obsahuje Sloupec ze samych jedni&ek, 3e tedy regresni vztah obsahuje
absolutn{ &len. Potom je hil rovno &tverci jisté vzddlenosti i-~tého radku

matice X od "t&zists® vSech téchto f4dka zvétsenému o konstantu 1/n.
Pozorovani s velkou hodnotou h“ » Jak je patrné ze vztahu (9), maj{

mimofadné velky vliv na hodnotu vektoru b. Zpravidla se =za vzdéilenai
oznaduj{ pozorovini, pro néz hodnota h‘l prekraduje hodnotu 2p/n.

5. Grafické postupy

Zatim jsme ge Zmifiovali o rdznych charakteristikéch, které umoziu j {
uréovan{ odlehlych &i mimoradné vlivnych (vzddlenych) pozorovdni. V praxi
v8ak zpravidla vystadime s grafickymi diagnostickymi postupy. O chovani
Jednotlivych reziduf se rychle presvédé&ime, kdyz si je zZnédzornime j%go

Y-

Takovyto rozptylovy diagram nig upozorn{ na nestejny rozptyl, nevhodné
zvolenou funkéni Zévislost i na cdlehla pozorovanig. Na odlehls pozorovani
nds upozornf také rdzné normiln{ diagramy, byt byly plvodné urcéeny k
ovérovani{ normality. v normdlnich diagramech se zpravidla Zobrazuji{
usporidané hodnoty reziduf proti hodnotam kvantilové funkce normidlniho
rozdélenf. Na normidln{ rozdéleni ukazuje diagram, ve kterém le%{ Jednotlivé
body pribliZné na primce. Odlehlé pozorovani se Projevuje jako krajni bod,
ktery se odchyluje smérem k velkym &i malym hednotém.
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