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Abstrakt: Ucelom tejto prace bolo poskytnit strucény prehlad modernej a v praxi stale ¢oraz CastejSie pouzivanej Statistickej metody bootstrap, a tiez konkrétne ilustrovat jej pouzitie v Statistickom
software. K tomuto tcelu sme zvolili v akademickej oblasti ¢asto pouzivany, volne dostupny program R a jeho komercnu verziu S-PLUS. Okrem niekolkych vzorovych prikladov, ktoré sluzia k lepsej
nazornosti tejto metddy, sme pomocou simulacii aj zistovali, ako je potrebné vhodne volit pocet boostrapovych vyberov. Kedze tato popularna metoda je na aplikdciu pomerne jednoducha, snazili sme sa
upozornit aj na to, ze v pozadi tohoto pristupu stoji naro¢na teéria a mala by byt preto pouzivana s rozvahou.

Co je to BOOTSTRAP?

Medzi klasické vypocetné tlohy v matematickej Statistike
patri nepochybne zistovanie bodového odhadu pre nejaky
parameter, pripadne Statistiku. Casto nés viak zaujimaju
aj variacia alebo konfiden¢né intervaly tohoto odhadu.
Sktimame preto jeho rozdelenie. Tradi¢ne sa v Statistike k
tomuto ucelu pouziva CLV, teda za urc¢itych predpokladov
hladané rozdelenie pri dostato¢ne velkom rozsahu dat aprox-
imujeme normalnym rozdelenim. Uplatnenim modernych
vypoctovych prostriedkov sa vSak poniika aj dalSia moznost,
a to pouzit k odhadu rozdelenia skimaného parametru, ci
resample metody, oznacované aj ako com-
Jednou z takychto metod je aj
Pre

uplnost spomenme zvysné zakladné resamplové techniky. St

Statistiky tzv.
puter intensive methods.
metoda bootstrap, uvedena Efronom v roku 1979.

to subsampling, ktorého Specialnym pripadom je jackknife,
dalej permutac¢né testy a kriZové overovanie.

1. Parametricky bootstrap:

Majme nahodny vyber Xy, Xs,..., Xn z rozdelenia F(X,§). Sku-
mame Statistiku 8 = 6(F), ktort odhadneme z dat. Parametricky
bootstrap vychadza z predpokladu apriornej informécie o rozdeleni
F(X,&). Predpokladame teda konkrétny tvar tohoto rozdelenia, ktoré
je urcené vektorom parametrov & = (&1, ..., &k), ktory odhadneme z
.., Xn. 7 takto ziskaného odhadnutého
rozdelenia Fy (X, &) simulujeme B ndhodnych vyberov (bootstrapové
vybery, doddvame nahodu), kde N < B << N¥ a pre kazdy nahodny
vyber spoc¢itame 5}‘\72,2 =1,...,B. Z tychto odhadov z kazdého boot-

nahodného vyberu X, Xo,.

strapového vyberu ziskavame aproximaciu rozdelenia odhadu 0y.

Priklad 1: (vyberovy priemer)

Skumajme data, ktoré udavaji pocet hodin medzi poruchami klima-
(3,5,7,18,43,85,91,98, 100, 130,
Zaujima nas rozdelenie odhadu strednej hodnoty -

tizacie v Boeingu 720 jet aircraft
230, 487).
vyberového priemeru. Zda sa, ze EDF sa da dobre nafitovat expo-
nencialnym, alebo gamma rozdelenim. Simulujme teda nah. vybery z
odhadnutého gamma rozdelenia a pomocou nich aproximujeme rozde-
lenie vyberového priemeru. 7 obrazku (obr. 1) je vidiet, Ze vyberovy
priemer ma vyrazne zoSikmené rozdelenie, ¢o potvrdzuje aj normal
Q-Q plot, podla ktorého nejde o normalne rozdelenie. Naproti tomu
Gamma Q-Q plot naznacuje tomu, Ze ide o gamma rozdelenie.

Normal Q-Q plot
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Obr.1 Aroximéacia vyberového priemeru dat o klimatizacii parametrickym bootstrapom, normal

Gamma Q-Q plot

a gamma Q-Q plot Statistik z bootstrapovych vyberov.
2. Neparametricky bootstrap:

Podobne ako v prechadzajicom pripade majme nahodny vyber
X1, Xo, ..., Xn z rozdelenia F(X) a skimame Statistiku 6 = 0(F),
ktort odhadneme z dat. V pripade neparametrického bootstrapu vsak
nepredpokladame apriérnu informaciu o tvare rozdelenia F'. Neznamu
F' aproximujeme pomocou EDF, ako E\V a z tejto simulujeme N
pozorovani, ¢o znamené, ze z nahodného vyberu Xi, Xo,..., Xy
vyberame N krat s opakovanim. Dostavame prvy bootstrapovy
vyber Xi,,..., X7 y. Postup opakujeme B-krat. Pre kazdy takto
ziskany bootstrapovy vyber spocitame odhad skumanej statistiky

N ©=1,...,B. Z tychto odhadov napokon aproxinujeme rozdele-

nie odhadu é\N.

Priklad 2: (korela¢ny koeficient)

Sktajmame korelacny koeficient medzi dvoma vybermi (data city z
kniznice boot v R o raste populacie v réznych americkych mestéach).
Pouzijeme neparametricky bootstrap na aproxiaciu rozdelenia kore-
lacného koeficientu. (Obr. 2)

Histogram of bootcityl1$t Normal Q—Q Plot

———r—r—

01 2 3 4 5
A Y N B
Sample Quantiles
0 1 2 3
| | | |
w4
v 4

—0.5 0.0 0.5 1.0 -3 -2 -1 o

bootcityizst . Theoretical Quantiles

Obr.2 Odhad rozdelenia pre korelacny koeficient a normal Q-Q plot pre Fisherové transfor-

macie korela¢nych koeficientov z boostrapovych vyberov.

Kedy mozno bootstrap pouzit?

Bootstrap mozno aplikovat len na statistiky,o ktorych vieme, Ze boot-
strapova aproximacia splita ur¢ité teoretické vlastnosti, a sice konzis-
tenciu a asymptoticki presnost (rychlost konvergencie ku skuto¢nému

rozdeleniu, Edgeworthov rozvoj). Tieto poziadavky st splnené u
vacsiny beznych statistik, ako st napr. hladké funkcie vyberovych
momentov (priemer, rozptyl, atd), odhady v linearnych a zobec-
vierohodnych

odhadov a vela Statistik odvodenych z ¢asovych rad. V linearnych

nenych linearnych modeloch, vacsina max.

modeloch existuju dva pristupy pri aplikacii bootstrapu na odhad
regresnych koeficientov a to resampling residuals a resampling
cases. V poslednej dobe sa casto vyuziva novy spdsob generovania
nahodnych vyberov, oznacovany ako wild bootstrap. Tento vykazuje
lepsie vlastnosti a je vhodny v pripade heteroskedastickych dat. U
casovych rad sa pre konstrukciu bootstrapovych vyberov pouziva re-
samplovanie blokov. Zakladné pristupy st based resampling, block
resampling a metoda blocks of blocks.

Bootstrap verzus konvenény pristup(CLV)

Vyhody Bootstrapu: Je jednoduchy na pouzitie. Oslobodzuje nés
od dvoch obmedzeni klasického pristupu, a sice predpokladu zvonového
rozdelenia dat a nutnosti zamerat sa na Statistiky, ktorych teoretické
vlastnosti moézu byt analyzované matematicky. Casto pozorujeme
rychlejsiu konvergenciu ku skutocnému rozdeleniu ak v pripade CLV,

je teda vhodny aj pre mensie vybery:.

Nevyhody Bootstrapu: Niekedy moze poskytnut klamlivy obraz
skutocnosti (napr. u dat s odlahlymi pozorovaniami)

Aplikacia bootstrapu v R 2.2.0

Existuju kniznice boot, bootstrap a simpleboot, ktoré umoznuju
aplikiaciu bootstrapovych statistickych metdéd v R (podla odportcani sa

vyzaduje verzia R 2.2.0 a viac).

K dispozicii sit oba pristupy, parametricky aj neparametricky boot-
strap.  Funkcie pre jednoduchy bootstrap (boot(), bootstrap() a
pairs.boot()) s moznymi metoédami ordinary, balanced, anthitetic
bootstrap a permutation. Na bootstrap v linearnom modele slizi
funkcia Im.boot() s volitelnymi metédami model-based resampling
a resampling cases. K pouzitiu bootstrapu v ¢asovych radach su
nutné este dodatocné kniznice (tseries, zoo, quadprog).Funkcie ts-
boot() a tsbootstrap() umoznuja vyuzit metody Model-based re-
sampling, Block resampling a tiez metodu Blocks-of-blocks. V
pripade niektorej z metod blokov je k dispozicia volba pevnej dlzky
bloku, alebo dlzky bloku s geometrickym rozdelenim s volitelnou stred-
nou hodnotou /.

Konfidenc¢né intervaly

Klasické konfidenc¢né intervaly st zalozené na asymptotickej

aproximacii, ktora je v praxi ¢asto nepresna (interval 6 + 25, kde

) st percentily normalneho rozdelenia). Pri bootstrape sa okrem

(
Z
empirickych percentilov vyuzivaju aj vylepsené konfidenc¢né intervaly,

a to ABC, BC, a t-bootstrap.

1. BC, Intervaly pre parameter 0:
— bootstrapové vybery X[y, X{y,..., Xy prei =1,...,B —
odhady @\}k\[’l, - @\j‘v 5 — odhad distribu¢nej funkcie 4 , @(8) ako

G(c) = Zil H{@\}‘V)igc}

= BC, interval je [@\*Bca [a], 050 [1 - a]}, kde

Q*BCQ [Oé] - G—lgb (ZO + 1—2%2;12’“))7
kde 2% = ¢~ 1(a), 2o je biasova korekcia a a je akcelerécia.

2. ABC Intervaly pre parameter 0:
— analytickd verzia BC,, konfiden¢nych intervalov.
= ABC konfiden¢ny interval je [é\z solad, é\jjl soll — a]}, kde

Gupcle] = 0+ V6,

3. t-bootstrap intervaly pre parameter 6:

kde w = z9 + 2°.

— nahodny vyber X7, X5, ..., X3y — odhadneme (X) a smero-
datnu odchylku g, — statistika T = % — 7z bootstrapovych

vyberov odhadneme kvantily 7).

= t-bootstrap interval je 0 — oT@), 0 — 8T(1—04)}

Priklad 3: (vyberovy korela¢ny koeficient)

Porovnanie konfiden¢nych intervalov, pocitanych réznymi metodami
pre odhad korela¢ného koeficientu p, kde p = 0.723:

Parametricky pristup

Q ABC BC, | t-bootstrap | Standard
0.05 0.47 0.47 0.45 0.55
0.95 0.86 0.86 0.87 0.90

Neparametricky pristup

Q ABC BC,, | t-bootstrap | Standard
0.05 0.56 0.55 0.51 0.59
0.95 0.83 0.85 0.86 0.85

K vypoctu BC,,, ABC a t-bootstrap konfiden¢nych limit st urcené
funkcie abe.ci(), boot.ci(), abc.par(), abc.non(), becanon() a boott().

Priklad 4: (testova Statistika - asova rada)

Mame casova radu {X;, t = {1,2,...,309}}, kde X; je logarit-
mus podielu ceny ovéej viny na australskom trhu a miniméalnej ceny
stanovenej na dany tyzden. Testujeme hypotézu Hy Ze ide o nahodnu
prechadzku proti alternative Hi, Ze ide o autoregresnii postupnost
prvého radu. Volime testovi statistiku T = IS;A& kde @ je odhad au-
toregresného koeficientu a s3 je smerodatna odgh}?lka pre a. Metodou
Block resampling s geometrickym rozdelenim dlzky blokov so stred-

nou hodnotou I = 20 a poctom opakovani R = 5000 odhadneme
rozdelenie pre testovi Statistiku 7.

density.default(x = boot1$t[, 1])
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odhad hustoty testovej statistiky pocet bootstrapovych vyberov

Obr.3 Odhad hustoty rozdelenia testovej statistiky 7', spo¢itany na zaklade 1000 bootstrapovych
vyberov a odhad sStatistiky spoc¢itany z povodnych dat. Na druhom obrazku je bootstrapovy
odhad testovej Statistiky T', po¢itany pre rozne hodnoty poc¢tu opakovani bootstrapovych vyberov

v piatich pripadoch.

Hodnoty statistiky 1" blizko nule by sved¢ili v prospech nulovej hy-
potézy. Na zéaklade zkonstruovanych konfidenénych intervalov pre
Statistiku 7" so spolahlivostou 95% vsak zamietneme nulovii hypotézu

H().
Aplikacia v S-plus

Pre acely bootstrapu je nutné stiahnit kniznicu S+Resample. K
dispozicii je na stranke http: / /www.insightful.com /downloads/
libraries.  KniZnica podporuje parametricky aj neparametr-
ciky bootstrap, premutacné testy, metodu jackknife, odhady v
lineArnych modeloch, atd. Implementécia funkcii a vyznam
parametrov je podobny ako v R-ku. K dispozicii st funkcie sam-
ple(), bootstrap(), pbootstrap(), sbootstrap(), pre permutacné testy
je urcena funkcia permutationTest() a pre empirické percentily a iné
konfiden¢né intervaly funkcie limits.emp(), limits.bca().

Vol'ba poc¢tu opakovani

V pripade jednoduchych Statistik, ako je napr. vyberovy priemer,
dobré vysledky dostévame uz pri B = 500 opakovaniach (Obr. 4).
K tomuto uc¢elu sme simulovali hodnotu vychylenia a rozptylu boot-
strapového odhadu tejto Statistiky (data o klimatizécii) pri 10, 20,
50, 100, 200 a 500 opakovaniach. V tomto pripade Tahko teoret-
icky zistime, k comu by malo konvergovat toto vychylenie a rozptyl,

_ _ _ 2 __
E*(X}) = Xy, Var* (X5) = 22 kde 82 = £ 52V (X, - Xy )2
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Obr.4 Empiricky bias a rozptyl bootstrapového odhadu strednej hodnoty v piatich pripadoch

pre rozny pocet opakovani B (data o klimatizacii).

V pripade komplikovanejsich Statistik obcas potrebujeme vacsi pocet
bootstrapovych opakovani, aby sme dosiahli mensie vychylenie a
rozptyl bootstrapového odhadu. Pre konfidencné intervaly sa do-
porucuje hodnota B aspon 1000, v pripade niektorych inych Statistik
to moze byt aj 10000 a viac (Nezabudnime, Ze pocet bootstrapovych
vyberov B musi byt vicsi ako je rozsah dat N). Treba preto pri ap-
likacii bootstrapu mysliet aj na ttto skuto¢nost (v S-PLUS je defaultne
nastavené B = 1000, v R nie je defaultne nastavenie). Pocet opakovani
bootstrapového odhadu sktimali aj v pripade testovej Statistiky z prik-
ladu 4, (Obr. 3). Na zaver este pridavame simulaciu poctu opakovani
bootstrapového odhadu pre korelaény koeficient (Obr. 5).
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Obr.5 Empiricky bias a rozptyl bootstrapového odhadu korelacného koeficientu v piatich pri-
padoch pre rozny pocet opakovani B (data o Standardizovanych testoch z helpu ku kniznici

S+Resample).

Vplyv odl'ahlych pozorovani

Napokon sa este pozrime, ako odhalit, ¢i bootstrapovy odhad moze byt
poskodeny odlahlym pozorovanim, teda ¢i existuje v datovom stubore
odlahlé pozorovanie. Na tento 1ucel sa pouziva metoda jackknife,
ktora spocita bootsrapovy odhad Statistiky N-krat pre kazdy datovy
stbor, ktory vznikne z pévodného vynechanim jedného pozorovania.
Ak sa po vynechani nejakého pozorovania bootstrapovy odhad vyrazne
odlisuje od ostatnych klasifikuje sa ako odlahlé. V R k dispozicii funk-
cia jackknife() a v S-PLUS funkcia jack.after.bootstrap()
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