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Abstrakt. V Koubkova [2004a] byl navrzen postup detekce bodu zmény v sekvencné pozorovanych datech zalozeny na Li-reziduich. Zde je odvozeno rozdéleni zpozdeéni
takto detekované zmeény oproti ¢asu skuteéné zmeény za nékterych specialnich podminek.

Definice problému a predpoklady

Uvazujme sekvencné prichazejici data splnujici model polohy

kde Y; jsou pozorovana data, p; parametry polohy a e; nahodné chyby:.
Predpokladejme, ze v datech muze nastat zména v parametru polohy:. Ukolem je

odhalit tuto zménu co nejdiive a omezit pritom pravdépodobnost falesného poplachu.
O datech a jednotlivych parametrech modelu predpokladame

(A) K dispozici jsou tréninkova data beze zmény o velikosti m, tj.

H1 = ... = y-

(B) e;, 1 < i < oo jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné veliciny s distribuéni funkei
F' symetrickou kolem nuly, majici druhou derivaci v okoli nuly, a takovou, ze plati
F'(0) = f(0) > 0.

Reseni problému

Problém se resi testovanim nulové hypotézy, ze zména nenastala, tj.
HoilLLZ':,uo, m+1<i1< o0
proti alternative, ze zména nastala

H, :existuje kK > 1 a u, # o tak, ze
i =po, m+1<i<m+k* p=p,m+k* <1< oo,

za podminek

limy, 00 Pry(T(M) < 00) = a, (2)
limy,, 0 Ppr,(7(m) < 00) =1, (3)

kde 7(m) je cas detekce zmeény.

Podminka (2) zarucuje, ze pravdépodobnost falesného poplachu je omezena cislem
«. Podminka (3) 11ka, ze pravdépodobnost odhaleni zmény, pokud nastala, je v limité
rovna jedné (tj. test je konzistentni).

V Koubkova [2004a] je pro tento pripad navrzena testova statistika

m-+k

D sign(Yi — fin)

1=m+1

~

Qm, k) =

)

ktera je zalozena na kumulativnich souctech L;—rezidui e; = sign(Y; — fim), kde i, je
median z pozorovani Yi,...,Y,,.

Zména je detekovana (tj. Hy zamitnuta) a pozorovani zataveno, pokud hodnota
testove statistiky presahne ktitickou hranici. Definujeme cas detekce zmény

rm) = 4 Dk 2 1: Q(m B)/g(m, k,7) > (@)
0, pokud Q(m, k)/g(m,k,~v) < c(a), pro vsechna k,

kde g(m, k, ) je hrani¢ni funkce ve tvaru

ok = (14 ()

m m + k

s dolad’ujici konstantou v € [0,1/2) a ¢(«) je konstanta zarucujici, ze podminky (2) a
(3) jsou splnény.

V Koubkova [2004a] je odvozeno limitni chovani testové statistiky za platnosti nulové
i alternativni hypotézy. Za platnosti Hy plati

I . ) _P[ \W<t>|§C]

sup <c sup
m—00 | <k<oo g(m, k,7) o<t<1 U7

pro kazdé ¢ > 0, kde {W (t), 0 < t < oo} znaci Wieneruv proces. A za platnosti H 4
bylo dokazano, ze

‘é§§(7717 lﬂ)‘ })
Su > OQ.
1§k£oo g(m, k,)

Pro v > 0 neni znam presny tvar limitniho rozdéleni za H,, a kritické hodnoty je
tfeba aproximovat pomoci simulaci, viz. Horvath a col. [2001] a Koubkova [2004b].
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Rozdéleni ¢casu detekce zmény
Predpokladejme nasledujici specialni pripad.
(C)
(1) O0m — 0, A /md, — oo

) | 1 -2y’
it) k¥ = O(m?) with some 0 < 6 < (—) .
< ) < ) 2(1__/7>

Uvazujeme tedy velikost zmény klesajici k nule, spolu s m jdoucim do nekonecna, ale ne
prilis rychle, aby zménu jesté bylo mozno detekovat. Zaroven predpokladame, ze zména
nenastala prilis brzy. Pro jednoduchost dale predpokladejme, ze pug = 0. Za téchto
podminek plati mnasledujici tvrzeni.

Véta 1 Necht’ plati model (1) a jsou splneny predpoklady (A), (B) a (C). Necht’
v € (0,1/2). Pak za platnosti alternativni hypotézy H 4 plati

lim P {T<m) —alm) _ :1:} — O(z),

T b(m)
kde ®(x) znaci distribucni funkci standardniho normdlniho rozdélent,
1/2—7\ /(1=7)
CL<77Z> — (:(jﬂl<()4)7rl :) : &)<77l> — CL<77Z)
27 (0o = 227000

a cp(a) je konstanta zarucugici splnéni podminek (2) a (3).

Pro obecnéjsi pripady neni presné znamo rozdéleni casu 7(m), ale je mozno alespon
radove odhadnout jeho zpozdéni oproti skutecnému casu zmény. Predpokladejme nyni
nasledujici situaci.

(D) Zména nastava v case m + k*, kde k* = em”, 3 € (0,00), ¢ > 0 je konstanta a

velikost zmény je konstantni, tedy d,, = ¢ pro vsechna m.
V takovém pripadé plati nasledujici véta.
Véta 2 Necht’ plati model (1) a jsou splnény podminky (A), (B) a (D). Pak za
platnosty alternativy H 4, plati

1—2v

1.je-li 0 < B < (1 —27v)/2(1 — ) pak 7(m) — k* = O(m21-7),
2. je-li (1 —2v)/2(1 —7) < B < 1 pak 7(m) — k* = O(m!/>+(6-1)
3. je-li B> 1 pak 7(m) — k* = O(m"~1/?),

Vysledky simulaci

Pro situaci popsanou ve Vété 1 byly provedeny simulace s hodnotami v =
0,0.25, 0.49, m = 50,100,500, § = 5m~Y* a 0 = ((1 — 29)/(2(1 — v)))?/2.
Vysledky jsou shrnuty v grafech a v tabulce popisujici chovani nahodné veli¢iny

(T(m) — a(m))/b(m).

m= 50, gamma=0 m= 50, gamma= 0.25
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Shrnuti vysledku pro (7(m) — a(m))/b(m) s hodnotou v = 0.25

min 19 median 3"(Q) max | mean
m = 50 23.16 40.71 48.23 55.75 101.5] 48.92
m = 100 17.14 3429 39.73 44.33 73.2 | 40.02
m = 500 8.428 15.14 16.94 19.23 31.01 17.3

7 tabulky i z grafu je patrno, ze s rostoucim m se stredni hodnota veliciny (7(m) —
a(m))/b(m) blizi k nule a klesa i jeji rozptyl. Pro zkoumané hodnoty m vsak byla
zamitnuta normalita této veliciny. Konvergence k cilovému normalnimu rozdéleni je
tedy pomeérné pomala.



