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Abstrakt. V Koubková [2004a] byl navržen postup detekce bodu změny v sekvenčně pozorovaných datech založený na L1-rezidúıch. Zde je odvozeno rozděleńı zpožděńı
takto detekované změny oproti času skutečné změny za některých speciálńıch podmı́nek.

Definice problému a předpoklady

Uvažujme sekvenčně přicházej́ıćı data splňuj́ıćı model polohy

Yi = µi + ei, (1)

kde Yi jsou pozorovaná data, µi parametry polohy a ei náhodné chyby.
Předpokládejme, že v datech může nastat změna v parametru polohy. Úkolem je

odhalit tuto změnu co nejdř́ıve a omezit přitom pravděpodobnost falešného poplachu.
O datech a jednotlivých parametrech modelu předpokládáme

(A) K dispozici jsou tréninková data beze změny o velikosti m, tj.

µ1 = . . . = µm.

(B) ei, 1 ≤ i < ∞ jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny s distribučńı funkćı
F symetrickou kolem nuly, maj́ıćı druhou derivaci v okoĺı nuly, a takovou, že plat́ı
F ′(0) = f(0) > 0.

Řešeńı problému

Problém se řeš́ı testováńım nulové hypotézy, že změna nenastala, tj.

H0 : µi = µ0, m + 1 ≤ i < ∞

proti alternativě, že změna nastala

HA : existuje k∗ ≥ 1 a µ∗ 6= µ0 tak, že

µi = µ0, m + 1 ≤ i < m + k∗, µi = µ∗, m + k∗ ≤ i < ∞,

za podmı́nek

limm→∞ PH0(τ (m) < ∞) = α, (2)

limm→∞ PHA
(τ (m) < ∞) = 1, (3)

kde τ (m) je čas detekce změny.
Podmı́nka (2) zaručuje, že pravděpodobnost falešného poplachu je omezena č́ıslem

α. Podmı́nka (3) ř́ıká, že pravděpodobnost odhaleńı změny, pokud nastala, je v limitě
rovna jedné (tj. test je konzistentńı).

V Koubková [2004a] je pro tento př́ıpad navržena testová statistika

Q̃(m, k) =

∣∣∣∣∣

m+k∑

i=m+1

sign(Yi − µ̃m)

∣∣∣∣∣ ,

která je založena na kumulativńıch součtech L1−rezidúı ẽi = sign(Yi − µ̃m), kde µ̃m je
medián z pozorováńı Y1, . . . , Ym.

Změna je detekována (tj. H0 zamı́tnuta) a pozorováńı zataveno, pokud hodnota
testové statistiky přesáhne ktitickou hranici. Definujeme čas detekce změny

τ (m) =

{
inf{k ≥ 1 : Q̃(m, k)/g(m, k, γ) ≥ c(α)}
0, pokud Q̃(m, k)/g(m, k, γ) < c(α), pro všechna k,

kde g(m, k, γ) je hraničńı funkce ve tvaru

g(m, k, γ) =
√

m

(
1 +

k

m

)(
k

m + k

)γ

s dolad’uj́ıćı konstantou γ ∈ [0, 1/2) a c(α) je konstanta zaručuj́ıćı, že podmı́nky (2) a
(3) jsou splněny.

V Koubková [2004a] je odvozeno limitńı chováńı testové statistiky za platnosti nulové
i alternativńı hypotézy. Za platnosti H0 plat́ı

lim
m→∞

P


 sup

1≤k<∞

∣∣∣Q̃(m, k)
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g(m, k, γ)
≤ c


 = P

[
sup

0≤t≤1

|W (t)|
tγ

≤ c

]

pro každé c > 0, kde {W (t), 0 ≤ t < ∞} znač́ı Wiener̊uv proces. A za platnosti HA

bylo dokázáno, že

sup
1≤k<∞

∣∣∣Q̃(m, k)
∣∣∣

g(m, k, γ)
P−→ ∞.

Pro γ > 0 neńı znám přesný tvar limitńıho rozděleńı za H0, a kritické hodnoty je
třeba aproximovat pomoćı simulaćı, viz. Horváth a col. [2001] a Koubková [2004b].
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Rozděleńı času detekce změny

Předpokládejme následuj́ıćı speciálńı př́ıpad.

(C)

(i) δm → 0, ∧
√

mδm → ∞

(ii) k∗ = O(mθ) with some 0 ≤ θ <

(
1 − 2γ

2(1 − γ)

)2

.

Uvažujeme tedy velikost změny klesaj́ıćı k nule, spolu s m jdoućım do nekonečna, ale ne
př́ılǐs rychle, aby změnu ještě bylo možno detekovat. Zároveň předpokládáme, že změna
nenastala př́ılǐs brzy. Pro jednoduchost dále předpokládejme, že µ0 = 0. Za těchto
podmı́nek plat́ı mnásleduj́ıćı tvrzeńı.

Věta 1 Necht’ plat́ı model (1) a jsou splňeny předpoklady (A), (B) a (C). Necht’
γ ∈ [0, 1/2). Pak za platnosti alternativńı hypotézy HA plat́ı

lim
m→∞

P

{
τ (m) − a(m)

b(m)
≤ x

}
= Φ(x),

kde Φ(x) znač́ı distribučńı funkci standardńıho normálńıho rozděleńı,

a(m) =

(
cm(α)m1/2−γ

2f(0)δm

)1/(1−γ)

, b(m) =

√
a(m)

(1 − γ)2f(0)δm

a cm(α) je konstanta zaručuj́ıćı splněńı podmı́nek (2) a (3).

Pro obecněǰśı př́ıpady neńı přesně známo rozděleńı času τ (m), ale je možno alespoň
řádově odhadnout jeho zpožděńı oproti skutečnému času změny. Předpokládejme nyńı
následuj́ıćı situaci.

(D) Změna nastává v čase m + k∗, kde k∗ = cmβ, β ∈ (0,∞), c > 0 je konstanta a
velikost změny je konstantńı, tedy δm = δ pro všechna m.

V takovém př́ıpadě plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 2 Necht’ plat́ı model (1) a jsou splněny podmı́nky (A), (B) a (D). Pak za
platnosti alternativy HA, plat́ı

1. je-li 0 < β < (1 − 2γ)/2(1 − γ) pak τ (m) − k∗ = O(m
1−2γ

2(1−γ)),

2. je-li (1 − 2γ)/2(1 − γ) ≤ β < 1 pak τ (m) − k∗ = O(m1/2+γ(β−1))

3. je-li β ≥ 1 pak τ (m) − k∗ = O(mβ−1/2).

Výsledky simulaćı

Pro situaci popsanou ve Větě 1 byly provedeny simulace s hodnotami γ =
0, 0.25, 0.49, m = 50, 100, 500, δ = 5m−1/4 a θ = ((1 − 2γ)/(2(1 − γ)))2/2.
Výsledky jsou shrnuty v grafech a v tabulce popisuj́ıćı chováńı náhodné veličiny
(τ (m) − a(m))/b(m).
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Shrnut́ı výsledk̊u pro (τ (m) − a(m))/b(m) s hodnotou γ = 0.25
min 1stQ median 3thQ max mean

m = 50 23.16 40.71 48.23 55.75 101.5 48.92
m = 100 17.14 34.29 39.73 44.33 73.2 40.02
m = 500 8.428 15.14 16.94 19.23 31.01 17.3

Z tabulky i z graf̊u je patrno, že s rostoućım m se středńı hodnota veličiny (τ (m) −
a(m))/b(m) bĺıž́ı k nule a klesá i jej́ı rozptyl. Pro zkoumané hodnoty m však byla
zamı́tnuta normalita této veličiny. Konvergence k ćılovému normálńımu rozděleńı je
tedy poměrně pomalá.


