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V p̌ŕıspěvku je načrtnut jeden z možných p̌ŕıstup̊u k odhadu Paretova indexu v regresńım
p̌ŕıpadě, kdy jsou náhodné veličiny stochasticky závislé na vektoru nezávislých proměnných.
Metoda využ́ıvá kvantilové regrese.

Analýza extrémńıch událost́ı

Nechť jsou X1, . . . , Xn pro n ∈ N nezávislé stejně rozdělené náhodné
veličiny se spojitou distribučńı funkćı. Podle Fisher-Tippetovy věty
lze pak vlastnosti rozděleńı chvost̊u Xi (tj. i vlastnosti maxim Xn,n :=
max {X1, . . . , Xn}) asymptoticky popsat jediným parametrem γ – tzv.
Paretovým indexem. Mluv́ıme o třech sférách přitažlivosti neboli
o rozděleńıch

•Fréchet-Paretova typu pro γ > 0, tj. s těžkými chvosty,

•Gumbelova typu pro γ = 0, tj. s exponenciálńımi chvosty,

•Weibullova typu pro γ < 0, tj. s omezenými chvosty.

V literatuře byla popsána celá řada odhad̊u γ – viz Beirlant et al. (2004).

Př. Hill̊uv odhad

Hk,n =
1

k

k−1∑

i=0

log Xn−i,n − log Xn−k,n.

Na obrázku vid́ıme závislost Hillova odhadu na

k, tj. volbě pod́ılu dat použitých pro výpočet. Data

byla źıskána simulaćı z absolutńıch hodnot Tukeyho

rozděleńı o dvou stupńıch volnosti (|T2|). Skutečná

hodnota γ = 0.5 je indikována čarou. Lze vy-

pozorovat klesaj́ıćı rozptyl odhadu s rostoućım k

a naopak rostoućı vychýleńı. Př́ıklad demonstruje

d̊uležitost volby “optimálńıho” pod́ılu dat,

problém, který se tak či onak objeuje u věťsiny odhadů

extrémńıho indexu γ.
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Hill plot for |T_2|
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Regresńı př́ıpad

Uvažujme nyńı regresńı př́ıpad Yi = β>xi+ui, i = 1, . . . , n, kde ui jsou
nezávislé náhodné veličiny. Vraťme se nyńı zpět a pod́ıvejme se, co nám
bráńı použ́ıt odhady odvozené pro stejně rozdělené náhodné veličiny.

Motivace:

1

log 2
log

{
Q (1− 1/4y)−Q (1− 1/2y)

Q (1− 1/2y)−Q (1− 1/y)

}
y→∞−→ γ,

kde Q(y) = F←(y) = inf {x : F (x) ≥ y}.
↓ Q(1− 1/y) ≈ Xn−k+1,n (!)

Pickands̊uv odhad

γ̂P,k :=
1

log 2
log

(
Xn−dk/4e+1,n −Xn−dk/2e+1,n

Xn−dk/2e+1,n −Xn−k+1,n

)

Je tedy nutné odhadnout Q(1− 1/y) něč́ım “lepš́ım” než je Xn−k+1,n.

Kvantilová regrese

Myšlenkou lineárńı kvantilové regrese je nalezeńı řešeńı minimalizačńı
úlohy

min
b∈Rp

n∑

i=1

ρτ

(
yi − x>i b

)
,

kde ρτ označuje ztrátovou funkci

ρτ (u) := u · (τ − I (u < 0)) .

Za τ-tý regresńı kvantil se pak označuje Q̂Y (τ |xi) := x>i b̂ (τ |Y,x).
Přirozeně se tak nab́ıźı nasleduj́ıćı modifikace stávaj́ıćıch odhad̊u,
použitelná nejen pro Pickands̊uv ale např. i pro Hill̊uv odhad.

1 Obecný model

ui ∼ F (θ(xi); z)

↓
Q(τ ) ≈ Q̂Y (τ |xi)

2 Model se stejně rozdělenými chybami

ui ∼ F (θ; z)

↓
Q(τ ) ≈ b̂0 (τ |Y,x)

Simulačńı studie

•metodu demonstrujeme pro model se stejně rozdělenými chybami

• jiné simulace však ukázaly jej́ı funkčnost i pro obecněǰśı model – ten
by ale vyžadoval v́ıce prostoru pro diskuzi
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Hill plots for given data
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Prvńı obrázek ukazuje graf modifikovaného Hillova

odhadu v závislosti na k, tj. pro r̊uzná τ = [k/n].

Byla opět simulována náhodná č́ısla z |T2|, tentokrát

však s malým lineárńım posunut́ım Yi = 0.002Xi +

|T2|, Xi = 1, . . . , 1000. Moďre je vyznačen modi-

fikovaný Hill̊uv odhad využ́ıvaj́ıćı kvantilové regrese

s lineárńım trendem, čerchovaně pak modifikovaný

Hill̊uv odhad založený na kvadratickém trendu, který

je v této situaci zjevně neadekvátńı (zbytečně široký).

Pro srovnáńı je zakreslen obvyklý Hill̊uv odhad –

červeně a Hill̊uv odhad aplikovaný na data, z nichž byl

zpětně odstraněn lineárńı trend – černě.

Na daľśım obrázku znovu vid́ıme grafy kvantilovou regreśı modifiko-

vaných odhadů – Hill̊uv odhad (moďre) a Momentový odhad (šedě).

Tentokrát byla generována data z Paretova Pa(4) rozděleńı a p̌ričtena

ke kvadratickému trendu Yi = 1/20X2
i + 2Xi + |Pa(4)|, kde Xi =

{1, . . . , 40, 1, . . . , 40, . . . , 1, . . . , 40} a i = 1, . . . , 1200. Skutečná hod-

nota γ = 0.25 je vyznačena obvyklým způsobem černou čarou.
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Hill and Moment estimators plot
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Výhled do budoucna

Prezentovaná metoda byla načrtnuta pouze v hrubých obrysech. Řada
otázek tak z̊ustává otevřena. Např́ıklad konzistence odhad̊u byla do-
sud dokázána pouze pro v praxi nepoužitelný Pickands̊uv odhad – viz
Chernozhukov (2000). Tento d̊ukaz však nelze použ́ıt pro jiné odhady.
Východiskem by snad mohl být funkcionálńı př́ıstup k odhadu γ popsaný
v Drees (1998). Zcela neńı dořešena ani vlastńı konstrukce odhad̊u např.

d̊uležitá problematika jejich invariance na posunut́ı, otázka τ versus k
n atp.

Pro aplikaci do praxe pak scháźı implementace do statistického softwaru
(např. do R).
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