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O POUZITI RETEZCOVYCH GRAFU PRO POPIS STRUKTUR
PODMINENE NEZAVISLOSTI

MILAN STUDENY

ABSTRAKT. Prvni ¢ast pfispévku obsahuje motiva¢ni ptiklady, které ilustruji
mozné pouziti grafickych metod popisu struktur podminéné nezavislosti prfi
zpracovani kontingencnich tabulek, v mnohorozmérné statistické analyze a v
pravdépodobnostnim rozhodovani. Poté je formalné zaveden pojem struktury
podminéné nezavislosti a pojem fetézcového grafu. Nasleduje piehled podmi-
nek, které svazuji strukturu fetézcového grafu s pravdépodobnostni strukturou.
Jednoduchy ptiklad ilustruje tfi typy Markovskych podminek a faktorisa¢ni
podminku.

Abstract. The first part of the contribution contains motivation examples which
illustrate the possible use of graphical methods of description of conditional
independence structures in contingency tables processing, in multivariate sta-
tistical analysis and in probabilistic decision-making. Then formal definitions of
the concept of conditional independence structure and of the concept of chain
graph are given. After that an overview of conditions which relate structure of
a chain graph and probabilistic structure follows. A simple example illustrates
three types of Markovian conditions and a factorization condition.

Pesoms. IlepBas gacTn cTarbu COAEPKUT MOTUBUPYIOIMUE IPUMEPDI, KO-
TOPbLI€ IMIOKAa3LIBAIOT BO3MOXKHOE IIPDUMEHEHUE Fpa(bH‘IeCKI/IX MEeTOOOB OIIU-
CaHUA CTPYKTYP OTHOCUTEILHOW He3aBUCHUMOCTH Hpu ob6paborke Tabdbaumn
CONPSAKEHHOCTH IPU3HAKOB, B MHOTOPa3MePHOM CTATUCTUYECKOM aHaIU3e
U B BEPOSITHOCTHOM PEIICHUU. 3aTeM (pOPMAILHO BBOAUTCS MOHATUE CTPY-
KTYPBl OTHOCUTEJILHON HE3aBUCUMOCTU U HOHATHE IenHOBO rpada. ITocre
3TOro ciaemyer 0630p yCIOBUl, KOTOPLIE CBA3LIBAIOT CTPYKTYPY LEIHOBO
rpaa U BEePOATHOCTHYIO CTPYKTypy. IIpocroii mpumep wuiamaiocrpupyer
Tpu Tunol yciaosuit Mapkosa u yciaosue pakToOpU3aLUU.

1. PREDMLUVA

Tento pfispévek neni klasicky matematicky text. Je to spise piehledovy clanek,
jehoz ucelem je informovat ¢tenare o jedné oblasti vyzkumu na pomezi matema-
tické statistiky a umélé inteligence. Téma prispévku bylo tématem prednéasky na
setkani ROBUST 2000 konaném v zafi roku 2000 v Nec¢tinach. Tato pfednéaska byla
pod vlivem (rad) nékterych tradi¢nich téastniktt ROBUSTu koncipovana spise jako
didakticka promluva. Proto také velka ¢ast tohoto pfispévku je vénovana motivacnim
prikladtim, jejichz uicelem je osvétlit, kde se ve statistice a umélé inteligenci mohou
vyuzit struktury podminéné nezdvislosti a jak se pro jejich popis (a interpretaci)
mohou pouzit (diskrétni) grafy, jejichZ uzly odpovidaji ndhodnym veli¢indm.
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Dalsi zvlastnosti pfispévku (za kterou se timto zptisobem jesté jednou omlouvam
organizatorim ROBUSTu) je vice neZ roéni zpozdéni zplisobené nejriznéjsimi di-
vody, zejména mym extrémnim casovym zaneprazdnénim koncem roku 2000. Proto
byl tento prispévek nabidnut do sborniku ROBUST 2002.

2. MOTIVACNT PRIKLADY

V tomto oddile jsou uvedeny nékteré uméle vytvorené priklady, které maji de-
monstrovat, jak se pojem podminéné nezavislosti mize pouzit pro modelovani kva-
litativnich vztahti mezi velicinami. Grafické metody popisu struktur podminéné ne-
zavislosti se vyskytuji predevsim v nasledujicich tfech oblastech:

e pii analyze kontingencnich tabulek, coz spadéa do oblasti diskrétni statistiky
pracujici s kategoridlnimi daty,

e v mnohorozmérné statistické analjze, ¢imz se rozumi oblast statistiky zaby-
vajici se (zejména funkcionalnimi) vztahy mezi spojitymi ndhodnymi veli¢i-
nami,

e v pravdépodobnostnim rozhodovdni, kterézto se uplatnuje zejména v oblasti
pocitacové védy, pfesnéji feceno v oboru umeéla inteligence, totiz tam kde je
rozhodovani za nejistoty zaloZeno na pravdépodobnostnim modelu.

Pro snadnéjsi porozuméni jsou zde zopakovany nékteré elementarni pojmy z uvede-
nych oblasti.

2.1. Kontingenc¢ni tabulky. Vice podrobnosti o grafickych modelech pouziva-
nych pfi analyze kontingencénich tabulek lze nalézt ve ¢tvrté kapitole Lauritzenovy
knihy [20]. Zde je uveden pouze letmy néstin zdkladnich myslenek.

V této oblasti jde o to klasifikovat urcité objekty do néjakych kategorii. Je tedy
dana urcita neprazdna koneéna mnozina klasifikacnich kriterii ¢i faktoru N, pri¢emz
kazdé kritérium ¢ € N ma pfifazenu urcéitou neprazdnou kone¢nou mnozinu urovni
klasifikace X;.

PRIKLAD 1. Pfedstavme si, Ze milovnik ¢aje klasifikuje jednotlivé dodavky caje
podle tii kritérii: typ ¢aje, velikost listktt a chuf. UvaZzujeme tedy N = {a,b,c},
pri¢emz vyznam faktora a, b, ¢ je popsan v tabulce 1.

FAKTOR | KRITERIUM | MNOZINA UROVNI KLASIFIKACE
a typ ¢aje X, = {Zeleny, Cerny}
b velikost listka X, = {Malé, Sttedni, Velké}
c chut X. = {Ptijatelnd, Nepfijatelnd}

Tab. 1 Kritéria klasifikace caje.

Bunky prislusné kontingencni tabulky pak jsou prvky kartézského soucinu Xy =
[Licy Xi- Je-li @ # A C N pak piislusnd margindini tabulka mé za bunky prvky
kartézského sou¢inu X4 =[], 4 Xi (nize budu pouzivat symbol X 4 coby zkracené
oznaceni [[;. , X;). Data jsou pfedpoklddéna ve formé posloupnosti objekti, které
jsou jiz klasifikovany do prislusnych bunék. V uzsim matematickém smyslu je to tedy
posloupnost ohodnoceni téchto objektt, tedy prvkia X . Z téchto dat se pak vytvori
kontingencni tabulka tak, Ze se do kazdé bunky napise prislusny pocet vysledki
v dané posloupnosti.
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PRIKLAD 2. V situaci popsané v piikladé 1 uvazujeme napiiklad posloupnost Sesti
ohodnoceni dodévek ¢aje (faktory jsou fazeny v poradi a, b, c):

dl:(Zv‘/vp)v dzZ(C,S,N), dSZ(C’aSaP)a

dy = (Z,‘/,P), ds = (CaMaN)v dg = (CaMaP)a
kde Z zkracuje Zeleny a podobné tomu je s ostatnimi klasifika¢nimi irovnémi. Pro-
toze klasifikujeme podle tii kritérii, odpovidajici kontingenéni tabulka je tfirozmeér-
na; v tabulce 2 je vSak zapsana ve formé dvou tabulek.

|a:C’||b:M|b:S|b:V| |a:Z||b:M|b:S|b:V|
c=P 1 1 0 c=P 0 0 2
c=N 1 1 0 c=N 0 0 0

Tab. 2 TFirozmérnd kontingencni tabulka.

Statistickd interpretace téchto dat je nasledujici. Povazujeme je za realizaci na-
hodného vybéru z néjakého rozdéleni na X . Presnéji feceno, povazujeme je za
realizace ndhodnych veli¢in (3 (w), ..., (y(w), n > 1 s hodnotami v koneéné mnoziné
Xn a o téchto ndhodnych veli¢inach predpokladame, Ze jsou nezavislé a stejné roz-
délené a maji néjaké (spole¢né) rozdéleni P. Toto diskrétni rozdéleni je urceno svoji
hustotou p vGéi aritmetické mife, to jest souborem hodnot p(z) € [0,1], z € Xn
spliujicim )+ p(z) = 1.

PozNAMKA 1. Pro doplnéni dodéavam znamy fakt, Ze za vySe uvedenych predpokla-
dua se da snadno spocitat pravdépodobnost vyskytu kazdé jednotlivé tabulky
{n(z); x € Xn}. Jedna se o multinomické rozdéleni, jehoZ parametry jsou (teore-
tické) pravdépodobnosti jednotlivych bunék, pfesnéji

|
Pravdépodobnost {w; Yz € Xy n(z,w) =n(z)} = ﬁ . H p(x)™®),
n(x)!

xEXN r€XN

kde n(z,w) je pocet i € {1,...,n} spliujicich (;(w) = z.

Nicméné, o rozdéleni P se ¢ini (a pozdéji ovéfuji) dalsi predpoklady. Tim se
vlastné prijima néjaky statisticky model (¢imz obecné rozumim néjak vymezenou
tfidu pravdépodobnostnich rozdéleni). Velmi popularni tfida modelt pouzivanych
pri analyze kontingencnich tabulek jsou log-linedrni modely. Takovy model je speci-
fikovan nasledovné. Pfedpoklad4 se, ze P je ‘striktné kladnd’, to jest p(z) > 0 pro
kazdé x € X . Potom lze aplikovat logaritmus a psat
(1) Inp(z) = Y Aa(za),

ACN
kde x4 = [x;];ca 0znacuje projekci vektoru x = [x;];en € Xn na X 4 a realné funkce
A4 @ X4 — R se nazgyvaji interakce. Po ptijeti urcitych standardisa¢nich podminek
(t.j. pozadavkl na funkce A4, A C N) je rozklad (1) jednozna¢ny. Konkrétni log-

linedrni model je pak urcen pozadavkem, zZe né€které interakce se nuluji. Prikladem
standardisacnich podminek je pozadavek

(2) VBCA VyeXp Y {Ml(2);z€Xa zp=y}=0,

kde B C A zna¢i B C A, B # A; tedy pozadavek ‘nulovani vlastnich marginal’
pokud interakce interpretujeme jakozto znaménkové miry. Dodejme, Ze jednotlivé
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interakce se poté klasifikuji: rozlisuji se hlavni interakce (kdyz |A| = 2), interakce
druhého fadu (kdyz |A| = 3) a tak dale. Toto ndzvoslovi pochazi asi z fyziky ne-
bot tyto statistické modely byly inspirovany pravé (statistickou) fyzikou. Nicméné,
z matematického hlediska neni rozklad (1) nic jiného neZ specifickd parametrisace
tfidy (striktné kladngch) rozdéleni na Xy .

Hierarchicky log-linedrni model je pak urcen takzvanou generujici t¥idou G C
P(N) (kde P(N) oznacuje potenéni mnozinu mnoziny N), ¢imz se rozumi systém
neporovnatelnych podmnozin N (t.j. pro rizné A, B € G nenastane ani A C B ani
B C A). Pak lze zavést pfislusny generovany ‘doltt usmérnény’ soubor podmnozin

G'={BCN;3AcgG BCA},

a pfislusny (hierarchicky log-linedrni) model se uréi pozadavkem, Ze interakce se
nuluji pro mnoziny mimo G*, to jest

(3) {P; v rozkladu (1) A\¢ = 0 kdykoliv C C N, C ¢ G'}.

PRIKLAD 3. V situaci popsané v piikladé 1, t.j. N = {a,b, ¢}, mizeme napiiklad
mit G = {{a,c}, {b,c} }. To vede ke konkrétnimu log-linedrnimu modelu

(4) {P >0; vrozkladu (1) Ajgpcr =0a Ajgpy =0}.

Specialni tfidou hierarchickych log-linearnich modeli jsou grafické modely, které
byly zavedeny pocatkem 70-tych let dvacatého stoleti Goodmanem a Habermano-
vou [9, 10] (pro podrobnéjsi prehled viz [32]). U téchto modelil je generujici tiida
souborem klik néjakého neorientovaného grafu.

DEFINICE 1. Neorientovany graf G je urcen neprazdnou kone¢nou mnozinou uzli N
a mnozinou £ dvouprvkovych podmnozin N zvangch hran (jinak feceno, mnozinou
dvojic {u,v} kde u # v). MnoZina uzlt A C N je dpind v G jestlize {u,v} € &
kdykoliv u,v € A, u # v. Klikou grafu G se rozumi maximalni (vzhledem k inklusi)
aplnd mnozina uzld.

Takze, je-li G soubor klik néjakého neorientovaného grafu, pak jim generovany
doléi usmérnény systém G' neni nic jiného ne soubor Gplnych mnozin onoho neo-
rientovaného grafu. Log-linedrni model (4) z piikladu 3 je také piiklad grafického
modelu:

PRIKLAD 4. T¥ida G = {{a,c}, {b,c} } je souborem klik neorientovaného grafu z
obrazku 1.

a c b
O——0O0—oO

Obr. 1 Jednoduchy neorientovany graf.

Klicovym sdélenim tohoto oddilu je, ze vysSe zminéné

grafické (log-linedrni) modely je moZno ekvivalentné zavést coby modely

uréené (zadanou) strukturou podminéné nezavislosti.
To znamena, Ze tFidu rozdéleni na X, které tvori prislusny statisticky model, to jest
tiidu (3), lze ekvivalentné zavést jako t¥idu téch (striktné kladngch) rozdéleni, ktera
splituji jistd nezdvislostni tvrzeni. Nezdvislostnim tvrzenim (¢i tdajem) se rozumi
pozadavek ¢i fakt, ze plati néjaky konkrétni vztah podminéné nezévislosti (vzhle-
dem k uvaZzovanému rozdéleni). Kazdy takovy nezévislostni idaj je popsan trojici
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(A, B|C) navzajem disjunktnich podmnoZin N. Zapis, ktery se pouZzivd pro ozna-
¢eni takového nezéavislostniho tvrzeni je A Il B|C [P]. Znamen4 ze A je podminéné
nezavislé na B dano (= podminéno) C vzhledem k rozdéleni P. Definice pojmu pod-
minéné nezavislost je v § 3.1. Cilem tohoto oddilu je pouze naznacit, jakou ma pojem
podminéné nezavislosti souvislost s teorii kontingenénich tabulek; proto vynechavam
i dikaz vySe zminéné teze.

Dalsi dilezité sdéleni (opét bez ditkazu) je Ze soubor nezédvislostnich tvrzeni, ktera
definuji graficky (log-linedrni) model indukovany neorientovanym grafem G, lze uréit
pfimo z tohoto grafu pomoci urcitého grafického kritéria. Rozdéleni spliujici tato
nezévislostni tvrzeni urcend grafem G se pak nazyvaji Markovskd rozdéleni vzhledem
k G.

DEFINICE 2. Cestou v neorientovaném grafu G = (N, &) se rozumi posloupnost
UL, ..., Uy, N > 1 riznych uzli grafu takova, ze pro kazdé i = 1,...,n — 1 plati
{us,uir1} € €. Necht A, B,C jsou navzajem disjunktni podmnoziny N. Rekneme,
ze C separuje A a B v G jestlize pro kazdou cestu uq,...,u,, n > 1 v G takovou, zZe
uy € Aau, € B existuje u;, 1 < i < n takové, ze u; € C.V tomto pripadé fikdme, zZe
(A, B|C) je representovana v G podle separacéniho kriteria (a piSeme A 1l B|C [G]).
Rozdéleni P na Xy je (globdlné) Markovské vzhledem k G jestlize splituje vSechna
nezévislostni tvrzeni A 1L B|C [P] pro trojice (A, B|C) representované v G.

PRIKLAD 5. Podle kriteria z pfedchozi definice jsou v grafu G na obrazku 1 repre-
sentovany trojice ({a}, {b} | {c}) a ({b},{a}|{c}) a pak tzv. trividlni trojice (A4, B|C)
v nichZ je bud A = @ ¢ B = . Protoze {b} 1L {a}|{c} [P] je ekvivalentni
{a} U {b}|{c} [P] pro kazdé rozdéleni P a trividlni trojice lze vynechat (viz vy-
svétleni v pozdéjsi pozndmce 6) mé t¥ida Markovskych rozdéleni vzhledem k G tvar

(5) {P>0; {a} L {b}[{c} [P]}.
Kli¢ové sdéleni tohoto oddilu tedy v tomto pFipadé fik4, Ze tf¥idy (4) a (5) se rovnaji.

2.2. Mnohorozmérna statisticka analyza. Grafické modely pro popis vztaha
mezi veli¢inami jsou také pouzivany v mnohorozmérné statistické analyze, presnéji
feCeno v té ¢asti tohoto oboru, kde se popisuji vztahy mezi redlnymi Gaussovskymi
ndhodnymi veli¢inami pomoci linedrnich rovnic. V téchto modelech jsou (nékteré)
nadhodné veli¢iny vlastné perturbovanymi linedrnimi funkcemi jinych. Anglicky se
modely tohoto typu nazyvaji linear structural equation models a typickym prikladem
jsou tzv. LISREL modely [13]. Vice podrobnosti o tom, kterak lze modely tohoto
typu interpretovat coby grafické modely struktur podminéné nezavislosti lze nalézt
v ¢lancich [2, 15].

PozZNAMKA 2. V tomto piispévku zdmérné neopakuji komplikovanou definici LI-
SREL modelu. Tyto slozité hierarchicky strukturované modely zahrnuji mnoho na-
hodnych veli¢in, z nichz pouze nékteré jsou ‘pozorovatelné’ a ostatni hraji roli skry-
tych veliin v pfislusném ‘generujicim’ mechanismu (napiiklad chybové veli¢iny).
Navic, pozorovatelné velic¢iny se jesté déli na ezogenni (¢i vysvétlujici, anglicky ex-
planatory) a endogenni (¢i reagujici, anglicky response). Zajemce o podrobnosti
odkazuji na ¢lanek [15], ktery obsahuje jednu z matematicky duslednych definic LI-
SREL modelu véetné presné specifikace predpokladi. V citovaném ¢lanku je navic
ukazano, ze kazdému modelu tohoto typu lze pfifadit jisty (pomérné komplikovany)
reciproky graf, ktery vlastné popisuje urcitou strukturu podminéné nezavislosti.
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Nasledujici motivac¢ni priklad je velmi specidlnim pfipadem vyse zminénych obec-
nych modeli. Ve statistické analyze jsou tyto specidlni modely nékdy oznacova-
ny terminem rekursivni (linedrni) modely. Rekursivni modely mohou byt popsany
pomoci acyklickych orientovanych grafti. Dodejme, Ze terminologie neni jednotna
a Ze néktefl autofi [2] oznacuji tyto specidlni modely terminem ‘regresni model’
snad kvili formalni podobnosti matematické formulace s klasickou tilohou nalezeni
odhadu koeficientt linedrni regrese (viz [1], str. 33).

PRIKLAD 6. Uvazujme pét pozorovatelnych velicin X,, Xy, X¢, X4, Xe a chybové
veli¢iny odpovidajici témto veli¢cindm. Pfedpokladejme nasledujici vztahy:

X = Xo+3-Xp+e.,
Xd - 2'Xb+€d7
Xe = X+ Xg+tee,

kde e, popisuje ‘chybu méreni’ veli¢iny X, atd. Tyto veli¢iny lze usporaddat do po-
sloupnosti tak, ze kazda z nich je linearni funkci pfedchozich perturbovand svoji
‘chybovou’ veli¢inou:

Xa = €a,
Xo = ey,
(6) Xe = a-Xo+08-Xp+ec,
Xa = v-Xp+ea,
Xe = 0-Xe+o - Xatee,

kdea=1,0=3,v=2,0=p=1.

Obecné je rekursivni model urcen systémem linedrnich rovnic pro pozorovatelné

veli¢iny Xi,...,X,, n > 1, které jsou uspofadany do posloupnosti tak, ze kazda
veli¢ina je linearni funkci predchozich veli¢in a své chybové veli¢iny:

Xi(w) = e(w),

Xo(w) = of  Xi(w) +e2(w),
(7) Xiw) = o - Xq(w)+...+al - X; 1 (w)+e(w)

Xow) = of Xqi(w)+...+a),_1 - Xpo1(w) +en(w)

pri¢emz nékteré z koeficientt 04;-, j < i nemusi byt uvedeny (neboli implicitné se
predpokladana, Ze se neuvedené koeficienty identicky nuluji stejné jako koeficienty
aé pro j > 1i). O uvedengch koeficientech se naopak pfedpokldda, ze mohou byt ne-
nulové, ale jsou neznamé. O chybovych veli¢inach se predpoklada, Ze jsou nezavislé
Gaussovské s nenulovym rozptylem a feknéme nulovou stfedni hodnotou (stfedni
hodnoty vlastné nehraji roli z hlediska zde studovanych kvalitativnich vztaht na-
hodnych veli¢in), to jest

E(@) = [e1(@),. .., ea(w)] ~ N(0,T)

kde 0 je nulovy vektor dimense n a I' je n x m-matice se striktné kladnymi cisly
na diagonale a nulami mimo diagonélu. Ty pozorovatelné veli¢iny, které jsou (diky
identickému nulovani nékterych koeficient) funkcemi pouze svych chybovych veli¢in
se potom nazyvaji ezogenni zatimco ty zbyvajici endogenni.
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PozNAMKA 3. OvSem i vySe uvedené predpoklady jsou nékdy modifikovany (viz [3])
obecnéjsim predpokladem ze ndhodny vektor E(w) mé nedegenerované Gaussovské
rozdéleni s nezndmou kovarianéni matici o niZ se pf¥ipadné vi (jinymi slovy, pfedpo-
klada se), Ze nékteré jeji koeficienty jsou nulové. Odpovidajici struktury podminéné
nezavislosti jsou potom popisovany pomoci tzv. fetézcovych graft s alternativni
interpretaci.

VySe zminéné predpoklady na systém (7) umoznuji vypocitat ‘rekursivné’ po-
zorovatelné veliciny jakoZto linedrni funkce chybovych veli¢in (tento fakt moznd
motivoval ndzev 'rekursivni model’).

PRIKLAD 7. Za situace popsané v piikladé 6 miizeme snadno postupnym dosazova-
nim upravit (6) nasledovné:

Xa = éa,
Xy = e,
(8) X, = a-eq+B-cp+ee
Xa = 7v-etea,
Xe = a-d-eq+[B-0+7-0-cp+d-ect+o-cq+ee.

Jinymi slovy, 1ze napsat X (w) = A- E(w) kde A je (nendhodna) dolni trojihelni-
kova matice s jednotkami na diagondle, tedy nutné regularni matice. Odtud plyne,
ze ndhodny vektor X mé nedegenerované Gaussovské rozdéleni, presnéji

X (W) = [X1(w), ., Xn(W)] ~N(0,2) kde Z=A-T-A",

a to pro kazdou moznou volbu parametrd, t.j. koeficientu aé, j < 1 uvedenych
v pivodnim systému perturbovanych linedrnich rovnic (7) a kazdou volbu (striktné
kladngch) diagonalnich prvka matice I'. Dalsi myslenkovy krok je, Ze rekursivni
model lze interpretovat jako statisticky model, to jest tfidu pravdépodobnostnich
rozdéleni uréenou nasledovne:

(9) {P; P jerozdéleni vektoru X (w) spliujici (7) pro n&jaké
hodnoty uvedenych koeficientti aé, j < i a prvkd matice ' }.

Je samoziejmé, Ze (9) nemusi zahrnovat vSechny nedegenerované Gaussovské rozdéle-
ni. Prislusna omezeni Ize formulovat v terminech kovarian¢ni matice 3 jakozto néjaké
algebraické vztahy mezi jejimi prvky. Standardnim tvarem takového vztahu mtze byt
pozadavek, Ze se nuluje néktery prvek matice X anebo prvek tzv. podminéné kovari-
ancni matice, to jest Schurova komplementu X 4jc = Xa.4—3a.c- (Bcc) - Beo.a
pro néjaké disjunktni mnoziny A, C' C {1,...,n} (zde X 4.c oznacuje pfislusnou pod-
matici X). Zdsadni pozorovani je, Ze tyto algebraické vztahy (mezi prvky kovarianéni
matice ¥) odpovidaji pravé nezavislostnim tvrzenim a tedy

rekursivni modely Ize ekvivalentné popsat coby statistické modely se
zadanou strukturou podminéné nezavislosti.

Navic, tuto strukturu podminéné nezavislosti lze charakterisovat s pomoci jistého
acyklického orientovaného grafu. Tento graf se vytvori snadno na zékladé ptvod-
niho systému linedrnich rovnic nasledovné: mnozina jeho uzli je {1,...,n} a graf
ma Sipku j — ¢ pravé kdyz v systému (7) je uveden koeficient 043». S pomoci tohoto
grafu Ize podle odpovidajicich grafickych kritérii urcit soubor nezavislostnich adaja
popisujicich tuto strukturu podminéné nezavislosti. Timto zpusobem lze kazdému
acyklickému orientovanému grafu prifadit odpovidajici tfidu Markovskych rozdé-
leni (v uvazovaném distribuénim rdmci nedegenerovanych Gaussovskych rozdéleni).
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Podrobny dikaz tvrzeni, Ze t¥ida rozdéleni vektoru [Xi,...X,] spliujicich (7) se
shoduje s tfidou nedegenerovanych Gaussovskych rozdéleni, ktera jsou Markovska
vici takto zkonstruovanému grafu, je relativné dlouhy a netimérné by prodlouzil
tento prispévek. Z toho divodu a téz kvili snazsi srozumitelnosti textu dikaz vy-
nechavam.

NN
W

Obr. 2 Acyklicky orientovany graf.

PRIKLAD 8. Systém rovnic (6) popsany v piikladé 6 indukuje acyklicky oriento-
vany graf G na obrazku 2. Lokalni Markovska podminka pro G pfi usporadani uzla
a,b,c,d,e (viz definice 11 v § 4.2) identifikuje tfi netrividlni nezdvislostni udaje.
Odpovidajici tfidu Markovskych rozdéleni viuci G lze pak popsat takto:

(10) {P nedegenerované Gaussovské ; spliujici {b} Ll {a} |0 [P],

{d} AL {a,c} |{b} [P] a {e} L {a,b}|{c,d} [P]}.

Dodejme, ze Markovska rozdéleni vici G spliuji i dalsi nezavislostni tvrzeni, ktera
Ize identifikovat pomoci tzv. globalni Markovské podminky (viz § 4.3). Uéelem to-

hoto pfikladu je pouze ilustrovat hlavni tezi tohoto oddilu, podle které je tiida
rozdéleni (9) totoznd s t¥idou (10).

2.3. Pravdépodobnostni rozhodovani. Vice podrobnosti o pravdépodobnost-
nich expertnich systémech lze nalézt v knize [5]; $irsi otdzce rozhodovani za nejistoty
je vénovéna kniha [11]. Rozhodovéni za nejistoty spada do oblasti umélé inteligence
a je teoretickym zdkladem pro vyvoj (poéitacovych) systémi pro podporu rozhodo-
vani. Tyto systémy mohou byt pouzivany naptiklad v mediciné.

Rovnéz v této oblasti je zpravidla urcena néjakd neprazdna koneénad mnozina
priznakd (symptomi) ¢i faktord N a kazdy faktor ¢ € N ma uréenu mnoZinu mozngch
hodnot X;, coz je neprazdné kone¢ns mnozina. Casto byvé mnozina X; dvouprvkova
a hodnoty maji vyznam pritomnosti ¢i absence urcitého pfiznaku anebo kladné ¢i
zaporné odpovédi na néjakou otazku. Nicméné, v mediciné mize byt pocet moznych
hodnot néjakého symptomu i pomérné vysoky - napriklad pét az deset stupnti néjaké
skély. To ovSem neni piipad nésledujictho uméle zkonstruovaného piikladu (snad
asponi trochu aktudlniho v dobé kondni ROBUSTu 2000), jehoZ uéelem je pouze
volné ilustrovat pojmy z této oblasti.

PRIKLAD 9. Pfedstavme si, ze ¢astnik setkdini ROBUST 2000 m4 rozhodovaci pro-
blém jaky program zvolit pro stfedecni odpoledne po prednésce o fetézcovych grafech
v souvislosti s planovanym vyletem na zamek Manétin. Predpokladejme, zZe své roz-
hodnuti zalozi na rannim pohledu na oblohu a pfipadné polednim zjisténi, jaky terén
je v okoli ubytovactho zafizeni v Nec¢tinach. Uvazujeme tedy N = {a, b, ¢, d} pficemz
vyznam faktort je popsan v tabulce 3.
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FAKTOR VYZNAM MNOZINA MOZNYCH HODNOT
a stav oblohy rano X, = {zataZeno, oblaé¢no, jasno}
b vlhkost terénu v poledne X = {mokro, sucho}
c rozhodnuti stran vyletu X, = {jit, nejit}
d uvidi kveceru Manétin? X4 = {ANO,NE}

Tab. 3 Dilema tucastnika setkani ROBUST 2000.

PozNAMKA 4. Expertni systémy se obecné déli na systémy zaloZené na logickém
odvozovani (t.j. bez nejistoty) a systémy pracujici s nejistotou. Zatimco v prvni sku-
piné expertnich systému se uplatnuje zejména matematicka logika, v druhé skupiné
zéalezi na tom, jakym zpusobem je nejistota matematicky popsana a formulovana.
Teorie pravdépodobnosti sice asi nebyla historicky prvni ‘kalkul’ pro popis nejistoty
v této oblasti umélé inteligence, ale v pribéhu 80-tych a 90-tych let dvacatého stoleti
postupné pfevzala dominantni tlohu mezi kalkuly nejistoty (alespon podle subjek-
tivniho autorova nazoru s kterymzto jini vyzkumnici pracujici v oblasti rozhodovani
za nejistoty nemusi nutné souhlasit). Proto diskrétni teorie pravdépodobnosti dosud
hraje klicovou roli v této oblasti. Nicméné, v posledni dobé se v oblasti umélé inte-
ligence vyuzivaji i jiné nastroje pro popis nejistoty, naptiklad tzv. teorie moznosti
(anglicky possibility theory) ¢i Dempster-Shaferova teorie evidence. Také v ramci
téchto alternativnich kalkuld nejistoty byl zaveden a studovan pojem podminéné
nezévislosti.

Klasicky (logicky) expertni systém zpracovava znalosti ve formé inferencénich pra-
videl, které maji tvar implikaci. V systémech pracujicich s nejistotou je vsak bez-
podminec¢néa platnost takovych implikaci zpochybnéna a platnost kazdého pravidla je
ohodnocena mirou vérohodnosti. Tato mira vérohodnosti je obvykle normalizovana,
vétsinou tak aby to bylo ¢islo mezi 0 a 1 (ale objevily se i jiné zptsoby normali-
zace). V pravdépodobnostnim pfistupu k popisu nejistoty je pak mira vérohodnosti
interpretovana jakozto podminénd pravdépodobnost, ze nastane néjaky jev za pred-
pokladu, ze nastal jiny jev.

PRIKLAD 10. Piikladem inferenéni pravidla v pfipadé popsaném v pfikladé 9 muze
byt implikace
POKUD a = zataZeno PAK b = mokro.

V systému pracujicim s nejistotou se platnost takové implikace jesté muize ohodnotit
mirou vérohodnosti, napfiklad

POKUD a = zatazeno PAK b= mokro S VAHOU 0.9,

coz lze zapsat ve formé a = zatazeno — b = mokro [0.9]. Toto inferen¢ni pravidlo
mizeme interpretovat jakozto podminénou pravdépodobnost

Pravdépodobnost (b = mokro | a = zatazeno ) = 0.9.

Pokud méa mit vyse zminénd interpretace smysl je nutné, aby se predpoklada-
la existence takového pravdépodobnostniho (simultdnniho) rozdéleni P na Xy =
[I;cn Xi, Ze jednotlivé zadané podminéné pravdépodobnosti (= miry vérohodnosti)
se vypocitaji z P.

PozNAMKA 5. VySe zminénd otézka je vlastné otézka konsistence souboru vstup-
nich (expertnich) znalosti z hlediska pravdépodobnostniho pfistupu. Mnohorozmérné
rozdéleni P na Xy hraje roli globdlni znalostni base, zatimco dil¢i znalosti ve formé
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‘zadanych’ podminénych pravdépodobnosti hraji roli dilcich kvantitativnich expert-
nich znalosti. Tyto dil¢i znalosti mohou byt pretransformovany na omezeni na mé-
nérozmérné marginaly P. Proto jedna ze zakladnich tloh souvisejicich s tzv. intensi-
ondlnim pristupem k pravdépodobnostnim expertnim systémim [11] je otdzka exis-
tence simultanniho pravdépodobnostniho rozdéleni s pfedepsanymi ménérozmérnymi
marginalami. Problém konsistence intensionalniho pravdépodobnostniho expertniho
systému tudiz souvisi s diskrétni versi tzv. margindiniho problému [12].

Dodejme, Ze prosazeni teorie pravdépodobnosti coby nastroje pro popis nejistoty
v umélé inteligenci koncem 80-tych let dvacatého stoleti nebylo zdaleka snadné. Vy-
zkumnici v oblasti umélé inteligence méli velkou nedtvéru v plné pravdépodobnostni
pristup. Pokud pomineme konservatismus, pak hlavni namitka byla, ze takovy pii-
stup neni vypocetné zvladnutelny. Tuto neduvéru se podarilo prekonat pravé s po-
moci grafickych modeld a metody lokéalnich vypoctt zminéné nize.

Nicméné, vyse zminéna ohodnocena inferen¢ni pravidla predstavuji pouze jeden
typ vstupni informace od experti. Druhym typem informace, ktery muize tvirce ta-
kového rozhodovaciho systému ziskat od experti je kvalitativni informace o tom, jak
se faktory navzajem ovliviiuji. Tyto informace mohou byt ve formé irelevacnich tvr-
zend typu ,,pfi znalosti hodnoty prvého symptomu hodnota druhého symptomu neni
ovlivnéna hodnotou tfettho symptomu“. V podstaté bez piredpokladi tohoto typu
neni mozno z teoretického hlediska opravnéné omezit tfidu simultannich rozdéleni na
takova rozdéleni, ktera jsou representovatelna v paméti pocitace v redukované formeé
(totiz ve formé souboru svych ménérozmérnych marginal). Podstatné pozorovani je,
ze v ramci pravdépodobnostniho pfistupu jsou irelevanéni tvrzeni vyse zminéného
typu interpretovatelna jakozto urcité nezavislostni udaje.

PRIKLAD 11. V situaci popsané v prikladé 9 miZeme na zdkladé vyznamu jednotli-
vych faktort provést naptiklad nasledujici tvahu. Vi-li onen tc¢astnik ROBUSTu zda
je v poledne sucho ¢ mokro (t.j. zné-li hodnotu faktoru b), pak na jeho/jeji rozhod-
nuti, zda piijde na vylet (t.j. na hodnotu faktoru ¢) jiz nemé bezprostiedni vliv stav
oblohy rdno (t.j. hodnota faktoru a). Samozfejmé, stav oblohy réno (t.j. faktor a)
ovliviiuje rozhodovani onoho hypotetického tcastnika (t.j. faktor ¢) ale pouze zpro-
strfedkované pies hodnotu faktoru b, ktery je pro onoho tucastnika rozhodujici. Toto
irelevanéni tvrzeni pak odpovida v prislusné interpretaci nezavislostnimu tvrzeni
{c} 1L {a} | {b} [P], kde P je pfislusné simultdnni rozdéleni na Xy.

Avsak ziskani kvalitativni informace od expertii ve formé seznamu irelevanénich
tvrzeni je dosti tézkopadné. Proto v praxi tzv. znalostni inzenyti, ktefi vytvareji
pravdépodobnostni expertni systémy, chtéji po expertech spise, aby vyjadrili struk-
turdlni informaci ve formé néjakého grafu, ktery vystihuje pfedstavu experta o tom,
jak se uvazované faktory ovliviuji. Takto ziskana kvalitativni informace se pak mize
interpretovat jako omezeni tfidy uvazovanych simultannich rozdéleni P na t¥idu roz-
déleni, se zadanymi nezavislostnimi tdaji. To 1ze shrnout takto:

soubor irelevanénich tvrzeni vyuzivany pti konstrukci pravdépodobnost-
nich expertnich systém Ize interpretovat jakozto pfijeti néjakého mo-
delu se zadanou strukturou podminéné nezavislosti.

PRIKLAD 12. V situaci popsané v piikladé 9 miize expert vyjadrit strukturdlni in-
formaci ve formé acyklického orientovaného grafu na obrazku 3. Obrazek Ize volné
interpretovat tfeba nasledovné: ranni stav oblohy (t.j. faktor a) pfindsi relevantni
informaci o tom zda bude prset a tedy ovliviiuje s urcitou nejistotou, zda bude terén
v poledne mokry ¢ suchy (t.j. faktor b). Rozhodnuti o vyletu (t.j. faktor ¢) pak
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z&visi pfimo na tomto faktoru a to, zda Gcastnik k veceru uvidi zdmek Manétin (t.j.
faktor d) zase zavisi viceméné na tomto rozhodnuti. Lokalni Markovskd podminka
vzhledem k tomuto grafu (viz definice 11 v § 4.2) urc¢uje dva netrividlni nezavislostni
udaje. Odpovidajici tfida Markovskych rozdéleni je tedy

(11) {Pna Xy; {c} 1L {a} [{b} [P], {d} L {a,b}[{c} [P]}.

a b c d
O O O O

Obr. 3 Jednoduchy acyklicky orientovany graf.

Vyznam pojmu podminénd nezavislost v pravdépodobnostnim rozhodovani si uveé-
domil Pearl v poloviné 80-tych let dvacatého stoleti a posléze jej zdtraznil ve své
knize [24]. Kromé vySe zminéné otazky interpretace tohoto pojmu se ukizala dui-
lezitou i otazka representace znalostni base v paméti pocitace. V této souvislosti
vysel najevo kardinalni vyznam jedné zvlastni tfidy grafickych modelu, totiz tzv.
rozloZitelnych modeli, které odpovidaji chordalnim neorientovanym graftm.

DEFINICE 3. Cyklem v neorientovaném grafu G = (N, ) se rozumi posloupnost
ULy ey Un, Upt1 = U, N > 3 uzll grafu kde uy,...,u, jsou rtuzné a pro kazdé
i =1,...,n plati {u;,u;11} € &. Cislo n je pak délka cyklu. Tétivou cyklu délky
n > 4 se rozumi hrana {u;,u;} € Ekdel <j—i<n—-1al<i,j<n. Graf G je
chorddlni jestlize v ném kazdy cyklus délky alespom 4 méa tétivu.

Dulezity fakt je, ze kliky chordélniho (nékdy se fika triangulovaného) grafu lze
usporadat do posloupnosti C, ..., C,,, m > 1 spliujici podminku, ktera se anglicky
nazyva running intersection property:

vi>1 3j<i  Cin(| ) Gy,

k<i

kterd m4 klicovy vyznam pro pouziti metody lokdlnich vypocti (v angli¢ting local
computation method) [17, 5]. Podstatou této metody je, Ze simultdnni mnohoroz-
mérné rozdéleni na X je v pocitaci representovano usporné ve formé svych méné-
rozmérnych marginal (¢i potenciali), které odpovidaji klikdm néjakého chordalniho
neorientovaného grafu, coZ podstatné snizuje pamétové naroky. Navic, veskeré vy-
pocty se provadéji manipulaci s témito ménérozmérnymi marginalami ¢i potencialy.
Tento pristup je dotazen az k metodé, kterda pouziva jisté specialni ‘nadgrafy’, na-
zyvané anglicky junction trees kterézto vazeny recenzent navrhuje nazyvat v ¢estiné
puivabnym terminem stromy spojeni. Stromy spojeni maji za uzly kliky chordalniho
grafu a vypocty se realizuji ve formé ‘posilani zprav’ mezi uzly tohoto stromu spojeni
- viz [5].

PRIKLAD 13. Model struktury podminéné nezévislosti zminény v piikladé 12 lze
ekvivalentné popsat pomoci neorientovaného grafu s uzly a,b,c,d, ktery vznikne
z orientovaného grafu na obrazku 3 vypusténim orientace hran. Tento graf je chor-
dalni. Markovské rozdéleni vic¢i chordalnimu neorientovanému grafu pak lze ekvi-
valentné popsat pomoci jisté soucinové formule [30], kterd vyjadiuje toto rozdéleni
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s pomoci jeho marginal, které odpovidaji klikdAm onoho grafu. V uvazovaném pii-
kladé to konkrétné znamend, ze t¥idu (11) 1ze popsat nésledovné:

_ P{ab} " P{b,c} " P{c,d} }

(12) { P pravdép. rozdéleni na Xy ; p
Db} * P{c}

kde ps pro S C {a,b, c,d} ozna¢uje margindlni hustotu P pro S uréenou vzorcem

ps(@)= Y plz,y) proze Xs
YEXN\s

na zakladé hustoty p rozdéleni P vzhledem k aritmetrické mife na Xp. Odpovi-
dajici strom spojeni je na obrazku 4. V uvedeném piikladé je pamétovy narok na
representaci obecného pravdépodobnostniho rozdéleni na Xy 3 x2x2x2—1 =23
¢isel, zatimco pamétovy ndrok na representaci marginal P pro {a,b}, {b,c} a {c,d}
pouze (3x2—1)4+(2x2—1)+(2x2—1) =11 &isel (viz tabulka 3). Dodejme, Ze
maximalné tsporna representace ve formé tabulek podminénych pravdépodobnosti
uréenych grafem na obrazku 3 vyzaduje pouze 9 Cisel.

Obr. 4 Representace ve formé stromu spojent.

3. POJEM PODMINENE NEZAVISLOSTI

V predchozim motivaénim pfehledu byl zminovan pojem podminéné nezavislosti
aniz byl zaveden. Je na ¢ase uvést néjakou rozumnou definici. Zcela obecné definice
podminéné nezavislosti v terminech o-algeber [22, 7] vyZaduje pFili§ mnoho technic-
kého aparatu. Proto je vyhodnéjsi zde uvést jednodussi a relativné nazornéjsi definici
ve specidlnim pripadé marginalné spojitych rozdéleni. Navic tento specialni pripad
zahrnuje dva konkrétni podpfipady zminéné diive, totiz diskrétni a nedegenerované
Gaussovské rozdéleni. Nejprve popisme situaci, ve které zavidime pojem podminéné
nezéavislosti.

3.1. Né&kolik zakladnich definic. V néasledujicim jiz ponékud vice matematickém
textu budeme identifikovat diive zminéné faktory & pfiznaky (viz § 2.1 a § 2.3)
pfimo s prvky néjaké abstraktni neprazdné kone¢né indexové mnoziny N.

DEFINICE 4. Bud (X;, &;), i € N neprazdny kone¢ny soubor méfitelnych prostorti.
Necht (X 4,X4) pro § # A C N oznaduje zkratkovité kartézsky soucin téchto méii-
telnych prostort pro i € A a P je pravdépodobnostni rozdéleni s vybérovym prosto-
rem (X, Xn). Pak jeho margindlu na (X4, X4) pro ) # A C N budeme oznacovat
symbolem P4. Je-li = [z;]ien prvek Xy a ) # A C N, pak symbol x4 bude
oznacovat projekci x na Xa, tedy x4 = [2;]ica. Pravdépodobnostni rozdéleni P
na (Xn, Xn) se nazyva marginalné spojité jestlize je absolutné spojité viéi souéinu
svych jednorozmérnych margindl: P < [];cn plit,

Dodejme, ze ekvivalentni definice (viz Lemma 2.3 [30]) ik4, Ze existuje soubor
o-koneénych mér p; na (X;, &;), i € N takovych, Ze plati P < [[;cy pi- Mira
p = [lien i se pak nazyva dominugici mira pro P. Lze snadno nahlédnout, Ze
PA < pa=T];eamiprod #ACN.
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DEFINICE 5. Je-li P marginalné spojité rozdéleni a p = ],y s pevné zvolena
dominujici mira pro P, pak pro kazdou § # A C N se Radon-Nikodymova derivace
P# vzhledem k 4 nazyva margindlni hustotou P pro A (automaticky se omezujeme
na nezaporné verse Radon-Nikodymovych derivaci). Budeme ji ozna¢ovat symbolem
fa a mizeme ji chapat jako funkci na X, ktera kazdému = € X prifadi hodnotu
fa(xa). Zavedeme konvenci, ze fj je konstantni funkce na X nabyvajici hodnoty 1
a tedy symbol fg(zg) ve formulich niZe je definitoricky jednicka. Dulezité pozorovani
je, ze kdykoliv A C B C N, pak
fa(xa)=0 = fp(zp)=0 propusv.ze Xy,

a tedy lze volit takové verse marginalnich hustot, pro néz tato implikace plati vSude.
V tom piipadé lze pro kazdou dvojici A,C C N, AN C = () zavést podminénou
hustotu P pro A déno C' oznac¢ovanou symbolem f4|c jakozto podil marginalnich

hustot

faue(zauc)
fe(zc)

V piipadé fo(zc) = 0 lze ptijmout konvenci f4|c(zalzc) = 0 a podminénd hustota

je pak rovnéz definovana vsude.

faic(walre) = pro x € Xy spligjici fo(ze) > 0.

Marginélni hustoty jsou tedy urceny jednoznac¢né jen ve smyslu skoro vsude vici
zvolené dominujici mife pu. Nyni jiz 1ze korektné zavést pojem podminéné nezavis-
losti.

DEFINICE 6. Ozna¢me symbolem 7 (N) systém vSech uspotfadanych trojic (A, B|C)
disjunktnich podmnozin N. Za situace popsané v definici 4 bud P marginalné spojité
rozdéleni na (Xy, Xy), p dominujici mira pro P a (A, B|C) € T(N). Pak piseme
A Il B|C [P] a fikdme Ze A a B jsou podminéné nezdvislé dano C vzhledem k P
jestlize

(13) fape(x) - fo(ze) = fac(x) - fee(z) pro p-sv.z € Xy .

Dodejme, ze v (13) a ve formulich niZe je pouzita konvence podle niz symbol AB
oznacuje sjednoceni (disjunktnich) mnozin AU B. Dalsi konvence bude Ze pfi zépisu
jednoprvkové podmnoziny N budeme vynechavat zavorky a tedy budeme psat a
namisto {a}.

Lze dokézat, ze vysSe definovany pojem podminéné nezavislosti nezévisi na volbé
dominujici miry (plyne to z Lemmatu 2.4 v [30]). V tomto piispévku zdliraznime
dva zékladni specialni ptripady.

Diskrétnim pripadem se rozumi situace, kdy X; je neprazdna koneénd mnozina
a X; je poten¢éni mnozina P(X;) pro kazdé i € N. Pak lze na misté dominujici miry
vzdy uvazovat aritmetickou miru na Xy, coz vede k nésledujicim (margindlnim)
hustotam:

pn(x) = P({x}), pa(za) = P({za} x Xy\a) prod#ACN, z€Xy.

Navic, rovnost skoro vsude vzhledem k této dominujici mife je rovnost vSude a tedy
A 1l B|C [P] pravé kdyz

Vz € Xy papc(z)- pc(z) =pac(r) ppe(z).
Lze snadno ovérit, ze tato podminka je ekvivalentni podmince

Vo € Xn, ppe(rpe) >0 plati pape(ralrpe) = pajc(ralre),
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pac(zac)
pc(zc)
padé Ze pc(rc) > 0. Ctenai mtize snadno nahlédnout, Ze tato ekvivalentni definice
odpovida interpretaci ‘podminéné irelevance’ bézné v oblasti pravdépodobnostniho
rozhodovani: ,,pfi znalosti hodnoty ¢ pravdépodobnost vyskytu x 4 neni ovlivnéna

tim, zda nastane xg“.

kde p4|c(za]zc) oznacuje podminénou hustotu definovanou podilem v pri-

V nedegenerovaném Gaussovském pripadé je X; mnozina realnych ¢isel a X; tiida
borelovskych mnozin pro kazdé ¢ € N. Za dominujici miru pro nedegenerované
Gaussovské rozdéleni P = N (e, X) kde e € RY a ¥ je positivng definitni N x N-
matice lze volit Lebesgueovu miru Ay na Xy = RN, Samoziejmé, hustota je urcena
jen v rdmci rovnosti skoro vsude vici této mite, ale ve statistice je bézna konvence,
Ze se automaticky vybira jedind spojitd verse této hustoty urcend vzorcem

1 7(1‘—e)7-22*1-<:c—e)

flo) = o ) P

for r € RV .

Pii stejné konvenci dostaneme jednoznacné vyjadieni pro marginalni hustotu fa,
() £ A C N tak, Ze ve formuli vy3e se nahradi symbol N symbolem A a X svou hlavni
podmatici 3 4.4. Protoze rovnost skoro vsude vi¢i Lebesgueové mife pro spojité
verse hustot je ekvivalentni rovnosti vSude je podminka A Il B|C [P] ekvivalentni
pozadavku (viz §4.3.2 v [30])

Ve e Xy  fapc(zase)- fe(ze) = fac(zac) - fee(zre) .

Nicméné, v Gaussovském pripadé lze charakterisovat nezavislostni tvrzeni jesté 1épe
- pfimo v terminech kovarianéni matice. Pro disjunktni A, C' C N lze zavést Schuriv
doplnék podmatice X 4.4 v matici X 4¢.4¢, ve statistice téZz nazyvany podminénou
kovarianéni matict, vztahem

Sac=3a4—3ac (Bce) "t Bea.
Potom plati (viz Lemma 2.8 v [30]):
A1l B|C [N(e,X)] < vsechny prvky matice (3 4p|¢)a-p jsou nuly.

3.2. Pojem struktury podminéné nezavislosti. Nyni uz je mozné zavést pojem
struktury podminéné nezavislosti.

DEFINICE 7. Za situace popsané v definici 4 bud P margindlné spojité rozdéleni
na (Xy, Xn). Strukturou podminéné nezdvislosti indukovanou P se rozumi mnozina
trojic (A, B|C) € T(N) pro né&z plati A 1L B|C [P]. Casto je uzite¢né rozlisit typ
nezdvislostnich tvrzeni. Nezavislostni tdaj A 1L B|C se nazjva trividlnd jestlize
A = 0 ¢ B = 0, jinak je netrividini. Symetrickym tidajem k tdaji A 1L B|C
se rozumi udaj B 1L A|C. Elementdrnim nezéavislostnim idajem se rozumi udaj
A 1 B|C kde A i B jsou jednoprvkové mnoZiny. Systém vsech odpovidajicich
‘elementarnich’ usporadangch trojic (a,b|C) kde a,b € N,a #b,C C N\ {a, b} bude
oznacovan symbolem E(N).

Struktury podminéné nezavislosti vykazuji jisté formalni vlastnosti, které nékteri
autofi [24] nazyvali ponékud nepfesné axiomy (podminéné nezavislosti). Je zndmo,
ze naptiklad plati nasledujici semi-grafoidové vlastnosti, které uvadim pod jejich
anglickymi nazvy.

1.ALQ|D [P] triviality,
22AU1 B|D[P] = Bl A|DI[P] symmetry,

3.AL BC|D[P] = ALC|D]|P] decomposition,
4. AUl BC|D[P] = Al B|CD [P] weak union,



306 Milan Studeny

5. {A1L B|CD[Pl& AL C|D[P]} = Al BC|D [P] contraction.

Navic, pokud je indukujici rozdéleni specialni, mohou platit dalsi forméalni vlastnosti
(viz § 2.3 v [30]). Naptiklad, pokud existuje hustota vici néjaké dominujici mife,
ktera je vsude kladna, pak indukovana struktura podminéné nezavislosti splnuje

6. A1l B|CD[P]& A1 C|BD|[P] = Al BC|D [P] intersection.

Nicméné, struktury podminéné nezavislosti indukované diskrétnimi pravdépodob-
nostnimi rozdélenimi obecné nelze charakterisovat s pomoci kone¢ného poctu for-
mélnich vlastnosti tohoto typu — dikaz viz [29].

Pokud je pevné urcen néjaky distribu¢ni ramec, to jest tfida rozdéleni ® nad N,
napiiklad tf¥ida vSech diskrétnich rozdéleni (na X ) anebo tfida nedegenerovanych
Gaussovskych rozdéleni (na RY), pak kazdou strukturu podminéné nezavislosti S
Ize chapat jako statisticky model. Definuje totiz tfidu pravdépodobnostnich rozdéleni

{Ped; Al B|C[P] kdykoliv (A, B|C)eS}.

Hlavnim tcelem § 2 bylo vlastné ukazat, ze nékteré modely pouzivané ve statistice
Ize chapat jako statistické modely urcené néjakou strukturou podminéné nezavislosti.
Navic, tyto struktury podminéné nezavislosti je ¢asto mozné popsat s pomoci néja-
kého grafu, ktery ma N za mnozinu uzli.

PozZNAMKA 6. VySe zminéné statistické modely v8ak neni tfeba popisovat uplnym
vyctem vSech nezavislostnich udaju. Napriklad Ize vynechat vzdy platné trivialni
nezdvislostni idaje nebot pro kazdou strukturu podminéné nezévislosti S indukova-
nou rozdélenim P plati vySe zminéné semi-grafoidové vlastnosti, specialné vlastnost
triviality. Analogické pozorovani je, Ze strukturu podminéné nezavislosti S lze v za-
pise statistického modelu nahradit pouze seznamem elementarnich nezavislostnich
udaji, tedy lze psat

{(Pe®; allb|C[P] kdykoliv (a,b|C) € SNEN)}.

Konec¢né, diky vlastnosti symmetry lze vidy z dvojice navzajem symetrickych udaji
uvést pouze jeden. Tyto konvence umoznuji tispornéjsi zapis a jsou v oblasti grafic-
kych modeli bézné. Podstata této poznamky je, ze ve formalnim zapise statistického
modelu lze seznam S nahradit jakymkoliv kratsim seznamem nezévislostnich idaji £

jehoz semi-grafoidovy uzaver je S.

4. RETEZCOVE GRAFY

Statistické modely struktur podminéné nezévislosti popisované neorientovanymi
grafy a modely popisované acyklickymi orientovanymi grafy lze shrnout do jedno-
tictho ramce modelt popsanych tetézcovymi grafy, anglicky nazyvanymi chain gra-
phs. Retézcové grafy zavedli Lauritzen a Wermuthova v ptli 80-tych let dvacatého
stoleti [16], pfiGemz v téze dobé byly navrzeny i tzv. rekursivni kauzalni grafy [14],
které lze povazovat za specialni ptripad fetézcovych graf. V obou pripadech se jednéa
o hybridni grafy, které maji jak neorientované tak orientované hrany.

4.1. Formalni definice.

DEFINICE 8. Hybridni graf H je urcen neprazdnou kone¢nou mnozinou uzld N,
mnozinou neorientovanych hran £ (t.j. systémem dvouprvkovych podmnozin N) a
mnozinou orientovanygch hran ¢ Sipek A, coz je systém uspofadanych dvojic (u,v) €
N x N kde u # v. Jestlize (u,v) € A, pak piSeme v — v (v H) a v ptipadé
{u,v} € € piSeme u — v (v H); v obou téchto pfipadech fikdme, Ze (neusporddana
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dvojice) [u,v] je hrana v H. Jinymi slovy [u,v] je hrana H jestlize bud u — v v H
(tj. v —wu v H) nebou — v v H & v — u v H. Ve uvedené znaceni odraz
zpusob jakym jsou hrany hybridniho grafu znézornovany v obrazcich. Dale se impli-
citné predpoklada, ze v hybridnim grafu mezi dvéma uzly existuje maximalné jedna
hrana, jinymi slovy Ze plati

Vu,v € N pokud (u,v) € A, pak (v,u) € Aa{u,v} €.

Je-li H hybridni graf s mnoZzinou uzld N a @ # A C N pak jeho podgraf indukovany
A oznaceny H,4 je hybridni graf s mnozinou uzltd A takovy, ze u — v v H4 pravé
kdyz u,v € A, u —vv Hau— vv Hy pravé kdyz u,v € A, u — v v H. Je-li
u € N, pak pfislusnd neorientovand komponenta grafu H je tvofena vSemi uzly v,
které jsou spojeny s u neorientovanou cestou u = w; — ... —w, = v, n > 1.
Mnozina uzlt N se tedy rozpadé na disjunktni neorientované komponenty grafu H.

Retézcové grafy jsou hybridni grafy, které vzniknou z neorientovanych grafii tak
ze se zorientuji nékteré hrany podle nasledujiciho scénare.

DEFINICE 9. Necht G je neorientovany graf s mnozinou uzlt N a mnoZinou hran
E(GQ).Bud By, ..., By, n > 1 fetézec pro N, to jest uspofddand posloupnost neprazd-
nych disjunktnich podmnozin N jejichz sjednocenim je N. Vytvofme z G hybridni
graf H majici stejnou mnozinu uzl nasledovné:

(i) {u,v} € E(H) pokud {u,v} € £(G) a 31 < i < n takové, ze u,v € B;,

(i) (u,v) € A(H) pokud {u,v} € £(G)adl<i<j<niZeu€ B;aveE B,
Kazdy hybridni graf, ktery lze vytvorit takovouto konstrukci se nazyva retézcovy
graf.

Lze snadno dokéazat, ze pro kazdy fetézcovy graf H existuje fetézec tvofeny ne-
orientovanymi komponentami H. Retézcové grafy Ize také ekvivalentné zavést jako
hybridni grafy, ve kterych neexistuji jisté polo-orientované cykly; jsou to tedy urcité
acyklické hybridni grafy. Jednoduchy piiklad fetézcového grafu je na obrazku 5.

aO/Tb
c O——0d
e O—O f

Obr. 5 Jednoduchy tetézcovy graf.

PozNAMKA 7. Diive nez piejdeme k pravdépodobnostni interpretaci fetézcovych
grafii bych rdd poznamenal (a tim zdroveni varoval ¢tenafe), ze dokonce v nékterych
klasickych textech o Fetézcovych grafech [33, 18] se vyskytuji ponékud végni slovni
formulace, které mohou svést ¢tenafe k nespravnému pochopeni vyznamu hran v fe-
tézcovém grafu. Tyto formulace mohou totiz vzbudit dojem, Ze jednotlivé Sipky lze
interpretovat coby ‘kauzalni vztahy’ zatimco jednotlivé neorientované hrany lze in-
terpretovat coby ‘symetrické asociace’. Ve skutecnosti interpretace jednotlivé hrany
jakozto objektu samého o sobé je nespravnd; hrany ziskdvaji spravny smysl pouze
v kontextu s ostatnimi hranami. Rozumnou interpretaci ma tedy pouze fetézcovy
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graf jako celek a vskutku puvodni interpretace byla v terminech podminéné ne-
zéavislosti. Zbytek § 4 je vénovan klasické interpretaci fetézcovych grafi. Nicméné
v zdjmu vyvazenosti je tfeba dodat, Ze zejména v posledni dobé se objevily dalsi
mozné (i odlisné) interpretace Fetézcovych grafii; naptiklad kauzélni interpretace [21]
¢i alternativni interpretace coby struktury podminéné nezavislosti [3].

4.2. Parova a lokalni Markovska podminka. Je nékolik zptsobi, jak formalné
interpretovat fetézcovy graf coby pravdépodobnostni strukturu. Pozadavky, které
svazuji grafickou strukturu a tvar pravdépodobnostniho rozdéleni jsou znamy jako
Markovské respektive faktorisacni podminky. Nize uvedené Markovské a faktori-
sacni podminky pro Tetézcové grafy zobecnuji analogické podminky pro neoriento-
vané a acyklické orientované grafy, které byly historicky zavedeny dfive. Podminky
rozliSujeme podle sily. Nejslabsi je parova Markovska podminka.

DEFINICE 10. Za situace popsané v definici 4 bud H fetézcovy graf s mnozinou

uzltt N a Fetézcem By, ..., B,, n > 1. Rekneme, Ze (margindlné spojité) rozdéleni P
na (Xy, Xn) spliiuje pdrovou Markovskou podminku (PM) vzhledem k H jestlize
(14) V' wu,v €N, u#v, [u,v] neni hrana v H,

plati v 1l v| D(u,v) \ {u,v} [P],

kde D(u,v) oznacuje sjednoceni mnozin By, ..., By, k < n pfi¢emz By, je posledni
mnozina Fetézce majici neprazdny prinik s {u, v}.

V ptipadé, ze H je neorientovany graf, dostaneme pro trividlni fetézec By = N
klasickou parovou Markovskou podminkou pro neorientované grafy; v pripadé, ze H
je acyklicky orientovany graf a fetézec Bi,..., B,, n > 1 je tvofen jednoprvkovymi
mnozinami pak dostaneme podminku, kterd by se anglicky mohla nazyvat pairwise
well-numbering Markov property [19]. Nésledujici pfiklad ilustruje zavedeny pojem.

PRIKLAD 14. Uvazujme Fetézcovy graf na obrazku 5 a fetézec By = {a,b}, Bz =
{¢,d}, Bs = {e, f}. Parovd Markovskd podminka na rozdéleni P pak implikuje
nésledujici elementarni nezavislostni tvrzeni (z dvojice symetrickych tvrzeni uvadim
pouze jedno - viz pozndmka 6):

all b|0 [P,

o 1L d|{b,c} [P),
all e|{b,ed, [} [P],
a1l f|{b,c,d, e} [P],
bl el{a,c.d f}[
bl fl{a,c.d e} |
¢l fl{a,b,d, e} |
d 1 fl{a,b,ec e} ]

)

)

]
P]
P,
P
P
P).

Pravdépodobné nejekonomic¢téjsi zapis statistického modelu struktury podminéné
nezavislosti indukovaného fetézovym grafem umoznuje lokalni Markovska podminka.

DEFINICE 11. Za situace popsané v definici 4 bud H fetdzcovy graf a B, ..., By,
n > 1 pifslusny fetézec. Reknéme, ze (marginalné spojité) rozdéleni P na (X, Xn)
splituje lokdlni Markovskou podminku (LM) vzhledem k H jestlize

(15) VueN wull D(u)\ ({u}Ubd(uw)) | bd(u) [P]

kde symbol D(u) oznacuje sjednoceni mnozin By, ..., By, k < n pfi¢emz By obsahuje
uabd(u) ={veN;v—udéiv—uv H} oznacuje hranici uzlu u.
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PRIKLAD 15. Za situace popsané v prikladé 14 pozaduje lokalni Markovska pod-
minka nésledujici netrividlni nezavislostni tvrzeni (opét vynechdvam symetricka ne-
zévislostni tvrzeni):

e allb|d[P],

e dll a|{bc} [P]

o ¢ Ll {a,b}[{c,d, f} [P],
o f U {a,b,c,d}|e[P].

4.3. Globalni Markovska podminka. Pro formulaci nejsilnéjsi globalni Markov-
ské podminky je tfeba zavést grafické kritérium, podle kterého je mozné rozhodnout,
zda néjaka trojice (A, B|C) € T (N) (a tedy odpovidajici nezévislostni iidaj) je repre-
sentovana v fetézcovém grafu. V pripadé neorientovaného grafu je takové kritérium
jediné, totiz separacni kritérium uvedené v definici 2. Avsak v pripadé acyklického
orientovaného grafu si jiz lze vybrat mezi dvéma rtznymi, ale ekvivalentnimi gra-
fickymi kriterii. Lauritzen a jeho spolupracovnici [19] navrhli moralisaéni kriterium
zatimco Pearl a jeho nasledovnici [24] davali pfednost d-separacnimu kriteriu. Mora-
lisa¢ni kriterium je nepfimé v tom smyslu, ze ptivodni orientovany graf se transfor-
muje na jisty neorientovany graf (nazyvany z jistého diivodu moralni graf) a poté se
aplikuje separa¢ni kriterium pro neorientované grafy. Naopak, d-separacni kriterium
(d znadi directional, tedy usmérnéné) je pfimé v tom smyslu, Ze se testuji cesty (resp.
sledy) v ptivodnim grafu zda jsou blokovany néjakou mnoZinou uzll, pfi¢emz pojem
‘blokovani’ zavisi na orientaci hran.

Také v pripadé obecnych Fetézcovych grafii mizeme odlisit dveé rizna ekvivalentni
kritéria, ktera zobecniuji kritéria pro acyklické orientované grafy. Ptivodni moralisac¢ni
kritérium pro Fetézcové grafy zavedl Lauritzen [20].

DEFINICE 12. Mordlnim grafem fetézcového grafu H s mnozinou uzli N se rozumi
neorientovany graf H™°" s toutéz mnozinou uzlt takovy, ze {u,v} je (neoriento-
vanou) hranou v H™°" pravé tehdy, kdyz [u,v] je hrana v H anebo v H existuje
posloupnost uzlt v — w; — ... — wy «— v, k > 1 (zépis znadi, ze wy a wy jsou v
pfipadé k > 1 spojeny cestou z neorientovanych hran, jinymi slovy ze uzly nalezi do
stejné neorientované komponenty grafu H).

Mnozina uzlt D C N se nazyva ancestralni mnozinou v H jestlize bd(u) C D pro
kazdé u € D (viz definice 11). Je-li A C N pak nejmensi ancestralni mnozinu obsahu-
jici A (to jest prunik vSech ancestralnich mnozin obsahujicich A) oznacujeme an(A).

Jestlize (A, B|C) € T(N), pak test zda je tato trojice representovana v Fetézcovém
grafu H (s mnozinou uzlit N) ma tfi nasledujici kroky.

(i) uvazujeme H,,(apcy, to jest podgraf H indukovany ancestralni mnozinou
an(ABC) (viz definice 8),

(ii) zkonstruujeme moralni graf (H,,apc))
grafu Ha,aBo),

(iii) testujeme, zda je (A, B|C) representovana v tomto mordlnim grafu

(Han(aBc))™°" podle separa¢niho kriteria pro neorientované grafy
(viz definice 2).

Je-li (A, B|C) representovana v onom moralnim grafu, pak fekneme Ze je represen-
tovana v fetézcovém grafu H podle moralisacniho kriteria.

mor zminéného indukovaného pod-

V pripadé neorientovaného grafu H je vyse definované moralisa¢ni kritérium ekvi-
valentni separa¢nimu kritériu pro neorientované grafy zatimco v pripadé acyklického
orientovaného grafu H se shoduje s moralisa¢nim kritériem pro tyto grafy. Ptivodni
verse c-separacniho kritéria pro Fetézcové grafy (c zna¢i chain, tedy Fetézec) byla
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navrzena v [4]. Pozdéji toto kritérium bylo zjednoduseno; nejjednodussi forma je
popséana v nasledujici definici.

DEFINICE 13. Bud H fetézcovy graf s mnoZinou uzld N. Sledem v H se rozumi

posloupnost uzlt ¢ : v1,...,v,, n > 1 (ne nutné raznych!) takova, Ze [v;, vi+1] je
hrana v H proi =1,...,n — 1. Usekem sledu o se rozumi jeho maximalni neorien-
tovany podsled v; — ... — v, kde 1 <4 < j <n (to jest pro zadné ¢/ <i < j < j
takové, ze j' — 4’ > j —i neni vy — ... — vjr). Dodejme, Ze usek sledu ¢ miize
bjt tvofen i jedinym uzlem, coZ nastane v pifpadé i = j. Usek se nazjva kolisni
jestlize 1 <i < j<maplati v,y — v; — ... — v; < vj41; v opacném piipadé je
nekolisni.

Bud ¢ C N mnozina uzli; sled ¢ se nazyva superaktivni vzhledem k C jestlize

e kazdy kolisni tsek p obsahuje uzel z mnoziny C,
e kazdy nekolisni tsek p je tvoren uzly mimo mnozinu C.

Pokud ¢ neni superaktivni vzhledem k C', pak je blokovdn mnoZinou C.

Trojice (A, B|C) € T(N) je representovana v fetézcovém grafu H podle c-sepa-
racniho kriteria jestlize kazdy sled v1,...,v,, n > 1v H takovy,Ze v; € Aawv, € B
je blokovan mnozinou C.

Laskavy ¢tenalr mutze sam nahlédnout, Ze v pfipadé neorientovaného grafu H
je c-separacni kritérium ekvivalentni separa¢nimu kritériu z definice 2. V piipadé
acyklického orientovaného grafu H jsou tseky jakéhokoliv sledu tvoreny vzdy jednim
uzlem a klasifikace tedy rozlisuje kolisni a nekolisni uzly na uvazovaném sledu. Ctenaf
obezndmeny s d-separa¢nim kritériem [24] tedy muZe po mirném intelektudlnim
asili nahlédnout, Ze c-separacni kritérium se vlastné shoduje s prislusnou versi d-
separacniho kritéria.

Dodejme, zZe v pripadé fetézcovych grafu je vskutku podstatné uvazovat t¥idu
v8ech sledii v grafu (kde se uzly mohou opakovat) a nelze se omezit na t¥idu cest
(v nichz se uzly neopakuji). Nicméné, piestoze t¥ida vSech sleddt v grafu je ¢asto
nekone¢nd, c-separacni kriterium je rozhodnutelné (diky koneénosti grafu H) a lze
snadno implementovat na pocitac¢i s pomoci efektivniho algoritmu ‘lokalni propa-
gace’ [27]. Ekvivalence moralisa¢niho a c-separa¢niho kritéria pro fetézcové grafy
byla dokazana v [28].

PRIKLAD 16. Uvazujme opét graf H z obrazku 5. P¥i testovani trojice {(a, f|b) po-
moci c-separacniho kritéria zjistime, ze sled a — ¢ — d — e — f je aktivni vzhle-
dem k {b}, a tedy tato trojice neni v grafu representovéna. P¥i testovani pomoci
moralisaéniho kritéria zjistime, ze an({a,b, f}) = {a,b,c,d, e, f} a tedy pfislusny
indukovany podgraf je samotny graf H. Pfislusny morélni graf je na obrazku 6. Vi-
dime, Ze odpovidajici cesta a — ¢ — d — e — f je cesta z a do f mimo {b} a tedy
(a, f|b) neni v H representovéna podle moralisa¢niho kritéria.

Naopak, pti testovani (a, f|{b,c}) podle c-separa¢niho kritéria pozorujeme, Ze
sled z a do f v H mtze bud obsahovat nekolisni tisek obsahujici uzel ¢ a pak je
tomto tseku blokovdn mnozinou {b,c} anebo tento sled nutné obsahuje nekolisni
usek «— b — a je rovnéz blokovan touto mnozinou. Procez (a, f|{b, c}) je represento-
véana v fetézcovém grafu H. Tento fakt lze lépe nahlédnout s pomoci moralisa¢niho
kritéria: kazda cesta z a do f v prislusném moralnim grafu na obrazku 6 totiz obsa-
huje uzel mnoziny {b, c}.
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Obr. 6 Mordlni graf Tetézcového grafu z obrdzku 5.

Nejsilnéjsi Markovska podminka je globalni Markovska podminka.

DEFINICE 14. Za situace popsané v definici 4 bud H fetézcovy graf s mnozinou
uzltt N. Reknéme, 7e (marginalné spojité) rozdéleni P na (X, Xy) splituje globdlni
Markovskou podminku (GM) vzhledem k H jestlize

(16) A 1l B|C [P] jeli (A, B|C) € T(N) representovana v H ,
pri¢emz representace se rozumi bud ve smyslu definice 12 nebo definice 13.

4.4. Faktorisaéni podminka. Dalsi moznost jak svazat strukturu fetézcového grafu
a pravdépodobnostniho rozdéleni je faktorisa¢ni podminka.

DEFINICE 15. Bud H fetézcovy graf s mnozinou uzlt N, necht C je soubor vSech
neorientovanych komponent H. Pro kazdou komponentu C' € C zavedme mnozinu
jejich rodici pa(C) = {v € N\ C;v — u pro u € C} a pfislusny uzdvérovy graf
jakozto moralni graf podgrafu H indukovaného mnozinou C U pa(C) (viz definice 8
a 12). Necht H(C) oznacuje soubor klik tohoto uzévérového grafu (Hcupa(c)) ™"

Za situace v definici 4 fekneme, Ze (marginalné spojité) rozdéleni P na (X, Xn)
se faktorisuje vzhledem k H (t.j. splituje podminku (FP) vucéi H) jestlize plati nasle-
dujici dvé podminky. Podminka globdlni faktorisace pozaduje, aby se hustota dala
vyjadrit jako sou¢in podminénych hustot:

In(z) = H feipao) (TclTpa(cy) pro p-s.v.z € Xy .
cec

Podminka lokdlni faktorisace pozaduje, aby se kazda z podminénych hustot dale
faktorisovala podle ptislusného uzavérového grafu:

VC €C  fopac)(@c|rpac)) = H Ys(zrs) pro p-sv.z € Xy,
SeH(C)
kde g, S C N jsou néjaké (obecné) nezdporné Xs-métitelné funkce na Xg (takova
funkce se ¢asto nazyva potencidl na S).

Jak ¢tenar muze ocekavat, v pripadé neorientovaného grafu je faktorisa¢ni pod-
minka ekvivalentni bézné faktorisaci rozdéleni podle (klik) tohoto neorientovaného
grafu [24]. Podobné v pfipadé acyklického orientovaného grafu dostaneme obvyklou
podminku rekursivni faktorisace [20].

PRIKLAD 17. Opét uvazujeme graf na obrazku 5. V tomto pfipadé podminka glo-
bélni faktorisace fika
fabcdef = fa ’ fb ’ fcd|ab : fef\cdv

a podminka lokélni faktorisace déle rika

fcd\ab = wabc “Vbed 5 fef\cd = wcde : wef .
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Vztahy vyse uvedenych podminek svazujicich grafickou a pravdépodobnostni stru-
kturu jsou néasledujici. Faktorisa¢ni podminka implikuje globalni Markovskost, ta
lokalni Markovskost a tato pak parovou Markovskost (viz [20]). Schematicky:

(FP) = (GM) = (LM) = (PM).

Pro ta marginilné spojitd rozdéleni, kterd maji vSude kladnou hustotu (vzhledem
k né&jaké dominujici mife) plati i obracend implikace a tedy vSechny vySe uvedené
podminky jsou ekvivalentni [8]. V ptipadé distribu¢niho rdmce ® tvotfeného rozdé-
lenimi tohoto typu je tedy pfifazen fetézcovému grafu vSemi ¢tyfmi zpusoby jediny
statisticky model.

Navic, v pfipadé ramce diskrétnich rozdéleni globalni Markovska podminka po-
pisuje praveé jen nezavislostni tvrzeni platna pro vSechna rozdéleni piislusna tomuto
statistickému modelu. V [28] bylo totiz dokdzano, Ze pro kazdy fetézcovy graf H
existuje perfekini Markovské diskrétni rozdéleni (dokonce diskrétni rozdéleni s vude
kladnou hustotou), to jest rozdéleni, které splituje pravé ta nezavislostni tvrzeni,
ktera jsou charakterisovana moralisa¢nim resp. c-separacnim kritériem. Pro dikaz
tohoto zékladniho tvrzeni o korektnosti fetézcovych grafti z hlediska popisu dis-
krétnich pravdépodobnostnich struktur podminéné nezavislosti bylo podstatné c-
separacni kritérium.

5. ZAVER

Vyse uvedeny text lze chapat jako tvod do problematiky fetézcovych grafi a jimi
indukovanych struktur podminéné nezavislosti. Samoziejmé, Ze byly opomenuty
mnohé dalsi teoretické vysledky. Napfiklad nebyly zminény nésledujici vysledky:
grafickd charakterisace Markovsky ekvivalentnich Fetézcovych grafi (t.j. graft indu-
kujicich tentyz statisticky model) [8], tvrzeni o existenci tzv. nejvétsiho Fetézcového
grafu v ramci kazdé t¥idy této ekvivalence [8] a grafické charakterisace téchto nej-
vétsich Fetézcovych grafli véetné piislusnych algoritmi na jejich ziskavani [26, 31].

Opomenuta byla téz otazka mozné interpretace Fetézcovych graft z hlediska vy-
stavby expertnich systémi. Faktorisa¢ni podminka z definice 15 by naptiklad mohla
byt interpretovana tak ze by mohla byt vyuzita pfi urceni fetézcovych grafi na
zakladé informace od expertil pricemz kazdy z expertd urci pouze prislusny uzave-
rovy graf (viz piiklad z [27]).

Dodejme, ze oblast grafickych modelé (pro popis struktur podminéné nezavis-
losti) je dosti rychle se rozvijejici obor. V neddvné dobé byly zavedeny a studo-
vany dalsi, obecnéjsi tFidy grafti pro popis pravdépodobnostnich struktur, naptiklad
obecné orientované grafy [25], reciproké grafy [15], alternativné interpretované fe-
tézcové grafy [3], tzv. joint-response fetézcové grafy [6], anotalni grafy [23] a grafy
s latentnimi (skrytymi) veli¢inami. Letmy pfehled téchto pfistupti je v tieti kapitole
préce [30].

Podé&kovani. Chtél bych podékovat Dr. Jaromiru Antochovi, hlavnimu organiza-
torovi ROBUSTY, za jeho trpélivost a ochotu tolerovat mou predem avizovanou
neschopnost dodat ptispévek do sborniku vcas. Déle bych chtél podékovat Dr. Da-
niele Jaruskové za jeji rady a instrukce stran mé prednéasky v Necétinach a Dr. Ivanu
Saxlovi téz za rady, ale rovnéz i za vytrvalé povzbuzovani v mém usili sepsat pfi-
spévek do sborniku. Téz dékuji Dr. Markovi Malému za poskytnuti jistych text
o zpracovani medicinskych dat, v nichZ jsou také pouzity grafy pro popis vztahu
mezi veli¢inami. Nakonec jsem se po tuvaze rozhodl tyto texty v prispévku nezmi-
novat, nebot zminéné grafy byly ziskdny specifickou metodou a jejich interpretace
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tedy nemusi byt zcela v souladu se zde uvazovanou interpretaci fetézcovych grafa
(to jest coby néstroji na popis struktury podminéné nezavislosti).

Daéle bych rad vyjadril své diky recenzentovi Prof. Radimu Jirouskovi, ktery
opravdu peclivé prispévek precetl a poskytl celou fadu cennych pripominek, na které
jsem se snazil zareagovat. Abych jej potésil a odmeénil se za jeho 1sili rozhodl jsem
se nakonec pfijmout jeho Cestinafsky nazor a v ramci prispévku systematicky pouzi-
vat frazi ‘acyklicky orientovany graf’ namisto pavodné pouzivané fraze ‘orientovany
acyklicky graf’.

Nemeélo by zde jisté schazet ani podékovani pani Marii Kolafové za pripravu
prvni verse tohoto prispévku (tedy piepsani rukopisu do IATEXu), pani Ivé Mare-
Sové za poskytnuti elektronické predlohy pro konecnou versi prispévku jakoz i dalsi
uziteéné rady technického charakteru a Dr. Sergeji Celikovskému za kontrolu gra-
matické spravnosti ruského abstraktu.
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