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ALGEBRAICKE VLASTNOSTI FUZZY VELICIN

MILAN MARES

ABSTRAKT. Nasledujici fadky si kladou za cil pfinést piehlednou informaci
o jedné z partii teorie fuzzy mnozin, konkrétné o pocitani s fuzzy ¢isly a fuzzy ve-
licinami. Jedn& se o teorii, ktera se v soucasné dobé zacind pomérné intenzivné
rozvijet, zejména v souvislosti s rozvojem optimaliza¢nich metod pracujicich
s vagnimi vstupnimi daty. V tomto pfispévku velmi stru¢né pfipomeneme po-
jem fuzzy mnoziny a z ni odvozeny pojem fuzzy c¢isla, ukdzeme obvyklé operace
s fuzzy ¢isly se zvlastnim ohledem na linedrni operace (séitani a nésobeni deter-
ministickym ¢islem) a kratce se zamyslime nad tim, pro¢ se nékteré vlastnosti
téchto operaci lisi od toho, na co jsme zvykli u obvyklych realnych cisel. Uka-
zeme si, jak vysvétlit a do urcité miry eliminovat nezvyklé chovani fuzzy veli¢in.
Nakonec ukadzeme jednu z moznych aplikaci teorie fuzzy veli¢in pfi feseni tloh
sifové analyzy metodou kritické cesty s vagni predstavou o délce jednotlivych
¢innosti.

Abstract. The presented contribution aims to offer a summary of elementary
knowledge about one of fields of the fuzzy set theory, namely, about computati-
ons with fuzzy numbers and fuzzy quantities. This theory is recently intensively
developed, especially in connection with the development of optimization me-
thods using vague input data. Here, we very briefly remember the concept of
fuzzy set and of fuzzy number derived from it. We present usual operations
with fuzzy numbers with special stress on the linear operations (addition and
product with crisp number), and we shortly analyze why some properties of
these operations differ from the classical properties of deterministic numbers.
We show, how to explain and in certain degree eliminate the strange behaviour
of fuzzy quantities. Finally, we illustrate the general methods by a model of ne-
twork analysis — the critical path method — with vague idea about the durations
of particular activities.

Pe3zroms. B npennoxkenHoil crarbe ONMCAHLI HEUETKUE BEIUYUHLI U U3yda-
0TI UX cBolicTBa. Teopermyeckme pe3yaTaThl HPUIOXKEHLI TO.KE K IPO-
GieMe MeToga KPUTUIECKOTO HYTH.

1. Uvop

Kdyz se v poloviné Sedesétych let objevily prvni prace o teorii fuzzy mnozin (iplné
prvni byl Zadehiv ¢lanek [9]), nebyly pfijaty jednoznacéné. Slovo fuzzy v jejich ndzvu
— v prekladu znamena néco jako ,matny“, ,mlhavy“, ,rozmazany“ — naznacovalo,
ze se ma jednat o matematickou reprezentaci neurcitych jevi a pojmi. Koneckon-
cii, obsahlé komentaie k prvnim elementarnim vysledkim tento dojem potvrzovaly
a zdiraznovaly aplika¢ni vyznam nové teorie pro modelovani neurcitosti obsazené
v realnych pojmech a procesech popisovaného svéta. Jenomze, pro zapracovani ne-
jistoty a neurcitosti do exaktnich modelt reality uz tady jedna Gspésna teorie byla —
totiz teorie pravdépodobnosti. Vyborné vyhovovala pro matematicky popis ndhody

2000 Mathematics Subject Classification. 03B52 94DO05.

Kli¢ovd slova. Cisla, fuzzy mnoziny, fuzzy logika, vagni data.

Tato prace je podporovana grantem GA AV CR & A 1075106 a klicovym projektem AV CR
¢. K 1019101.



Algebraické vlastnosti fuzzy veli¢in 225

a jevl s ni spojenych, nabizela dobfe rozvinutou metodiku a propracovany aparat
teoretickych vysledkt. Trvalo pomérné dlouho, nez si odborné vefejnost na fuzzy
mnoziny zvykla a hlavné, nez si uvédomila, Zze ndhoda neni jediny typ nedetermi-
nismu, ktery narusSuje spolehlivost realnych dat. Teorie fuzzy mnozin nekonkuruje
teorii pravdépodobnosti, nezabyva se vlivem nahody na spravnost a presnost nasich
kvantitativnich avah. Jeji pole pisobnosti je v matematickém modelovani vagnosti,
neoddélitelné od pojmi a popist uzivanych v bézném verbalnim vyjadfovani. Pojmy
jako ,velky“, ,priméfené“, ,fialovy*, ,rychle“, ,podobny“ a dalsi nejsou a nemohou
byt presné ohranicené — maji jaksi ,rozmazané“ kontury. Nejistota s nimi spojena
ale neni stochastického, ndhodného typu. Pro jeji popis neni pravdépodobnost pravé
nejprimérenéjsi a také matematické operace pro praci s vagnosti jsou prirozené jiné
nez operace s ndhodnymi jevy a veli¢inami. Pravé pro tento ucel byla vytvofena
teorie fuzzy mnozin.

Jedna z jejich vyznamnych partii je fuzzy logika, ktera pracuje s nepfesnymi nebo
nejednoznacnymi vyroky. Rozsdhlé praktické uplatnéni nasla v teorii fuzzy fizeni
a fuzzy regulace, zaméfené na automatické (pocitacové) Fizeni procesti na zdkladé
vagnich daji o jejich dosavadnim priubéhu a stavu prostiedi ve kterém probihaji.

Jind vyznamna C¢ast teorie fuzzy mnozin je spojena s optimalizaci rozhodovani
a vyhodnocovani soubort vagnich dat. Pro jeji rozvoj je dtlezité zvladnout pocitani
s vagnimi — to znamena fuzzy — ¢isly a kvantitativnimi veli¢inami. Teorie tak zvaného
,pocitani se slovy“ se v poslednich letech zacala intenzivné rozvijet i kdyz pojem
fuzzy c¢isla a pocetni operace s vagnimi ¢isly zacaly byt studovany uz pomérné davno
a pocatecéni vysledky jsou shrnuty napiiklad v praci [1].

V tomto prispévku se budeme, alesporn stru¢né, zabyvat pravé pocitanim s vag-
nimi daty. Pfispévek nemize z prostorovych divodid podat tplny prehled celé pro-
blematiky, vice o ni lze najit tfeba v knize [4] a navazujicim élanku [5]. My se
zameérime na ponékud uzsi, nicméné dost vyznamnou, tématiku linearnich operaci
s fuzzy veli¢inami (jejich s¢itani a ndsobeni deterministickym ¢islem). Umoziiuji dost
nazorné ukazat hlavni problémy, na které pii pocitani s fuzzy veli¢inami narazime
a metodu, jak si s takovymi potiZzemi poradit. Jako tvod do problematiky to snad
miize prinejmensim stacit.

Nasledujici text je ¢lenén na nékolik ¢asti. Nejprve struéné, spise pro tuplnost
a ustaleni terminologie, pfipomeneme v ¢asti 2 pojem fuzzy mnozin a zakladni ope-
race s nimi, poté v ¢asti 3 zavedeme pojem fuzzy veli¢iny jako fuzzy podmnoziny
mnoziny realnych ¢isel, pfipomeneme definice aritmetickych operaci s fuzzy velici-
nami a ukdzeme, do jaké miry se shoduji se zndmymi vlastnostmi béznych aritme-
tickych operaci nad redlnymi Cisly. V ¢asti 4 se zamyslime nad pfi¢inami rozdilt
mezi vlastnostmi operaci s fuzzy a deterministickymi ¢isly a nad tim, jak takové
rozdily piekonat. Cést 5 je vénovana stru¢né zmince o relaci uspofddani (spise jedné
z moznych relaci uspofddani) mezi fuzzy veli¢inami. V ¢asti 6 pak struéné uka-
zeme jednu ze zajimavych aplikaci teorie fuzzy veli¢in pfi studiu metody kritické
cesty jako jedné z optimalizacnich metod. Vyuziti fuzzy vstupnich adajt o délkach
¢innosti umoznuje kvantifikovat velikost rizik zdrzeni slozitych vyrobnich a jinych
postupil. Clanek je doplnén nékolika zavéreénymi poznadmkami a vibérem nékolika
relevantnich publikaci.

V rozporu s dobrymi zdsadami matematickych publikaci neni néasledujici text for-
malné ¢lenén na definice, véty a dikazy. Déje se tak ze dvou duvodi: Jednak jsou
vSechny potiebné dikazy pomérné jednoduché a jsou k nalezeni v ¢lancich, citova-
nych napf. ve [4]. Kromé toho je pfedlozeny piispévek myslen spise jako podklad
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pro tvahy a debaty a pro tento el se plynuly text jevi (snad) vhodnéjsi. Formalni
puristé mozna prominou.

2. To ZAKLADNI O FUZZY MNOZINACH

Jak uz bylo feCeno v ivodu, pojem fuzzy mnoziny vznikl jako nastroj pro matema-
tické modelovani vagné popsanych jeva, objektt, vztahi a procesi. Napriklad tako-
vych pojmu jako ,,suché podnebi“, ,pfibuzny“, ,hromadka pisku“, ,mnohem vétsi
nez...“, nebo ,prevratné zmény“. Pfesné determinované pojmy lze celkem pfirozené
ztotoznit s klasickymi deterministickymi mnozinami. Neni proto nic prekvapivého na
myslence, ztotoznit vagni pojmy s néjakym jinym typem objektt, dosti podobnych
mnozinam. U klasickych deterministickych mnozin plati, Ze lze o kazdém objektu
jednozna¢né urcit, zda do té ¢i oné mnoziny patfi nebo nepatii. MnozZiny onoho
nového ,,vagniho* typu pak budou mit ponékud rozostfenou hranici — o nékterych
objektech lze s jistotou fici, Ze do takové mnoziny patii, o jinych lze stejné jisté fici,
ze do ni nepat¥i, existuji ale i objekty, u kterych neni prislusnost k mnoziné jistéa.
U téch je mozné prinejlepSim pouze stanovit stupen jejich prislusnosti k uvazované
mnoziné.

Pro jednoznaény popis jakékoliv fuzzy podmnoziny A univerza U pak je mozné
pouzit zobecnéni charakteristické funkce, nazyvané funkce prislusnosti 4, takové,
ze pro kazdy prvek x z univerza je

pa(x)=1 kdyz x jisté pat¥i do A,
ua(x)y=0 kdyZz x jisté nepatii do A,
0 <pa(xz) <1l kdyZ sinejsme jisti, zda x patii do A.

Pfitom v poslednim p¥ipadé bude hodnota p4 (x) tim blize k 1 éim spiSe je x mozné
povazovat za prvek fuzzy mnoziny A. Tim se ndm podafilo formalné vystihnout
a ocenit stupen prislusnosti prvku univerza k nékteré uvazované fuzzy mnoziné v pii-
padech, kdy se ona p¥islusnost neomezuje na pouhé ano/ne.

Protoze povazujeme fuzzy mnoziny za jakési zobecnéni klasickych deterministic-
kych mnozin, mame pravo ocekavat, ze na né lze rozsitit obvyklé mnozinové operace
a dalsi pojmy.

Fuzzy mnozina A bude podmnozina fuzzy mnoziny B, A C B, jestlize kazdy
prvek, ktery patfi s néjakou moznosti do A, patii pfinejmensim se stejnou moZnosti
do B, neboli jestlize pro kazdé x z univerza je pa(z) < up(x).

Do prazdné mnoziny () zarudend nepatii zadny prvek, bude tedy pgy = 0 pro
vSechna z. Naopak, kazdy prvek univerza U do néj zarucené patii, takze pyy = 1 pro
kazdé .

Pokud jde o doplnék mnoziny A, oznacime ho A, patii do néj ty prvky, které
nepatii do A; v nasi feéi moznosti patii  do A s tou moznosti, se kterou nepatii
do A, neboli py(x) =1— pa(x).

Konecné, sjednoceni A U B a prunik A N B maji také své prirozené definice. Do
sjednoceni patfi kazdy prvek, ktery patii alespon do jedné z obou mnozin, v nasem
jazyce pak s moznosti, se kterou patii alespoil do jedné z onéch dvou mnozin, takze

paup(x) = max (pa(z), pp(z)) -

Zcela obdobné patii prvek x do pruniku, jestlize patii do obou mnozin A i B, tedy
s moznosti, s niz patii do kazdé z nich; formalné vyjadfeno

panp(z) = min (pa(z), ps()).
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Kazdy si snadno ovéri, ze pokud nahradime fuzzy mnoziny klasickymi determinis-
tickymi mnozinami, to znamenda, pokud nahradime funkce pfislusnosti pa nula-
jednotkovymi charakteristickymi funkcemi y 4, pak se nase pravé zavedené definice
stanou obvyklymi definicemi ptislusnych pojmit a nami popsané sjednoceni, prinik,
doplnék, podmnozina, prazdnd mnozina a plnéd zdkladni mnozina (univerzum) se
stanou tim, co zname z klasické teorie deterministickych mnozin. Fuzzy mnoziny se
pak jevi jako pfirozené rozsireni ,ostrych“ deterministickych mnozin, které nepfinasi
nic nového. Neméli bychom ale podléhat pfiliSnému uklidnéni. Vagnost, vnesena do
pojmu mnoziny, mtze dost zamichat nasimi predstavami o tom, jak se ma spravna
mnozina chovat. Neni, naptiklad, problém sestrojit fuzzy mnozinu (staci, aby bylo
wa(z) < 1/2 pro v8echna x u U), kterd je podmnozinou svého doplitku — a to uz
je vlastnost pro klasické predstavy o mnozinidch hodné exotickd. Povazujme to za
dobry duvod, abychom od fuzzy pojmu necekali chovani, které je zaruceno u jejich
deterministickych protéjskt. To plati i o fuzzy cislech.

Nez opustime tvodni ¢ast o fuzzy mnozinach, zminime se stru¢né jesté o jednom
pojmu, ktery z nich vychézi a ktery budeme v jedné z nasledujicich ¢asti potiebovat.
Slovo relace oznacuje vztah mezi (obvykle) dvéma objekty. Napiiklad byt vétsi
nez“, byt ekvivalentni“, a podobné. Formalné je mozné ztotoznit relaci s néjakou
mnozinou dvojic prvki, které ji spliiuji (napiiklad mnozinou vSech dvojic ¢isel (x, y),
kde & < y). Jestlize jsme relaci, tedy vztah, ztotoznili s mnoZinou, neni formélné
problém nahradit tuto mnozinu fuzzy mnozinou. To znamena mnozinou do které
nékteré dvojice patii jenom nejisté, jen s urcitou moznosti. Takovou fuzzy mnozinu
dvojic pak uz umime ztotoznit s fuzzy relaci, tedy se vztahem, ktery miuze pro
nékteré dvojice platit jisté, pro jiné ale jenom do jisté miry, nebo s neurcitosti.
Typickou fuzzy relaci je tfeba ,mnohem vétsi nez“, nebo ,pfiblizné roven*, a jisté
i rada dalsich.

3. Fuzzy VELICINY A POCITANI S NIMI

Véagnost se nemusi tykat jenom kvalitativnich pojmt (jako tfeba ,nacervenaly“ nebo
»pi{buzny*), ale velice ¢asto i pojmu kvantitativnich. Dost ¢asto se tak stava, je-li pfi
vyhodnocovani néjaké situace nutné pouzit osobni zkusenost a subjektivni nazor ex-
perta (napf. lékar zpravidla nespecifikuje, co pfesné znamend ,,vysoké teplota“, nebo
,casté krvaceni“, geologicky expert mluvi o ,obcasném vyskytu“, ,mocné vrstvé“
a podobné). Expertni ndzor ale neni jediny zdroj vagnosti kvantitativnich adaju —
i ve statistice, naptiklad, Ize mluvit o ,pomérné vysoké korelaci“, ve finan¢nictvi
0 ,,pfiméfené mire zisku“ a takovych priklada lze najit celou fadu.

Véagni kvantitativni vyrazy se mohou lisit i svou vnitini strukturou. V nékterych
pfipadech pouze oslabuji pfesnost nékterych c¢iselnych udaju, jako napiiklad ,pfi-
blizné 10“, ,,0 néco vice nez 8“ nebo ,néco mezi 10 a 20“. V jinych piipadech se
nevazi ke konkrétnim ¢iselnym hodnotam a jejich kvantitativni velikost lze pouze
hadat ze souvislosti ve kterych jsou pouzity — napfiklad ,,mnoho* bude znamenat
néco jiného ve statnim rozpoctu a néco jiného v cené zbozi denni potieby, podobné
i ,malo“, ,nékolik“, ,pfimérené“ a podobné. Kvantitativni charakter maji i nékteré
verbalni vyrazy uvadéjici vztah mezi veli¢inami, napfiklad ,mnohem vétsi“, , pfi-
blizné stejny“ a dalsi. O nich jsme se uz zminili na konci pfedchozi ¢asti v souvislosti
s fuzzy relacemi.

Vagnost, obsazena v kvantitativnich verbalnich vyrocich, zpravidla nema nic spo-
lecného s ndhodou a jeji popis pravdépodobnostnimi prostiedky by nebyl pfiméreny
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situaci. Napftiklad vagni verbalni vyraz ,,dostatecny plat* nemé dost dobfe smysl po-
pisovat rozlozenim pravdépodobnosti na mnoziné realnych (nebo ptirozenych) ¢isel.
Kdybychom tak ¢inili, znamenalo by, napiiklad, pfidani kazdé hodnoty k ,,pravdépo-
dobné“ dostateénym platim snizeni pravdépodobnosti, Ze ostatni hodnoty ztstanou
y,dostatecnymi platy“. Mtzeme ale u kazdé ¢iselné hodnoty individualné zvazovat,
zda je nebo neni ,dostate¢nym platem®, piipadné kvantitativné (v intervalu od 0
do 1) vyjadfit miru naseho vahani. Nejistota spojend s obsahem slov ,dostateény
plat“ nespoc¢iva v ndhodnosti, ale v nedostatecné preciznosti vyrazu bézného jazyka
,dostatecny“.

7 predchoziho rozboru je uz ziejmé, ze vagni kvantitativni idaje muzeme repre-
zentovat tak zvanymi fuzzy veli¢inami, které jsou definovany jako fuzzy podmnoziny
redlnych (pfipadné celych) ¢isel. Kazda fuzzy velicina a je pak popséna svou funkei
piislusnosti y1,, kterd kazdému redlnému éislu = € R pfifazuje hodnotu p, () mezi 0
a 1 (véetné) s obvyklou interpretaci — p, (z) kvantifikuje, do jaké miry je x moz-
nou hodnotou veli¢iny a. Za fuzzy veli¢inu nepokladame kazdou fuzzy podmnozinu
mnoziny realnych ¢isel R, ale pouze takovou, pro jejiz funkci pfislusnosti p, plati

— existuje ¢islo z, € R pro které pq(z,) =1,

— nosi¢ funkce p, je ohraniceny, tj., existuji ¢isla x((ll) < zg < x((f)

ta(z) = 0 pro vSechna z < z4(1) a vSechna x > z,(2).

takova, ze

Cislu z, zminénému v prvni z obou podminek se také iikd modalni hodnota fuzzy
veli¢iny a.

Pro snazsi vyjadfovani se dohodneme na nékolika symbolech. Predevsim, jsou-li
a, b dvé fuzzy veliiny, pak rovnost a = b znamenad, Ze jsou si rovny jejich funkce
prislusnosti p, () = pp(z) pro vechna éisla x. Byva zvykem mluvit o lichobéznikové
fuzzy veliciné, jestlize jeji funkce prislusnosti ma lichobéznikovy tvar. Formalnéji,
fuzzy veli¢ina a je lichobéznikové, jestlize existuji redlna ¢isla xfll) <z, <zl < ac¢(12),
takova, ze

(1)

ta(z) =0 pro =< xg’,
ta(x) = (x — xfll))/(za —1x4(1)) pro ) <z < a,,
ta(z) =1 pro z, <z <al,
ta(z) = (aca2) - x)/(ma(Q) —z,) pro x, <z < 2P,
to(x) =0 pro x>z,

KdyZ nastane rovnost z, = z,, mluvi se o trojuhelnikové fuzzy veli¢iné, nebo také
o fuzzy Ccisle - celkem prirozené, protoze takovou fuzzy veli¢inu ¢ muZzeme interpreto-
vat jako rozsifeni deterministického ¢isla z, o dalsi mozné hodnoty, jejichz moznost
klesa se vzdalenosti od x,.

Dohodneme se jesté na dvou symbolech. Jestlize a je fuzzy veli¢ina, pak opacnou
fuzzy veli¢inu oznad¢ime —a a jeji funkci ptislusnosti definujeme vztahem p_,(z) =
o (—x) pro kazdé = z R. Je ziejmé, Ze i kazdé redlné ¢islo r z R miize byt povazovano
za jakousi degenerovanou fuzzy veli¢inu s jedinou moznou (a tim i modélni) hod-
notu 7. Abychom pfi vykladu rozlisili, kdy o » mluvime jako o readlném ¢isle a kdy
jako o fuzzy veli¢iné s néjakou funkci pfislusnosti, budeme tuto degenerovanou fuzzy
veli¢inu oznacovat (r) a pro jeji funkci pifslusnosti p(,y plati:

pey(r) =1, pey(x)  proz #r.
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Pojem fuzzy veli¢iny sdm o sobé neni nijak slozity, nicméné si ho ilustrujeme na
nékolika prikladech.
Priklad 1. Fuzzy veli¢ina a s funkci pfislusnosti p, pro kterou

po(z) = x—1 prol <z <2
= 2—2/2 pro2<xz<4
= pro ostatni x.

je typickou trojuhelnikovou fuzzy veli¢inou s modalni hodnotou x, = 2, ktera by
mohla dost dobfe vyjadfovat tfeba vagni vyraz ,priblizné 2 nebo spise o néco vice®.
Priklad 2. Fuzzy veli¢ina a, kterd nabyva pouze celoc¢iselnych hodnot, napriklad

a(10) = 0,2, pa(11) = 1,
1a(12) = 0,7, pa(13) = 0,1,
tao(z) =0 pro ostatni z.

mize popisovat napriklad terminy dokonceni néjaké stavby v mésicich. Zakladni
urceny termin je pak 11 mésici a s uréitym stupném moznosti je pripusténo jeho
mirné zkraceni nebo naopak skluz.

Piiklad 3. Funkce pfislugnosti nemusi byt jenom po ¢astech linedrni (jako v Pfi-

......

kladu 1), ale i analyticky slozit&jsi. Naptiklad veli¢ina a pro kterou
ta(x) = (I1—-(x—1)%) pro0<z<3/2

= /(1—-(x—2)) pro3/2<x<3
0

pro ostatni x

mé dvé modalni hodnoty (1 a 2) a jeji funkci ptislusnosti tvofi dva tseky kruznic.
Mtze vyjadfovat, naptiklad, verbalni vyraz ,asi 1 nebo asi 2 s moznosti necelych
¢iselnych hodnot.

Teorie fuzzy veli¢in by byla nezajimava a chuda, kdyby kon¢ila u pouhého popisu
vagnich kvantitativnich dat a nenabizela nastroje pro dalsi praci s nimi. Protoze
jde v podstaté o matematické objekty néjak zobectujici pojem ¢isla, zajimaji nas
predevsim pocetni operace s nimi a pripadné, pro icely optimalizace, jejich porovna-
vani. Podrobnéji je mozné se o téchto vécech poucit v literatute, z naseho seznamu
zejména v publikacich [1], [4], [5] a [2]. V tomto pFispévku se omezime na zakladni
aritmetické operace s¢itani a ve strué¢né zmince i nasobeni. Doplnime je operaci
nasobeni fuzzy veli¢iny deterministickym realnym cislem, ktera je v fadé tloh dosti
vyznamna.

Pii popisu této problematiky se dost dobfe nelze vyhnout jisté davce matema-
tickych formuli, které nejsou nikterak obtizné, mohou ale na prvni pohled piisobit
trochu slozité. Pti jejich ¢teni je dobré mit na paméti nékolik jednoduchych pravidel.
Uz v ¢asti 2 jsme si mohli vSimnout, ze v teorii fuzzy mnozin maji zvlastni vyznam
operace minima (kterd znamena soucasnou platnost nékolika jevii — naptiklad soucas-
nou pfisludnost prvku ke dvéma mnozindm) a maxima (kterd znamens, ze néjaky jev
nastane alespon v jednom z nékolika pfipadt — naptiklad prvek bude nalezet alespon
k jedné ze dvou mnozin). Ve svété fuzzy mnozin se obé operace tykaji moZnosti, Ze
prislusné jevy (pfislusnost prvka ke mnozindm) nastanou. Z pfedchozich odstavct
uz vime, ze jsou-li a a b dvé fuzzy veli¢iny a x, y dvé redlna ¢isla, pak p, () popisuje
stupeii moznosti, se kterou  mtize byt hodnotou fuzzy veli¢iny a (napfiklad, se
kterou mizeme 37,1°C povaZovat za ,vysokou teplotu“) a u(y) Gplné stejné popisuje
stupen moznosti, se kterou y muze byt hodnotou fuzzy veli¢iny b. Moznost, Ze obé
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situace nastanou sou¢asné (tedy x bude hodnotou a a soucasné y bude hodnotou b)
je pak ¢iselné vyjadirena hodnotou

min(fiq (), p(y)).

Kone¢né, moznost, ze se pro néjaké realné ¢islo z € R najdou néjaka (jakdkoli) dvé
Cisla x a y takova, ze z+y = z a pfitom x bude hodnotou fuzzy veli¢iny a a soucasné
y bude hodnotou fuzzy veli¢iny b, je ¢iselné vyjadritelnd vzorcem

sup [min(pq (), uy(y)) : 2, y € R, v +y = z].

Pravé popsané tvahy vypadaji na prvni pohled trochu tézkopadné, je v nich ale
pri trose snahy mozné najit celkem nazorné a prirozené jadro. Svym charakterem
spadaji spiSe do fuzzy logiky (kterou se tady pro nedostatek mista nezabyvame),
pro nase pocitani s fuzzy veli¢inami jsou ale také velmi vyznamné a nasledujicim
odstavctim porozumime o to snaze, o¢ 1épe si tento zptisob mySleni osvojime.

Po tomto tvodu je ¢as na to, abychom si fekli néco blizsiho o zakladnich arit-
metickych operacich s fuzzy veli¢inami. Jsou-li @ a b dvé fuzzy veli¢iny, pak jejich
soucet, ktery oznacime a ¢ b, bude také fuzzy velicina s funkci prislusnosti pegp,
kterou vypocitame pro kazdé realné ¢islo z podle vzorce

faob(z) = sup [min(uq(z), mp(y)) : 2, y € R, z =z + y

Piiklad 4. Uvazujme dvé fuzzy veliiny a, b s pomérné jednoduchymi trojihelniko-
vymi funkcemi pfislusnosti

to(z) = = pro z € [0,1], wp(x) = x/2—1 prox € [2,4],
= 3—-2z proze€|0,3/2], = b—= pro x € [4,5],
ta(z) =0 a pup(y) =0 pro ostatni .

Pak neni tak obtizné oveérit, ze

taap(z) = x/3—2/3 pro z € [2,5]
13/3 —2x/3 pro z € [5, 13/2]
=0 jinde.

Podle podobného principu umime spocitat i funkci prfislusnosti pro soucin fuzzy
veli¢in. Jsou-li a a b dvé fuzzy veli¢iny, pak jejich soucin a ® b je také fuzzy veli¢ina
s funkci ptislusnosti pegp, jejiz hodnoty spocitdme pro kazdé z # 0 podle vzorce

fagp(2) = sup [min(pa(z), me(y)) sz =2y, v #0,y # 0] =
= sup [min(ue (), up(2/x)) : x # 0, v € R]
a pro z =0 je

Hawb(0) = max (14 (0), us(0))

tedy, je rovna moznosti, Ze alespon jedna z obou fuzzy veli¢in nabude nulovou hod-
notu.
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Priklad 5. Predstavme si tentokrat dvé celkem jednoduché fuzzy veli¢iny a, b, které
mohou nabyvat jen celoc¢iselnych hodnot,

:ua(l) =1, :ua(2) = 1/25
W@ =110, w3 =1/3 () =1/4

Pak je mozné snadno ovérit, ze

Ma@b(Q) = 1/105 Na@b(?’) = 1/37 Ma@b(4) =1, Na@b(5) = 1/37
tags(6) =1/3,  faws(8) =1/2,  pags(10) = 1/4.

Nakonec se pro uplnost zminime o zvlastnim pfipadu nasobeni, totiz soucinu fuzzy
veli¢iny s deterministickym ¢islem. Jedné se o specialni pfipad predchoziho vzorce.
Je-li a fuzzy velicina a r € R realné Cislo, pak deterministicky soucin r - a je také
fuzzy veli¢ina s funkci prislusnosti ..., uréenou podle vzorce

tra(z) = palx/r) je-li T #0,
,U'T~a(x) = (o) (l‘) je-lli r=0.

(symbol (0) pro fuzzy veli¢inu degenerovanou do jediné mozné hodnoty jsme zavedli
v jednom z pfedchozich odstavcl této ¢asti).

Pravé popsany zptsob uvazovani, pokud jde o s¢itani a nasobeni, je mozné zo-
becnit na tak zvany rozsifovaci princip. Je-li f redlna funkce n redlnych proménnych

r1,T3,...,Ts, pak je mozné ji rozsitit na funkci, jejimz argumentem je n fuzzy velic¢in
ai,as,...,an s funkcemi prislusnosti py, o, . . ., fin. Jeji funkéni hodnota je pak také
fuzzy veli¢ina a = f(a,az,...,a,) s funkci pfislusnosti u, definovanou vztahem

pa(y) = sup min(p (21), p2(2), s pin(20)) 2y = f(x1, 22, 0)]

Povsimnéme si, ze rozsifovaci princip dobfe funguje i pro n = 1, jak se lze pfesvédcit
tfeba na definici opacné fuzzy veli¢iny —a.

Od ¢iselnych veli¢in jsme zvykli o¢ekavat nékteré vlastnosti, které jsou zndmy pro
obvykla deterministicka ¢isla. O tom, jak dalece plati i pro fuzzy veli¢iny se mizZeme
docist v publikacich [4] a [5]. Zde si jenom pfipomeneme, jaké vlastnosti maji operace
s¢itani a deterministického soucinu, pripadné jejich kombinace, tedy operace linear-
niho prostoru. Pro fadu optimalizac¢nich tloh jsou pravé ony podstatné. Nejprve
vyjmenujeme ty vlastnosti, které zname z deterministické matematiky a které jsou
splnény i pro fuzzy veli¢iny. Za¢neme vlastnostmi s¢itani. Pro kazdé fuzzy veli¢iny
a, b, c plati:

— komutativita: a ®b=b0® a,
— asociativita: (a @b)Dc=a® (b®¢),
— existence nulového prvku: a @ (0) = a.

Od deterministického soucinu o¢ekavame také nékteré vlastnosti, obvyklé v deter-
ministickych linearnich prostorech. Pro kazdou fuzzy veli¢inu a a kazda realnd cisla
r1, 1o € R plati:

— r1-(re-a) = (rire) - a,
— 1l-a=a.

Pro kombinaci obou operaci pak plati:
— distributivita: r - (a ®b) =r-a®r-b.

kde a, b jsou fuzzy veli¢iny a r je realné cislo.
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Ti, kdo znaji linedrni (vektorové) prostory, ale koneckonct i ti, kdo si uvédomuji
obecné platna pravidla pfi pocitani s obvyklymi ¢isly, si mozna vSimli, ze v pred-
chozim vyc¢tu néco chybi. Jsou to dvé pravidla, platné i uzivand v deterministické
aritmetice a v teorii linearnich vektorovych prostorti. Prvni z nich je pravidlo o exis-
tenci opacného prvku (o néco vySe jsme si uz fekli, co je fuzzy veli¢ina —a opaénéd
k néjaké fuzzy veli¢ing a). Pozaduje se v ném, aby byl kazdy soucet prvku s prvkem
opa¢nym — v naSem znadeni souc¢et a @ (—a) — roven nule. My jsme za nulu pokladali
degenerovanou fuzzy veli¢inu (0), protoze jenom pro ni plati a + (0) = a pro kazdou
fuzzy veli¢inu a. Tento pozadavek pro fuzzy veli¢iny splnén neni. Soucet a ® (—a)
neni (kromé pfipadu, kdy a je sama degenerované do jediné hodnoty) roven zadné
degenerované fuzzy velic¢iné, ale m4a vzdy $irsi obor hodnot.

Priklad 6. Zkusme pracovat s fuzzy veli¢inou a, popsanou v prikladu 1. Tedy

po(r) = x—1 prol <z <2

= 2—1x/2 pro2<uz<4.

Pak je fuzzy veli¢ina k ni opacna a déna funkci prislusnosti
e = /242 pro —4<z<-2

= —z—1 pro —2<zxr< -1

a souctem obou veli¢in je trojahelnikova fuzzy veli¢ina a ® (—a) s funkei piislusnosti

2/3+1 pro —3<x<0
= 1—2/3 pro0 <z <3,

Had(—a) (I)

a s modalni hodnotou v nule.

Druhé pravidlo, o kterém jsme se nezminili, je druhy distribu¢ni zékon. Pozaduje
se v ném, aby se deterministicky soucin fuzzy veli¢iny dal rozlozit na soucet deter-
ministickych souc¢ini: jsou-li 71, ro dvé redlna c¢isla a je-li a fuzzy veli¢ina, pak jsme
zvykli pozadovat, aby platila rovnost (r; +72)-a =r1 - a @ ro - a. BohuZel, ani tento
pozadavek fuzzy veli¢iny nespliiuji. Je to nepfijemné, protoze nejsme ptilis zvykli na
zivot ve svété, ve kterém a @ a neni totéz co 2 - a.

Priklad 7. Uvazujme fuzzy veli¢inu a, kterd nabyva celociselnych hodnot,

na()=1/2,  pa(2 =1, w3 =1/4,  pa(e)=0

pro ostatni x. Pak je 2 - a fuzzy veli¢ina s funkci pfislusnosti

p24(2) =1/2,  p2.4(4) =1, p2.a(6) =1/4,  poq(z) =0
pro ostatni x. Na rozdil od ni ma fuzzy veli¢ina a @ a funkci pfislusnosti

tawa(2) = 1/2,  pawa(3) =1/2, paga(4) =1,
tasa(5) = 1/4, flaga(6) =1/4, pasa(r) =0
pro ostatni x.

Je tak trochu s podivem, ze se fuzzy veli¢iny, které jsou v podstaté tak trochu
,matnéjsimi“ nebo ,rozmazanymi“ ¢isly, uplné jako ¢isla nechovaji. Nabizeji se dvé
moznosti. Bud vagnost ddva ¢islim zcela nové kvality (vzpomenme si na mnozinu,
ktera je podmnozinou svého doplitku), nebo jsme nékteré z pozadovanych vlastnosti
formulovali néjak proti duchu vagnich ¢isel. Zkusme se na situaci podivat z hlediska
té druhé moznosti.
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4. CO JE JINAK?

V predeslé Casti jsme si fekli, Ze linearni operace s¢itani a deterministického sou-
¢inu splnuji Sest z obvyklych osmi podminek, které ma spliiovat lineadrni prostor.
Soucasné jsme se rozhodli ovéfit, zda nesplnéni zbyvajicich dvou neni zpiisobeno
néjakou neobratnosti pfi jejich formulaci. Zda se, ze tomu tak opravdu je. Fuzzy
veli¢iny jsou sice v podstaté kvantitativni, tedy Ciselné veli¢iny, a méame pravo od
nich ocekavat vlastnosti podobné tém, které plati pro jina ¢isla. Soucasné to ale jsou
veli¢iny s osobitou vnitini strukturou, kterou je treba pfi formulaci jejich vlastnosti
respektovat.

Zacnéme s vlastnosti, pozadovanou pro soucet fuzzy veli¢iny s fuzzy veli¢inou
k ni opa¢nou. Ve formélnim zépise jde o soucet a & (—a) o kterém pozadujeme, aby
byl roven nulovému prvku. Za nulovou fuzzy veli¢inu uz jsme oznacili veli¢inu (0)
s moznymi hodnotami kondenzovanymi do nuly. Na prvni pohled je takové urcéeni
nuly nezbytné, aby byla splnéna podminka a®({0) = a pro libovolnou fuzzy veli¢inu a.
Soucasné ale vidime, ze takto tGzce pojata nula nikdy nemize vyhovovat pozadavku
o opaném prvku. Soucet a @ (—a) nebude (pokud a neni degenerovand) veli¢ina
s jedinou moznou hodnotou. Naopak, vzorec pro soucet fuzzy veli¢in nutné vede
k tomu, ze vysledek souctu a @ b bude zahrnovat vétsi rozsah moznych hodnot.
7 toho se da vytusit, ze nejspis bude néco v neporadku s nasim pojetim fuzzy nuly.

Nejprve si vyzkousejme, jaké mohou byt vysledky souctu fuzzy veli¢iny s opacnym
prvkem. Fuzzy veli¢inu s s funkci prislusnosti us budeme nazyvat 0-symetrickou,
jestlize pro kazdé = z R plati

ps(z) = ps(—).

Nézev je to celkem nazorny — funkce prislusnosti O-symetrické fuzzy veli¢iny je
opravdu symetricky rozlozend kolem nuly. Pro néas je ale podstatné to, ze kazdy
souCet typu a ® (—a) ma za vysledek 0-symetrickou fuzzy veli¢inu. Nasli jsme tedy
vhodné kandidéty na fuzzy nulu a, mimochodem, i fuzzy veli¢ina (0) je 0-symetricka.
K tomu, abychom mohli 0-symetrické fuzzy veli¢iny pfijmout jako fuzzy nuly, mu-
sime prekonat dvé prekazky. Pfedevsim, je jich nespocetné mnoho a my s nimi proto
musime umét pracovat jako s celou tfidou. Druhé ptrekazka je ve spravné platnosti
pravidla o sou¢tu fuzzy mnoziny s nulou. Pro 0-symetrickou fuzzy mnozinu s a jakou-
koli jinou fuzzy veli¢inu neplati a® s = a ve smyslu rovnosti funkei p¥islusnosti (s vy-
jimkou specidlniho pfipadu s = (0)). Zd4a se, Ze jsme splnéni jedné z pozadovanych
vlastnosti pouze vykoupili nesplnénim jiné. Ve skutecnosti je nezbytné, abychom se
v naSich avahéach nezastavili u nového, Sirsiho pojeti fuzzy nuly, ale abychom se
zamysleli jesté nad nasim pojetim rovnosti dvou fuzzy veli¢in a nad jeho moznym
zeslabenim.

Jsou-li a, b dvé fuzzy veli¢iny, pak fekneme, Ze jsou aditivné ekvivalentni a piSeme
a ~g b, jestlize existuji 0-symetrické fuzzy veli¢iny s;, so takové, aby

ad sy =bd ss.

feceno méné formalné, dvé fuzzy veli¢iny budeme povazovat za ekvivalentni, jestlize
se od sebe lisi pouze o fuzzy nulu. Pravé popsana aditivni ekvivalence ma vlast-
nosti obvyklé u relaci ekvivalence, reflexivitu, symetrii a tranzitivitu. Konkrétné,
pro fuzzy veli¢iny a, b, ¢ plati: a ~g a, je-li a ~g b, je 1 b ~g a, z platnosti a ~g b
ab~g cplyneia ~g c. Kromé nich plati dalsi vlastnosti, které nas budou zajimat.
Predevsim, vSechny 0-symetrické fuzzy veli¢iny jsou mezi sebou navzajem aditivné
ekvivalentni. Kromé toho, pokud jsou si dvé fuzzy veli¢iny a, b rovny, tj. a = b, pak
jsou samoziejmé také aditivné ekvivalentni.
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Dame-li tyto vlastnosti dohromady s tim, co uz o fuzzy veli¢inach, jejich souctech
a deterministickych soucinech vime, pak neni nikterak tézké odvodit, Ze vSechny
vlastnosti uvedené v predchozi ¢asti ve tvaru rovnosti plati i ve tvaru aditivnich
ekvivalenci. Naptiklad a @ b ~g b @ a nebo a & (0) ~g a a navic pro kazdou
0-symetrickou fuzzy veli¢inu s a kazdou fuzzy veli¢inu a plati a & s ~g a a zejména
a® (—a) ~g s (tedy také a ® (—a) ~g (0)). Tim uZ vime, 7Ze v oslabeném tvaru,
ve kterém je rovnost nahrazena aditivni ekvivalenci a za fuzzy nuly povazujeme
0-symetrické fuzzy veli¢iny, plati uz sedm z osmi vlastnosti pozadovanych pro linearni
prostor. Zbyva ovérit, jak v tomto oslabeném tvaru vyjde posledni ze zkoumanjch
vlastnosti, totiz distributivni vztah mezi (r1 +72)-a a r1-a®re - a pro redlna ¢éisla
r1, T2 a fuzzy veli¢inu a.

Pokud m4 pravé popsané oslabeni operaci s fuzzy veli¢inami (to znamen4 zavedeni
0-symetrickych fuzzy nul a aditivni ekvivalence misto rovnosti) oporu v realité, méla
by platit slabsi verze distributivity tfeba ve tvaru ekvivalence

(ri+r)-ar~gr-ad®re-a.

Je tieba Fici, Ze tento problém je zatim vyfeSen jen zCasti. Je dokdzano, Ze pravé
uvedend ekvivalence plati pro lichobéznikové fuzzy veli¢iny a a pro fuzzy veli¢iny,
které jsou s nimi aditivné ekvivalentni. To jsou fuzzy veliCiny, které je mozné napsat
ve tvaru a @ s, kde fuzzy veli¢ina a je lichobéznikova a s je 0-symetricka. Nepodafilo
se ale ani najit ptriklad fuzzy veli¢iny pro kterou by uvedena distributivni ekvivalence
neplatila. Zda se tedy byt docela pravdépodobné, ze jsme fuzzy nulu i aditivni ekvi-
valenci zvolili tak, aby odpovidala charakteru vagnich kvantitativnich veli¢in a aby
vedla k platnosti v8ech vlastnosti linedrniho prostoru. Je na misté zdtraznit i to, ze
lichobéznikové a jim ekvivalentni fuzzy veli¢iny predstavuji z hlediska aplikaci velmi
vyznamnou skupinu fuzzy veli¢in, navic je to skupina uzaviena vzhledem k souctu
a deterministickému sou¢inu (to znamend, Ze soucet a deterministicky souéin tako-
vych fuzzy veli¢in je také lichob&Znikova nebo s ni ekvivalentni fuzzy veli¢ina). Jeji
linearita pak umoznuje pomérné pohodlné fesit Sirokou $kalu aplikacnich tloh.

To, ze jsme 0-symetrické fuzzy veli¢iny oznacili za fuzzy nulu pravem, je podpo-
feno jesté jednou skutecnosti. V bézné aritmetice je soucin nuly s jakymkoli ¢islem
vzdy nula. Totéz plati pro nasi fuzzy nulu. Pro kazdou fuzzy veli¢inu a a kazdou
0-symetrickou fuzzy veli¢inu s je souCin a ® s také 0-symetrickd fuzzy veli¢ina.

Vse tedy svédci pro to, ze popsana cesta k chapani zakladnich obecnych charakte-
ristik fuzzy velic¢in jako algebraicky zvladnutelnych kvantitativnich objektu je zfejmé
ta prava.

5. KTERA FUZZY VELICINA JE VETSI

Pocitani (séitani, nasobeni a dalsi operace) neni to jediné, co se da s fuzzy ¢isly délat.
V nékterych pripadech potfebujeme fuzzy cisla mezi sebou porovnavat, stanovit,
které ze dvou fuzzy cisel je vétsi a které z nékolika fuzzy cisel je nejvétsi nebo
nejmensi. Jindy nas zajima, zda jsou si dvé fuzzy ¢isla v néjakém smyslu podobna
nebo rovnocennd. Zejména v optimalizacnich tlohach, kde je tfeba hledat nejlepsi
varianty néjakého postupu, je zvladnuti relaci usporadani a podobnosti ¢asto dosti
podstatné.

Nez si 0 ném fekneme néco blizsiho, pfipomenme dvé zminky, které jsme o této
problematice udélali v pfedchozich ¢astech. Pfedevsim, jednu relaci podobnosti (totiz
relaci aditivni ekvivalence) jsme si uz popsali. Byla zavedena k jednomu téelu, totiz
vysvétlit chovani aritmetickych operaci s fuzzy c¢isly. Pro tucely usporadani fuzzy
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C¢isel prilis uziteénd neni. Tam budeme muset pracovat s trochu jingymi formalnimi
nastroji. Druhd zminka, ktera se problému usporadani fuzzy veli¢in okrajové tyka,
byla uvedena v ¢asti o fuzzy mnozinach. V jejim zavéru jsme zavedli pojem fuzzy
relace. Je uzite¢né si uvédomit rozdil mezi fuzzy relaci (tfeba uspofadanim) mezi
néjakymi objekty, kterd muze platit jenom ,mozna“ nebo ,tak trochu“ a muze se
klidné vztahovat i na zcela deterministické objekty, a na druhé strané relaci, do které
vstupuji fuzzy objekty (tfeba fuzzy cisla), kterd ale sama o sobé mize byt zcela
jednoznaéné deterministickd s platnosti pouze typu ano/ne. Takovou deterministic-
ky platnou relaci mezi fuzzy veli¢inami je pravé uz zminénda aditivni ekvivalence.
Samoziejmé, mohou byt studovany i fuzzy relace mezi fuzzy veli¢inami a ma to svij
smysl — zanedlouho si o nich fekneme néco blizsiho.

Teorii relaci usporadani mezi fuzzy veli¢inami byla v literatufe vénovana zaslou-
Zené pozornost a byla navrZena celd fada moznych pristupd k tomuto problému.
Ty podstatnéjsi jsou shrnuty v rozsdhlém ptrehledovém ¢lanku [2] a je jich v ném
uvedeno pomérné hodné. Jistd zminka o nékterych je i v [1], [4], [5]. Pro zacéatek si
feknéme, Ze tak velké mnozstvi moznych (a rtznych!) pfistupt k problematice budi
rozpaky. Vypada to, jako by néjaka obecné platna teorie usporadani fuzzy veli¢in
ani nemohla byt nalezena, jako by pouze existovala jakasi zdsoba moZnych postupt,
z nichz kazdy se hodi na néktery typ konkrétnich modelovanych situaci. Teprve
budoucnost snad ukéze, zda je tomu opravdu tak.

Po tomto tivodu do situace se strucné zamérime na jeden typ relace usporadani
fuzzy veli¢in. Je zaloZen na zajimavé a docela rozumné Gvaze — ze totiz relace mezi
vagnimi (fuzzy) veli¢inami, kterym vyhovuje vice mozngch hodnot, asi nemiize platit
jednoznacné. Jeji platnost bude asi zalezet na tom, jakych z vice hodnot porovna-
vanych fuzzy veli¢in se zrovna tyka a bude tedy nastavat pouze s uréitym stupném
moznosti. Jinymi slovy, méla by to byt fuzzy relace. Vratme se tedy k tomu, co jsme
si uz o fuzzy relacich fekli a pouzijme to na nasi konkrétni situaci.

Univerzum U, ve kterém se pohybujeme, je ted mnozina vSech fuzzy veli¢in. Fuzzy
relace usporadani, ozna¢me ji tfeba >, pak bude popsana néjakou fuzzy podmno-
Zinou mnoziny vSech dvojic (a,b), kde a, b jsou fuzzy veli¢iny. Hodnota jeji funkce
prislusnosti p> (a, b) oznacuje moznost, se kterou plati relace a > b mezi témito kon-
krétnimi velicinami. Relaci > mizeme cist tfeba ,a je lepsi nebo rovnocenna s b“.
Zbyvé navrhnout metodu, jak uréit hodnotu funkce pfislusnosti > (a,b) a mélo by
se tak stat na zakladé nasi znalosti o tom, jakych hodnot a s jakymi moznostmi mo-
hou nabyvat veli¢iny a, b — tedy na zakladé jejich funkci prislusnosti pq, py. Vzorec,
kterym se stanovuji hodnoty p>(a,b) je, nikoli ndhodou, podobny vzorci pro vypo-
Cet souctu nebo soucinu fuzzy veli¢in. Pouzijeme-li k jeho interpretaci stejnych ivah
jako v pfipadé€ paep a fagb, snadno si uvédomime jeho metodologickd vychodiska.
Nuze, hodnotu funkce pfislusnosti p> pro fuzzy veliciny a, b, spoc¢itdme ze vztahu

p>(a,b) = sup [min(pa(z), po(y)) : 2, y € R, z = y].
Priklad 8. Zkusme uvedenou metodou porovnat dvé jednoduché trojuhelnikové fuzzy
veli¢iny a, b, kde
to(z) = =x pro z € [0, 1], w(z) = x/3  proz€l0,3],
= 3/2—x/2 proxe€ll,3], = 4—2x prox € [3,4],

pa(x) =0 a  m(y)=0  pro jind z.
Pak moznost, ze b > a a ze a > b je

/LZ(aab):9/15:3/57 NZ(baa)zl'
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Podobnym zpiisobem je mozné zavést i relaci ekvivalence mezi dvéma fuzzy veliCi-
nami, oznac¢ime ji ~ a také v jejim pripadé se jednd o fuzzy relaci — mezi dvéma
fuzzy veli¢inami a, b plati jen s uréitou moznosti u~ (a,b) a funkce ptislusnosti tak
zobrazuje mnozinu dvojic z univerza do intervalu mezi 0 a 1, véetné. Pfitom pro
veli¢iny a, b
1 (a,b) = sup [min(y1a (@), () : @ € B
Takto zavedené relace usporadani a ekvivalence maji fadu rozumnych vlastnosti,

které se podobaji vlastnostem nerovnosti a rovnosti mezi obvyklymi ¢isly. Tak na-
priklad, pro kazdé fuzzy veliCiny a, b plati, ze

p~(a,a) = /LZ(aaa) =1,

pi~(a,b) = p(b,a) = min (NZ (a,b), H> (b, a)),
neexistuje ale zadna zakonitost, ktera by obecné pripominala tranzitivitu uspora-
déni, to znamena urcovala n&jaky vztah mezi hodnotami funkce p¥islusnosti > (a, b),

p>(b,c) a u>(a,c) pro obecné fuzzy velifiny a, b, c. Stejna obtiz existuje i v p¥ipadé
relace ekvivalence ~.

6. METODA KRITICKE CESTY PRO VAGN{ ZNALOSTI

Teoretické uvahy, které jsme v predchazejicich ¢astech vedli, a také formalni metody,
které se o né opiraji, nejsou samoucelné hiicky. Maji svij smysl, jsme-li postaveni
pred kol néjak adekvatné pocitat s udaji, které nejsou presné vymezené, ale které
pripoustéji vétsi mnozstvi riaznych hodnot, pficemz tato rtiznost nema nahodny cha-
rakter.

Jako ptiklad si na zévér uvedme metodu kritické cesty (CPM) s vagnimi piedsta-
vami o délce ¢innosti.

Pro ty, ktefi na pouzivani CPM dosud nenarazili, uvedme velmi struéné a velmi
zjednodusené vysvétleni, o¢ se jedna. Blize a formalné presnéji je mozné se o CPM
a jeji fuzzy odridé docist v fadé praci, uvedme jako piiklad ¢lanek [6]. Nejprve
pfipomenme stru¢nou predstavu o ptivodnim deterministickém modelu. Vznikl v Se-
desatych letech jako metoda pro optimalni organizaci a koordinaci slozitych vy-
robnich postupi sestavajicich z celé fady jednotlivych ¢innosti. Nékteré z téchto
¢innosti na sebe navazuji, takze nasledujici ¢innost nemuze byt zahajena drive nez
jsou bezprostiedné predchézejici ¢innosti ukonceny, jiné ¢innosti mohou byt realizo-
véany paralelné. Vznika tak vice ¢i méné slozitd struktura (byva pomérné pfehledné
reprezentovana tak zvanym sitovym grafem). Pro nés je v této struktufe podstatny
pojem ,cesta“, coz je posloupnost na sebe bezprostfedné navazujicich ¢innosti po-
¢inaje startem celého procesu a konce jeho celkovym ukoncenim. Protoze nékteré
¢innosti mohou probihat soubézné, existuje v celé struktufe nékolik, zpravidla po-
mérné velké mnozstvi, cest. Oznacme jejich pocet jako n.

Kazda cinnost, oznacime ji tfeba A;, trva néjaky cas, my si ho oznacime ¢,.
Je-li cesta P; tvofena posloupnosti ¢innosti A;,.Ai,,...,A;,, pak piSeme P, =
(Aiy,. .., As,) a je zjevné, Ze jeji trvani zabere Cas t(P;), ktery je souctem ¢&asti
potfebnych na jeji ¢innosti,

t(Ps) =tiy +tiy + -+ + i,
Protoze je pri organizovani takto komplikovanych a strukturovanych postupta dile-
zité dodrzet stanoveny Cas, bude pro organizatora dulezité rozeznat ,rizikové* ¢in-
nosti, jejichz zdrzeni zdrzi cely pracovni postup, od téch, u kterych si mize dovolit
urcitou rezervu a pripadné stanovit meze téchto rezerv. Dtlezité z tohoto hlediska
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je najit cestu s nejdelsim celkovym trvanim, tedy cestu P takovou, Ze pro vSechny
cesty P1, proi =1,2,...,n, plati

t(P) > t(P;).

Takové cesté se Fika kriticka cesta a pro kazdou cestu P;, kdei = 1,2, ..., n, nazveme
rozdil
r(Pi) = t(P) — t(Ps)

rezervou cesty P; vuci kritické cesté P. Je to ¢as, o ktery je mozné ¢innosti skladajici
cestu P;, ale nepatfici do kritické cesty P, zdrzet, aniz by bylo ohrozeno véasné
splnéni celé analyzované ¢innosti. Rozpis rezerv cest na jednotlivé ¢innosti se déje
podle dobfe zduvodnénych a prirozenych pravidel, kterd lze najit ve specializované
literatufe a dnes uz i v ucebnicich — v tomto ¢lanku se jimi nebudeme zabyvat.
Nase avahy se budou tykat cest a jejich rezerv. V této chvili si uvédomime, Ze
v popsaném deterministickém ptipadé nemiize byt zadna rezerva zaporna a kriticka
cesta je popséna jednozna¢né (az na moznost nékolika cest stejné délky).

Skutec¢né vyrobni postupy (tfeba ve stavebnictvi) ¢asto vykazuji méné oné opti-
mistické jistoty, kterou jsme spojili s o¢ekdvanou délkou ¢innosti ¢;. Béhem delsiho
vyrobniho postupu muze dojit ke zménam nékterych technologii, mohou se ménit
subdodavatelé a také nékteri z nich nemusi byt tak spolehlivi, jak by odpovidalo de-
terministickym (to znamen4 jednoznacéné stanovenym) délkam ¢innosti. U nékterych
¢innosti pak pripada v tvahu vice moznych hodnot jejich trvani, pficemz jednotlivé
hodnoty mohou nastat s riznymi moznostmi. Tim jsme vstoupili do svéta fuzzy
velic¢in.

Budeme proto nadale pfedpokladat, Ze pro kazdou ¢innost A; je jeji délka t;
fuzzy veli¢ina. V nékterych pfipadech mize byt degenerovand do jediné hodnoty,
obecné ale muzeme predpokladat, ze nabyva vice moznych hodnot. Neni na tjmu
kvality dalsich uvah, kdyz si fekneme, Ze jde vzdy o hodnoty celociselné, protoze
délky ¢innosti byvaji udavany v celém poctu néjakych ¢asovych jednotek.

To, zZe jsou délky c¢innosti fuzzy veli¢iny znamend, Ze i délky cest budou fuzzy
veli¢iny vypocitané jako soucty

t(Pi):til@tiQ@"'®t

Tm

pokud se jednd o cestu P; = (4;,, Ai,y, ..., A;,, ). Jestlize pracujeme s délkami cest
jako s vagnimi (fuzzy) veli¢inami, pak se musime smi¥it s tim, Ze i pojmy, které na
né navazuji, se stanou ponékud vagnimi. Pfedev§im musime pro porovnani fuzzy
délek cest pouzit néjakou relaci usporadani na mnoziné fuzzy veli¢in. Maze to byt
tfeba fuzzy relace usporadani, kterou jsme popsali v predeslé ¢asti. Pokud se pro ni
rozhodneme, pak vime, Ze pro cesty P;, P; s délkami ¢(P;), t(P;) je cesta P; delsi,
tj. t(P;) > t(P;), s moznosti

p> (t(Pi), t(P;))
a naopak s moznosti

p> (t(P;), t(P:))
bude delsi cesta P;. Samoziejmé obvykle bude jedna z téchto moznosti rovna 1
a muze se stat (ale nemusi), ze druh4 z nich bude rovna 0. To dilezité je, Ze cesty se
ocitaji ve vztahu ,byt delsi* nebo , byt kratsi“ s uréitym stupném moznosti. Pak ale
také vlastnost byt kritickou cestou” nebude vlastnosti typu ano/ne, ale jednotlivé
cesty ji mohou nabyvat s jistym stupném moznosti. feceno o néco presnéji, jestlize si
symbolem P ozna¢ime mnozinu vSech cest v daném sledovaném vyrobnim postupu,
pak kritické cesty budou tvofit fuzzy podmnozinu mnoziny P. Jeji funkci pfislusnosti
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oznacime g, a kazdy, kdo si uz osvojil zpusob uvazovani ve svété fuzzy mnozin jisté
tusi, Ze pro libovolnou cestu P; bude

pir(Ps) = min (> (P, Pj) : Pj € P).

Tim, Ze jsme pfipustili vdgnost pojmu kritické cesty, jsme si ponékud zkompli-
kovali Zivot, pokud se tyka rezerv jednotlivych cest vuci kritické cesté. Otazka je,
vuci které? Teoreticky bychom méli pocitat rezervy kazdé cesty vaci vSem ostat-
nim a analyzovat je. Je to prace namahava, nepfehledna a nastésti také zbytecna.
7 vlastnosti fuzzy relace usporadani > plyne, ze vzdy bude existovat alespon jedna
cesta P;, pro kterou bude uk,(P;) = 1 a pokud bude takovych cest vice, budou
mit spoleénou modalni hodnotu své délky ¢(P;), kterd nastava s moznosti rovnou 1.
Tuto cestu (tyto cesty), kterd je kritickd s moznosti uk,(P;) = 1, budeme préavem
povazovat za nejzajimavéjsi z hlediska rezerv a budeme proto pocitat rezervy ostat-
nich cest vac¢i ni. Vnimavy ¢tenaf uz vi, ze rezervy, které byly spocitany jako rozdil
fuzzy veli¢in, budou také fuzzy velic¢iny. K fuzzy délce ¢(P;) kazdé cesty uz umime
spocitat opa¢nou veli¢inu —¢(P;) a rezerva cesty P; vaéi ,kritické* cesté P;, kterou
oznac¢ime r(P;,P;) pak bude ddna vztahem

r(Pj, Pi) = t(Ps) © (—t(Py)).

Kdyz jsme spocitali fuzzy rezervy kazdé cesty vuci ,nejkritictéjsi ze vSech mozna
kritickych cest®, ktera je také soucasné ,jisté kriticka“, dostali jsme se konecné k vy-
sledkim, pro které mélo smysl celou proceduru podstupovat. Vagnost v délkach t;
¢innosti A; musi znamenat nejen to, Ze se nemuizeme spolehnout na pfesné délky
cest, ale v diisledku toho ani na to, Ze délka nékteré cesty shodou okolnosti s néjakou
moznosti nepfesdhne délku cesty, kterou jsme dosud povazovali za kritickou. Jinymi
slovy, existuje moznost, Ze i ¢innost, ktera se vyskytuje na nekritické cesté, mtze zdr-
zet realizaci celého pracovniho postupu. Tuto moznost miZzeme kvantitativné mérit
pravé diky fuzzy rezervam cest. Nékteré z téchto rezerv r(P;,P;) mohou s néjakou
nenulovou moznosti nabyvat i zapornych hodnot a praveé tato moznost je i moznosti,
ze cesta P; bude trvat déle nez cesta P;, dosud povazovand za kritickou. Velikost
této moznosti pak urcuje, jak dalece musime pozorné sledovat i realizaci ¢innosti na
cesté P; a rizika, kterd jsou s nimi spojena.

Tento teoreticky poznatek neni zatim rozpracovan do urovné jednotlivych ¢in-
nosti. Uz na trovni celych cest znamena kvalitativné novy pohled na metodu kritické
cesty, ktery byl umoznén pravé diky vyuziti teorie fuzzy mnozin a fuzzy veli¢in.

7. NEKOLIK POZNAMEK ZAVEREM

V predchozich ¢astech tohoto pfispévku byly hodné stru¢né a z hlediska matema-
tického formalismu spiSe zjednodusené popsany nékteré tvahy, spojené s matema-
tickymi popisy vagnosti, které se v odborné literatuie ujaly pod terminem ,fuzzy
mnoziny“ a ,fuzzy veliciny“. Cela teorie je dnes uz hodné rozsdhla, ma celou fadu
praktickych aplikaci a tcelem tohoto textu nemohlo byt podani ani zdanlivé Gpl-
ného prehledu teorie fuzzy veli¢in. Nezminili jsme se prakticky o vlastnostech sou-
¢inu fuzzy cisel, které vedou k obtizim trochu analogickym tém, které jsme tady
zminili v souvislosti se s¢itanim. fesi se ponékud podobné, v konkrétnich podrob-
nostech ale existuji rozdily, které ptisobi dost starosti (o podrobnostech se lze do¢ist
ve [d], [5], [1])-

Jinym problémem, ktery komplikuje uzivani fuzzy veli¢in, je enormni rist neur-
C¢itosti vysledku (pfesnéji, rozsahu moznych hodnot vysledku) p#i nékolikandsobném
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opakovani pocetnich operaci, zejména séitani. Jedna se o problém, ktery miize zne-
hodnocovat nékteré praktické aplikace teorie fuzzy veli¢in a ktery zatim nebyl uspo-
kojivé pfekondn. Na jedné z moznych metod (jeji vychodiska jsou struéné naznacena
napiiklad v [7]), se intenzivné pracuje, zatim je ale ve stddiu jednoho z moZnych
pristupi.

Pies vSechny uvedené potize je dnes zfejmé, Ze pocitani s fuzzy veli¢inami budi za-
slouzenou pozornost odbornikt a ze zvladnuti potiebné teorie otevira efektivni cestu
ke zvladnuti vagnich kvantitativnich dat kupfikladu v ekonometrickych analyzach,
zpracovani nejistych dat, nebo v fadé optimalizac¢nich tloh.
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