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LESK A BIDA OPTIMALNICH STROMU

PETR SAVICKY, JAN KLASCHKA

ABSTRACT. Optimal classification trees have, by the definition, the smallest
error on training data, given the number of leaves. Experiments reported in the
Robust 2000 paper suggest that, as regards the generalization properties (i.e. the
precision on data unused for training), the optimal trees might be consistently
at least as good as the trees grown by classical methods. The results of more
thorough experimenting, presented in the current paper, demonstrate, however,
that for some classification problems the optimal trees are outperformed by the
classical ones.

Pe3IOIVIe. OHTI/II\/IZ),J'ILHLIG KJ'IaCCI/I(bI/IKaHHOHHLIe AepeBbsa 06H‘<),,H3,IOT MWHU-
MaJIbHON OmMMOKOW HA MCHIOJIbL3yeMBIX B IPOLECCe KOHCTPYKIUU JaHHBLIX.
IlepBoe mx Ha KOH(epeHnumax PobycT mpencraBieHHe OCyOIeCTBUJIOCD
B 2000-oMm roay. CoBepmieHHBIE N0 TEX MOP YKCIEPUMEHTLI MO3BOJAIN OI-
TUMUCM, YTO KacaeTcsa OHII/I6KI/I Ha OPYrmUX, HE3aBUCHUMLIX OAHHLIX, IIO-
CKOJBbKY ONTUMAJbHBIE NEPEBbS MOKA3BIBAJUCH JYUYIIUMU KOHCTPYHUDPYe-
MLIX TPAAWIMNOHHLIMY METONaMU AepPeBLEB, UM, IO KpaliHell Mepe, cpaB-
HUMBIMU ¢ HuMu. llocienyromue mccieqoBaHus PaCKPBIIU, OTHAKO, 0O-
Jee CIONRHYIO OUAJEKTHURY CPABHCEHUA OITUMAJILHLIX OEepPeBLEB C KJiaac-
cuueckuMu. OuTUMU3aANUA, IO CPABHEHUIO C KIACCAUYECKUMU METOLAMU,
JaeT Jydline pemeHuss OJHUX KJIaCCI/Iq')I/IKaHI/IOHHLIX IIpOEDJIeI\fI7 a Xy4dmu-
e pemeHus Apyrux. B oToil crarhbe mpuBeneHbl OIpUMepbl 00€UX POLOB.
HOCTpOeHI/Ie KpHTepHIU/I TO3BOJVILAIIMUX pa3JINYCHUEC NPUHAIICKNUMOCTU
KOHKPETHOW Hpo6JIeMbl K TOW, MIAU WHOW KATETrOPUU, ABJIAETCS BaKHOMN
3amaveil nis OyAYMNAX MCCIENOBAHUM.

1. Uvop: Op ROBUSTuU kK ROBUSTU

V pracich Savicky et al. (2000, 2001) jsme popsali dva algoritmy vytvarejici tzv.
optimdlni klasifikacni stromy, tj. stromy, které maji pri daném poctu koncovych
uzlid nejmensi moznou chybu na trénovacich datech. Soucasné jsme uvedli vysledky
nékolika numerickych experimenti s uméle generovanymi daty, v nichz jsme studo-
vali generaliza¢ni vlastnosti optimalnich klasifika¢nich stromii, tj. chovani na datech
nepouzitych ke konstrukci stromu, generovanych z téhoz rozdéleni jako trénovaci
data. Ze srovnani se stromy vypéstovanymi klasickou metodou CART (viz Breiman
et al., 1984) vysly optimalni stromy dobfe: Vétsinu dloh tesily lépe, Zddnou hife.
Toto pozorovani naznacilo, ze by generaliza¢ni vlastnosti optiméalnich stromi mohly
byt univerzdlné dobré.

V dobé mezi ROBUSTem 2000 a 2002 jsme vSak provedli dalsi numerické expe-
rimenty daleko vétsiho rozsahu, a vysledek se dostavil: Nékdejsi optimismus vzal za
své. Vedle uloh, kde optimalni stromy nad klasickymi ,vitézi na celé cafe“, zname
dnes také klasifika¢ni problémy, u kterych vede aplikace nasich optimaliza¢nich algo-
ritmt k prokazatelné horsim vysledkim nez klasické metody. Jadrem tohoto ¢lanku
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je pravé to, co jsme v pracich z COMPSTATu 2000 a ROBUSTu 2000 nemohli
ukazat, totiz demonstrace ,prohry“ optimalnich stromn.

2. ZAKLADN{ ZNACEN{, POJMY A FAKTA

V této praci studujeme specidlni p¥ipady klasifika¢nich tiloh s prediktory (nezévisle
proménnymi) Xi,...,Xp s hodnotami v oboru realnych ¢isel a zavisle proménnou
Y, jejiz obor hodnot je néjakd koneénd mnozina C (mnozina tfid). Pfedpokladame,
ze (X1,...,Xp,Y) je ndhodny vektor s distribuci D. Datovy soubor £ (af uz tréno-
vaci, nebo jiny) v nasich avahéch sestava z (P + 1)-tic (x1,...,zp,y) a pfedstavuje
nahodny vybér z rozdéleni D.

Klasifika¢ni tloha obecné spociva v konstrukci klasifika¢ni funkce f, kterd kaz-
dému vektoru (x1,...,xp) hodnot prediktord pfifadi hodnotu y = f(x1,...,2p) €
C zévisle proménné Y. V piipadé klasifika¢nich stromt (pfesnéji bindrnich klasifi-
kacnich stromt zaloZenych na ,,jednorozmérnych vétvenich“!), kterymi se budeme
zabyvat, je klasifikac¢ni funkce fr reprezentovana binarnim rozhodovacim stromem
T. Kazdému uzlu stromu T, ktery neni koncovy, je prifazena otazka tykajici se
hodnoty jednoho z prediktori, na niz se d4 odpovédét ,,ano“, nebo ,ne“, zatimco
koncovému uzlu (listu) je pfifazena néktera z tiid. Velikosti stromu 7' rozumime
pocet jeho listd |T.

vvvvv

ztrdta

(1) Rp(T) =Y cli, j)p(i, ),

ieC jeC
kde ¢(i, 7) je ,velikost Skody“ vzniklé zafazenim jednoho piipadu ze t¥idy ¢ do t¥idy j
ap(i, j) je pravdépodobnost, Ze pozorovani ndhodné ,tazené“ z distribuce D bude pa-
tfit do t¥idy ¢ a bude zafazeno do t¥idy 7, tj. p(¢,j) = D(Y =i, fr(X1,...,Xp) = j).
Empiricky odhad skute¢né ztraty Rp(T') se hodi odvozovat spiSe nez z (1) z ekviva-
lentniho vzorce

ieC  jeC

kde m; = D(Y = i) je apriorni pravdépodobnost tiidy i a p(j|i) je pravdépodobnost
Klasifikace pozorovani ze tiidy i do j, tedy p(j|i) = D(fr(X1,...,Xp) =j|Y =1).

Necht £ je datovy soubor velikosti n. Ozna¢me n; pocet pozorovani ze t¥idy ¢
a n;; pocet téch pripadii ze tiidy 7, které jsou klasifikovany jako j. Empirickym pro-
t&jskem skuteéné ztraty Rp(T) je Ro(T), ztrdta na souboru L, kterou dostaneme
z pravé strany (2) nahrazenim 7; a p(j|¢) vhodnymi odhady. Podminénou pravdépo-
dobnost p(j|i) odhadujeme podilem n;;/n;. Pokud nemédme (nebo nechceme pouzit)
jiné informace o apriornich pravdépodobnostech m;, nez jaké poskytuje soubor L,
mizeme je odhadnout jako n;/n, takze dostaneme (stejné jako ,pfimo“ z (1))

1 .
(3) Re(T) = — Z Z c(i, j)nij.
ieCjel
Pokud jsou k dispozici externi odhady apriornich pravdépodobnosti (oznac¢ime je
s jistou licenci stejné jako samotné apriorni pravdépodobnosti, tj. 7;), a zejména

1,,Jednorozmérné vétveni“ (linear split) déli pfipady do dvou podmnozin na zdkladé hodnot
jediného prediktoru, na rozdil napf. od ,linedrniho vétveni* (linear split), které rozdéluje pripady
podle toho, zda hodnota lineadrni kombinace nékolika prediktoru je, ¢i neni vétsi nez dand mez.
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tehdy, lisi-li se relativni ¢etnosti t¥id v datech vyrazné od apriornich pravdépodob-
nosti, vyjadiujeme R, (T) jako

N
R, (T) = ; —.
[l( ) ZT(ZZC(Z’]) n;
ieC  jeCl
V tomto ¢lanku pokladdme vesmeés c(i,j) = 0 pro i = j a ¢(i,j) = 1 pro i # j.
Misto o ztrdté (at uz skuteéné, nebo na souboru £) pak mitizeme mluvit o klasifikacni
chybé (popf. jen chybé) stromu T'. Vzorec (1) se v tomto pfipadé redukuje na

RD(T) =1- Zp(l7l)7
eC
takze skuteénad chyba se rovna pravdépodobnosti, Ze ndhodné zvolené pozorovani
bude klasifikovano chybné. Obdobné (3) prechazi v

1

Klasifika¢ni chyba na souboru L je tedy rovna — pfipomenime, ze jen za predpokladt
o apriornich pravdépodobnostech uvedenych v souvislosti se vzorcem (3) — relativni
Cetnosti chybné klasifikovanych pozorovani.

3. OPTIMALNI A KLASICKE STROMY

Klasifika¢ni strom T je optimdiné na souboru £, pokud R, (T") > Rz (T) pro kazdy
klasifika¢ni strom T” téze velikosti jako T'. Pokud mluvime o optimalnich stromech,
aniz bychom uvadéli, na jakém souboru jsou optimalni, mame na mysli trénovaci
soubor pouzity ke konstrukci. V pracich Savicky et al. (2000, 2001) byly popsany
dva algoritmy, které umoziiuji konstrukci optimalnich klasifika¢nich stromt, byt za
dosti prisnych omezujicich podminek: Prediktory museji nabyvat pouze hodnot 0
a 1 a ,nesmi jich byt mnoho“, protoze naroky na pamét rostou s poctem predik-
torti exponencialné. Oba algoritmy konstruuji stromy ruznych velikosti. Tzv. Algo-
ritmus I vytvari pti kazdém béhu jeden optiméalni strom, jehoz velikost je nepifimo
déna hodnotou jistého vstupniho parametru (pro podrobnosti odkazujeme na cito-
vané prace). Postupnou volbou rtiznych hodnot daného parametru lze ziskat riizné
velké stromy. Velikosti stromi, které takto lze sestrojit, vSak netvori souvislou fadu.
Véta 1 v ¢lanku Savicky et al. (2001) charakterizuje mnozinu ,dosazitelnych® ve-
likosti. Tzv. Algoritmus II vytvari simultanné optiméalni klasifikac¢ni stromy vSech
velikosti od 1 do zvolené meze M. Algoritmus II mé oproti Algoritmu I pfiblizné
M-krat vétsi ndroky na opera¢ni pamét. Podle nasich dosavadnich zkuSenosti vSak
dava o néco lepsi vysledky. Proto jsme v experimentech, o nichz referujeme v této
préci, konstruovali optimélni klasifika¢ni stromy pomoci Algoritmu II.

Klasické metody jako CART (Breiman et al., 1984), C4.5 (Quinlan, 1986) nebo
QUEST (Loh a Shih, 1997) se v zdsadé snazi také konstruovat stromy s co nejmensi
chybou (resp. ztratou) na trénovacim souboru. Za¢nou s jedingm uzlem (ktery je
soucasné kofenem i listem) a postupné pfiddvaji dalsi uzly tak, aby se v kazdém
kroku chovéni stromu na trénovacich datech v jistém smyslu (pfesnéji specifikova-
ném v citované literatuie) co nejvice zlepsilo. Tyto ,lokélné optimalni“ kroky vsak
nezarucuji, ze vysledny strom bude na trénovacich datech optimalni.

Jak u optimalnich, tak u klasickych stromi je tfeba néjak stanovit vhodnou veli-
kost. Je zndmo, ze prili§ malé stromy maji obvykle jak velkou chybu na trénovacich
datech, tak i velkou chybu skute¢nou, zatimco stromy prilis velké maji typicky na
trénovacich datech velmi malou chybu, ale jejich skuteéné chyba je o mnoho vétsi.
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V CARTu (kde se takovy pfistup objevil poprvé) a v fadé dalsich metod se vypés-
tuje ,pfehnané“ velky strom, a jeho profezavdnim (postupnym odebirdnim uzld)
se pak vytvofi posloupnost rtizné velkych stromti. Chyba kazdého z téchto stromt
se odhadne budto pomoci jinych dat nepouzitych v trénovacim souboru, nebo bez
pouziti jinych dat slozitéjsi technikou tzv. kiizové validace (cross-validation). Jako
,Spravné velky“ strom, ktery je koneénym vystupem metody, se pfijme ten strom
z posloupnosti, pro néjz je odhad chyby nejptiznivéjsi (pfipadné strom o néco mensi,
u néjz je odhad skuteéné chyby skoro stejné pfiznivy).

V piipadé optimalnich stromti napodobujeme CART v tom, Ze z posloupnosti
rizné velkych stromt (jeZ vSak nemuseji byt profezanymi podstromy téhoz velkého

stromu) vybirdme strom s nejmensi chybou na validaénim datovém souboru.

4. OPTIMALITA — PROC? VIVAT OCCAMOVA BRITVA!

Obvykle prilis nepochybujeme o tom, Ze chceme-li ziskat co nejlepsi generalizaci, je
vhodné dévat pfednost modeltim, které dosahuji dobré shody s trénovacimi daty?.
Snaha o co nejlepsi shodu modelu s daty je v analyze dat vSudypfitomna. Vime
ovSem, zZe ji nesmime prehanét, a pouzivat prilis slozité modely na pfilis malo dat.
Pokus prolozit regresni model o dvaceti parametrech deseti pozorovanimi ndm asi
rozmluvi program, ktery si dfive, nez havaruje, stac¢i postézovat na néjakou singularni
matici. Mensi disproporce mivaji méné napadné dusledky: Muze dojit k tomu, Ze se
model ,,nauci“ prilis mnoho vlastnosti dat — nejen ty, které vyplyvaji z povahy zdroje
a mély by se opakovat v jinych vybérech, ale i vlastnosti nahodilé, pfitomné praveé
jen v daném souboru. Nastava pak to, ¢emu se anglicky fika overfit: Model ,sedne*
vyborné trénovacim dattim, ale jeho generalizacni vlastnosti jsou o mnoho horsi.

Dtvod, pro¢ jsme mohli a priori doufat, ze optimalni stromy budou mit i dobré
generaliza¢ni vlastnosti, spociva v tom, ze chyba na trénovacich datech je minima-
lizovana pri daném poctu listi. Nehrozi tedy, Ze ve srovnani s klasickymi metodami
bude model zpfesniovan na trénovacich datech za cenu zvétSovani stromu.

Tzv. princip Occamovy bFitvy® doporuéuje volit ze dvou modelt, které popisuji
stejné presné trénovaci data, ten mensi, protoze bude pravdépodobné mit lepsi ge-
neraliza¢ni vlastnosti.

Pokud tomuto principu véfime (neni to matematickd véta), méli bychom z néj
Cerpat i zna¢ny stupen daveéry k optimalnim stromim. Minimalizace chyby pfi dané
velikosti stromu neni sice tataz tloha jako minimalizace velikosti stromu pfi dané
chybé, ale jsou to tlohy velmi podobné. (Ulohy nelze ztotoznit, kdyz pro néjaké
m > 1 je minimalni dosazitelnd chyba na trénovacim souboru stejnd pro stromy
velikosti m i m + 1.)

Prvni experimentélni vysledky shrnuté v pracich Savicky et al. (2000, 2001) opti-
mismus ohledné generalizacnich vlastnosti optimélnich stromu posilily. V jedné tloze
optimélni stromy vykazovaly primérnou skutecnou chybu srovnatelnou s metodou

2Nemusi byt takovy nesmysl, jak by se mohlo na prvni pohled zdat, usilovat o co mejhorst
shodu s daty. Vzpomenme na pana Gypskopfa z Parkinsonovych zakonu, ktery ,je ...naprosto
neocenitelny, ma v sobé schopnost prevracené neomylnosti. Naprosto jisté dokaze pokazdé uka-
zat nespravnym smérem ...Pro nas je kompasem se stielkou ukazujici k jihu.“ (Parkinson, 1984,
str. 144.) Lakava je také vize kompromisni tieti cesty, ,dataanalytického svéta“, kde by shoda
modelu s daty nemusela byt ani co nejlepsi, ani co nejhorsi — prosté by na ni nezalezelo. Modely
bychom totiz mohli svobodné vytvaret, aniz bychom se s néjakymi daty museli trapit.

3Pfesnéji FeCeno, termin ,Occamova bfitva“ se pouzivad v nékolika vyznamech, oznacuje vice
riznych tezi. Prehled vetné souvislosti s filosofii Williama Occama (71285-71349) podava napf.
Domingos (1999). Formulace, kterou uvadime, se v citované praci nazyva ,druhou bfitvou*.
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CART, v ostatnich tlohach pak byly lepsi. Poznani, Ze véci nejsou tak jednoduché,
na nas teprve c¢ekalo.

5. EXPERIMENTY

5.1. Klasifika¢ni tlohy. V experimentech se simulovanymi daty jsme studovali né-
kolik klasifika¢nich Gloh, které lze verbalné charakterizovat jako rozpoznavani vlast-
nosti definovanych booleovskymi funkcemi za pfitomnosti dvou typt Sumu: Hodnoty
Luzitecnych® prediktort, které urcuji prislusnost k t¥idé, jsou zkresleny Sumem, a na-
vic pouzivame také irelevantni ,,Sumové“ prediktory.

Vesmés jsme pracovali s deseti bindrnimi prediktory (véetné irelevantnich) a bi-
narni zavisle proménnou. Zivisle proménnd Y je déna jako Y = g(&,...,&), kde
r < 10, sdruzené rozdéleni proménnych &1, ...,&, je rovnomérné na {0,1}" a g je
funkce r binarnich proménnjch nabyvajici hodnot 0 a 1. V datech nemame piimo
hodnoty veli¢in &1, . . ., &, ale jejich ,zasuménych“ verzi X1, ..., X,. Sum pfedstavuji
veli¢iny 601, ..., 0, které jsou nezavislé na &1, ..., £, i navzajem a kazda z nich nabyva
hodnot 1 a 0 s danou pravdépodobnosti v, resp. 1 — v. O v mluvime jako o hladiné
Sumu. Pokud 6; = 1, ,i-ty prediktor se Sumem pokazi“, tj. X; =1 — &;. V opa¢ném
pfipadé, tj. pokud 6; = 0, plati X; = &;. Irelevantni prediktory X, 41,..., X190 jsou
nezavislé jak navzajem, tak na &1,...,&.,01,...,60,, a kazdy z nich nabyva hodnot
0 a 1 se stejnou pravdépodobnosti 1/2.

Nase tlohy se déli do dvou skupin podle toho, co na nich chceme ukéazat: Zda lesk
optimélnich stromu, nebo jejich bidu — tedy zda demonstrujeme lepsi, nebo naopak
horsi generalizacni vlastnosti ve srovnani s klasickymi stromy. V dalSim textu se
konkrétné zminime o dvou tlohach, po jedné z kazdé z téchto kategorii. Prehled
vysledkt tykajicich se dalsich tloh, jimiz jsme se zabyvali, lze nalézt v praci Savicky
a Klaschka (2001).

5.2. Obecna struktura experimenta. Provedli jsme nékolik experimentu s daty
generovanymi podle schematu popsaného v predchazejicim paragrafu. V kazdém
z téchto experimentt jsme se zabyvali klasifika¢ni illohou spojenou s néjakym roz-
délenim D danym konkrétni volbou funkce g (kterou je implicitné urcen také pocet
irelevantnich proménngch) a hladiny Sumu v. Pro kazdé zvolené rozdéleni D jsme
experimentovali s trénovacimi soubory nékolika velikosti odstupnovanych tak, aby
priblizné tvofily geometrickou posloupnost. Generovali jsme ndhodné vzdy 100 tré-
novacich soubord dané velikosti a ke kazdému z nich soubor tzv. validac¢nich dat
polovi¢ni velikosti. (To odpovidd doporuceni odvozenému ze zkuSenosti — viz Brei-
man et al. (1984) — rozdélit data v pomeéru 2 : 1 na dvé éasti, z nichZ prvni se pouzije
k vytvofeni modelu a druhéd k odhadu jeho chyby.)

Na kazdy trénovaci soubor jsme pouzili Algoritmus II a vytvofili jsme posloup-
nost optimalnich stromi velikosti od 1 do hranice M, ktera se podle typu problému
pohybovala mezi 100 a 160. Pro tyto stromy jsme vypocetli chybu na valida¢nich
datech a jeji minimalizaci vybrali z posloupnosti strom Top:. Pro porovnani jsme
tatdz trénovaci data pouzili k vypéstovani stromu metodou CART (implementova-
nou v programu CART for Windows, Version 4.0) a valida¢ni data k jeho profezéni.
Minimalizaci chyby na validaénich datech (tedy podle pravidla 0 SE v terminologii
CARTu) jsme ziskali strom Tyt Znalost skuteéného rozdéleni ndm dovolila spocitat
poté skuteénou chybu stromi Top & Tears. (V tomto ohledu jsme novatorsky zdoko-
nalili metodiku experimentt, o nichz referujeme v pracich Savicky et al. (2000, 2001)
— tehdy jsme skute¢nou chybu odhadovali pomoci velkého testovaciho souboru.)
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Pro dané rozdéleni D a velikost trénovaciho souboru jsme vyse uvedenym postu-
pem ziskali 100 dvojic skuteénych chyb Rp(Topt) @ Rp(Teart). Primérné skuteéné
chyby optimélnich stromi a stromt vytvofenych metodou CART jsme pak porov-
navali oboustrannym Studentovym t-testem.

Pro aplnost budiz jesté uvedeno, jak jsme prfi vypoctech pomoci optimalizacniho
algoritmu i metodou CART volili parametry ve vzorcich (1) a (3): Kazdy chybné
klasifikovany pfipad byl penalizovan stejné, c(i,j) = 1 pro ¢ # j a c(i,4) = 0 pro
vSechna ¢. Jako apriorni pravdépodobnosti t¥id 7; jsme pouzivali skuteéné pravdeé-
podobnosti D(Y = 1).

5.3. Lesk: Parita. Uloha rozpozndni parity je zalozena na funkci parity péti pro-
ménnych
g(x1,...,75) =21 © T2 D T3 B T4 D T5,
kde & je soucet modulo2 (00=1®1=0,091=1¢0=1). Vektor prediktort
je doplnén péti irelevantnimi proménnymi. Hladina Sumu byla v = 0.02. Pracovali
jsme s péti velikostmi souborti trénovacich dat, konkrétné se jednalo o mocniny
102,10%25,...,10% zaokrouhlené na celd ¢isla, tedy 100, 178, 316, 562 a 1000. Ma-
ximalni velikost optimélnich stromt byla M = 100. (Nejmensi strom, ktery piesné
vyjadiuje funkei g, ma velikost 32.)
Vysledky jsou shrnuty graficky na Obr. 1 a podrobnéji numericky v Tab. 1.

Rp(T)0.50
e L Tcart
0.40 1 \\‘

|| Topt
0.30 1 hN
0.20 1

0.10 7

0.00 Lt ——————
2.00 2.25 2.50 275 3.00

log,yn

Obr. 1. Problém rozpozndvdni parity: Primérnd skutecnd chyba 100 optimdlnich stromu
a 100 stromu vypéstovanych metodou CART pri riznych velikostech soubori trénovacich
dat n.

Pocet Skute¢na chyba (%) Rozdily Parovy t-test
trén. | pramér+SE 100 stromd | pramér+SE (df=99)
dat | Opt. stromy CART t P
100 | 21.68+0.54 | 47.86-£0.36 | -26.17-£0.66 | -39.45 | 0.000 000
178 | 20.68+0.39 | 44.21+£0.53 | -23.53£0.66 | -35.72 | 0.000 000
316 | 12.06£0.28 | 39.03+0.53 | -26.97£0.56 | -48.60 | 0.000 000
562 | 9.33£0.04 | 32.15£0.41 | -22.8240.41 | -54.99 | 0.000 000
1000 | 9.2640.01 | 25.244+0.33 | -15.97+0.33 | -48.05 | 0.000 000

Tab. 1. Problém rozpozndvdni parity: Skutecné chyby 100 optimadlnich stromi a 100 stromu

vypéstovanych metodou CART p7i riznych velikostech soubori trénovacich dat.
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Je evidentni, Ze optimalni stromy jsou pfi vSech studovanych velikostech dat n
daleko presnéjsi nez stromy klasické. Vysvétleni je nasnadé. Rozpoznani parity se
podobd kombinaci v Sachu — vyzaduje schopnost ,,vidét“ vice krokt dopfedu (v ang-
lické literatute lookahead), coz je pravé klicovy rys optimaliza¢nich algoritmt, ktery
u klasickych metod chybi. CART (podobné jako to délaji vSechny metody, o nichz
mluvime jako o klasickych) vybird vétveni v kofeni podle vlastnost{ stromu o dvou
listech, a z tohoto pohledu se proménné X1, ..., X5 mohou jevit jako méalo uziteéné
(z&dné z nich neumoziuje dobrou predikci t¥idy sama o sobé¢). Snadno se tak stane,
ze se ndhodné prosadi nékterd z irelevantnich proménnych. Analogické ,omyly“ se
pochopitelné dé&ji i pfi hledani dalsich vhodnych vétveni, nikoli jen prvniho vétveni
v kofeni. Kazdym vétvenim podle irelevantni proménné se ovsem soubor drobi na
zaéni algoritmy naproti tomu vybiraji nejvhodnéjsi vétveni v kofeni (nebo v kterém-
koli jiném uzlu) podle toho, jaky bude mit efekt v kombinaci s vétvenimi v ostatnich
uzlech.

Pripomenime, ze o podobné tloze rozpoznani parity péti proménnych jsme refe-
rovali jiz v pracich Savicky et al. (2000, 2001). Nynéjsi experiment je vSak fddové
rozséhlejsi (tehdy jsme analyzovali jen deset trénovacich soubort velikosti 500), ale
hlavné se zménila povaha proménnych Xg, ..., X19. Misto ,slusnéjsich® irelevant-
nich proménnych jsme ve star$im experimentu pouzivali tzv. zavddéjici proménné
(v pracovni hantyrce ,misleadery“) — proménné zavislé na t¥idé Y, které se klasic-
kym metodam diraznéji ,,vnucuji“ k pouziti v modelu, ale pfitom nestaci k vytvoreni
modelu dostatecné pfesného.

5.4. Bida: Majorita. Uloha rozpozndni magority (vétsiny) je zaloZena na funkci

7
g(acl,...,m):{ (1) j%;j;xlzél’
Vektor prediktori je doplnén tfemi irelevantnimi velicinami. Pouzili jsme hladinu
gumu v = 0.1. Analyzovali jsme trénovaci soubory velikosti n = 102,10%2%,...,10%7°
zaokrouhlenych na celé ¢isla, tj, 100, 178, 316, 562, 1000, 1778, 3162 a 5623. Ma-
ximalni velikost optimélnich stromt byla M = 160. (Funkci g lze pfesné vyjadiit
pomoci stromu velikosti 70.)

Funkce vétsiny g je monoténni a ,hraje do karet* klasickym metodam konstrukce
stromt, které hledaji co nejlepsi vétveni jen ,jeden krok dopiedu”. Pfesto by ¢lovék
mohl a priori o¢ekavat, Ze si optimalizacni algoritmus s tlohou poradi ne-li 1épe,
tedy alesponi stejné dobfe.

Vysledky shrnuté v grafu na Obr. 2 a podrobnéji v Tab. 2 vSak jasné ukazuji,
ze optimalni stromy maji pro velikosti mezi 316 a 5162 v prumeéru vétsi skutecnou
chybu nez stromy zkonstruované metodou CART.

Podobné vysledky jsme ziskali pro nékolik dalsich klasifika¢nich dloh zalozenych
(dle schematu popsaného v paragrafu 5.1) na monoténnich booleovskych funkcich.
Pro piehled odkazujeme na technickou zpravu Savicky a Klaschka (2001), dostupnou
v plném znéni na Internetu.

5.5. Variace experimentu, aneb bida s jistotou. Vysledky tykajici se majority
(popt. dalsich obdobnych tloh) mohou pfeci jen budit uréitou nediavéru: Co kdyz
yprohra® s metodou CART neni zpusobena ani tak tim, Ze by optimalni stromy
nebyly dobré, jako spiSe tim, Ze z posloupnosti riuzné velkych optimalnich stromu
nevybirame spravné ,ten pravy“?
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Obr. 2. Problém rozpozndvdni majority: Primérnd skutecnd chyba 100 optimdlnich stromu
a 100 stromu vypéstovanych metodou CART pri riznych velikostech soubori trénovacich
dat n.

Podet Skute¢na chyba (%) Rozdily Parovy t-test
trén. | pramér£SE 100 stromd | pramér+SE (df=99)
dat | Opt. stromy CART t D

100 | 30.96+0.20 | 30.72+0.27 | 0.244+0.30 0.80 | 0.423 116
178 | 29.02£0.19 | 29.00£0.23 | 0.02+0.25 0.09 | 0.931 057
316 | 28.31+0.18 | 27.13+0.15 | 1.18£0.20 5.78 | 0.000 000
562 | 25.89+£0.13 | 24.60+0.11 | 1.29£0.13 10.07 | 0.000 000
1000 | 24.02+0.10 | 22.66+0.11 | 1.36+0.12 11.67 | 0.000 000
1778 | 21.71£0.08 | 20.51+0.08 | 1.20+0.08 15.10 | 0.000 000
3162 | 19.17£0.06 | 18.43+0.07 | 0.74+0.06 12.09 | 0.000 000
5623 | 17.31£0.04 | 17.16£0.03 | 0.154+0.03 5.42 | 0.000 000

Tab. 2. Problém rozpozndvdni majority: Skutecné chyby 100 optimdlnich stromu a 100
stromu vypéstovangch metodou CART pri ruzngch velikostech soubori trénovacich dat.

Témto spekulacim ucinila razné pritrz variace ptivodniho experimentu. Dobra, je-
li v posloupnosti optimalnich stromt néjaky strom s dobrymi generaliza¢nimi vlast-
nostmi, vyberme jej misto stromu Top¢. Jak? V realné analyze dat bychom navod
po ruce neméli, ale zde zndme skutecné rozdéleni, a tudiz i skuteénou chybu kaz-
dého stromu v posloupnosti. Za vystup metody bereme prosté ten strom Tépt, ktery
ma v celé posloupnosti nejmensi skuteénou chybu. Protoze pfi konstrukci a vybéru
stromu nehraji zddnou roli valida¢ni data, vzdavame se validac¢nich dat i pfi aplikaci
metody CART: tu nyni misto Teay reprezentuje strom 77, . ziskany profezdvanim
k¥izovou validaci (cross-validation).

Graf na Obr. 3 ukazuje, Ze rozdil v neprospéch optimalnich stromt dobfte viditelny
na Obr. 2 se do znacné miry setiel. Pro malé velikosti souboru se dokonce poméry
vyrazné zménily ve prospéch optimalnich stromi, ale to lze snadno vysvétlit — zna-
lost skutecné chyby poskytuje pfi vybéru stromu z posloupnosti obrovskou vyhodu,
protoze valida¢ni data jsou také mala a davaji nespolehlivy odhad skute¢né chyby.
V Tab. 3 vSak vidime (lépe nez v grafu), ze pro n = 1000, 1778 a 3162 jsou rozdily
ve prospéch metody CART stéle vysoce statisticky vyznamné.
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Obr. 3. Problém rozpoznavani parity, modifikovany experiment: Primérnd skuteénd chyba
100 optimdlnich stromu a 100 stromu vypéstovanych metodou CART pri ruznych velikostech
soubori trénovacich dat n. Velikost optimdlniho stromu je volena na zdkladé skutecné chyby,
nikoli chyby na validacnich datech.

Pocet Skute¢na chyba (%) Rozdily Parovy t-test
trén. | pramér+SE 100 stromi | pramér+SE (df=99)
dat | Opt. stromy CART t P

100 | 28.60£0.16 | 32.08£0.35 | -3.48+£0.34 |-10.28 | 0.000 000
178 | 26.83+0.15 | 29.70£0.27 | -2.86+0.29 -9.80 | 0.000 000
316 | 26.75+0.11 | 27.424+0.17 | -0.66+0.17 -3.91 | 0.000 170
562 | 24.784+0.09 | 24.994+0.13 | -0.21+0.13 -1.69 | 0.094 232
1000 | 23.26£0.07 | 22.914+0.09 | 0.351+0.08 4.27 1 0.000 044
1778 | 21.25+0.07 | 20.83+0.08 | 0.41+0.07 6.04 | 0.000 000
3162 | 18.95+£0.05 | 18.60+0.06 | 0.35+0.05 7.59 | 0.000 000
5623 | 17.26+0.03 | 17.27£0.04 | -0.01£0.02 -0.48 | 0.633 092

Tab. 3. Problém rozpozndvdni parity, modifikovany experiment (volba velikosti optimdl-
niho stromu podle skutecné chyby): Skuteéné chyby 100 optimdlnich stromi a 100 stromi
vypéstovanych metodou CART p7i riznych velikostech soubori trénovacich dat.

Ukazuje se tedy, ze problém neni (jen) ve vybéru vhodné velikosti optimélniho
stromu, ale ve struktufe vSech stromt konstruovanych optimaliza¢nimi algoritmy.

6. JAK JE TO MOZNE? PRYC s OCCAMOVOU BRITVOU!

Spolu s optimalnimi stromy je v tloze rozpoznavani majority (a dalsich podob-
nych) bit i princip Occamovy bfitvy. Neni to ovSem jeho prvni pordzka. Empirické
argumenty proti Occamové britveé, dokonce zaloZené na klasifikacnich stromech, se
v literatute objevuji. (Pro piehled rizngych teoretickych i empirickych argumenti ve
prospéch Occamovy b¥itvy i proti ni viz Domingos, 1999.)

Murphy a Pazzani (1994) studovali klasifika¢ni problém s binarni zévisle pro-
ménnou Y, kterd je funkci péti binarnich prediktort X, ..., X5. Mnozinu vSech 32
moznych realizaci vektoru (Xi,...,Xs5,Y) postupné stokrat ndhodné rozdélili na
trénovaci soubor £; velikosti 20 a testovaci soubor Lo velikosti 12. Pri kazdém ze
100 opakovani vyhledali vS§echny stromy velikosti nejvyse 10, které klasifikuji spravné
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vSechny prvky Li, a otestovali tyto stromy na L5. VSechny hodnoty chyby na Lo
pak roztridili podle velikosti stromu. Podle principu Occamovy bfitvy by kiivka
zavislosti pramérné chyby na velikosti méla byt neklesajici — le¢ nebyla.

Webb (1996) navrhl algoritmus C4.5X, ktery je nadstavbou C4.5, jedné z nej-
popularnéjsich metod konstrukce klasifika¢nich stromi. Ke stromtm vytvorenym
programem C4.5 pridava dalsi uzly tak, ze se nezméni klasifikace prvku trénovaciho
souboru. Na realnych i umélych datech ukazuje, ze uvedenym zvétSenim se genera-
liza¢ni vlastnosti stromu prevazné zlepsi.

Variaci experimentu s majoritou, o niz referujeme v paragrafu 5.4, lze v souvislosti
s Occamovou britvou chapat jako jistou paralelu Webbova pfistupu: Predstavme si,
Ze vystupem néjaké metody je strom T3 velikosti m s chybou € na trénovacich datech.
Tatéaz trénovaci data pouzijeme ke konstrukci posloupnosti optimélnich stromt veli-
kosti 1,..., M, M > m. Oznacme 7 mnozinu vSech stromu z uvedené posloupnosti,
které maji velikost nejvyse m a chybu na trénovacich datech nejvyse . Mnozina 7
je nutné neprazdna. Metodu, jez vyprodukovala strom 77, bychom mohli ,vylepsSit*
tim, Ze T1 nahradime stromem T3, ktery néjakym zpusobem vybereme z 7. Vysledky
v paragrafu 5.5 ukazuji, ze v pfipadé metody CART bychom tak pro nékteré kla-
sifika¢ni tlohy v rozporu s principem Occamovy bfitvy dostavali pfevazné stromy
s vétsi skutecnou chybou, af uz ma ,néjaky zpisob* vybéru Ty z 7 jakoukoli kon-
krétni podobu. (Nékteré konkrétni verze takového vybéru viz Savicky a Klaschka,
2001 a 2002 — ve druhém pripadé se ovSem jedna o stromy regresni, nikoli klasi-
fika¢ni.) Poznamenejme jesté, Ze se jako argument proti obecné platnosti principu
Occamovy bfitvy nedaji bezprostfedné pouzit vysledky puvodniho nemodifikova-
ného experimentu z paragrafu 5.4, protoze velikosti stromt Topt a Teart Dejsou nijak
ysvazany“, kterykoli z nich mtize byt vétsi.

Occamova bfitva se mozna d& brat jako praktické doporuceni, které je cCasto,
¢i dokonce vétsinou prospésné. Rozhodné vsak nepredstavuje princip platny zcela
obecné, nezavisle na typu fesené ulohy. Snad nejjasnéji o tom svédéi priklad zna-
zornény na Obr. 4, ktery ani nepotiebuje numerické experimenty. Predstavme si,
ze sdruzené rozdéleni veliéin X; a X» je rovnomérné na [0, 1] x [0,1]. Necht ¥ =1
(kfizky na obrazku) pro X7 + X3 > 1 a Y = 0 (kolecka) jinak. Uvazujme jako
tfidu modelt binarni klasifika¢ni stromy, jejichz vétveni jsou zalozena na otazkach
sX1 < c?a  Xo < c? kde ¢ je konstanta mezi 0 a 1. (Nase optimalizaéni al-
goritmy takové stromy nekonstruuji, ale o to ted nejde.) Koneéné velky strom bude
diagonalni hranici mezi tfidami 0 a 1 aproximovat lomenou ¢arou jako napf. na
Obr. 4a. Skutec¢nd chyba takového modelu je ddna geometricky jako celkova plocha
trojuhelnikovych oblasti, kde lomena ¢ara pfesahuje diagondlu (tj. kde nesouhlasi
skuteéna tiida a tfida predikovand modelem). Oblast zvyraznéna na Obr. 4a bar-
vou neobsahuje zadna data, takze lze piejit k modelu na Obr. 4b, ktery odpovida
mensimu stromu, aniz by se zvétsila chyba na datovém souboru (ta ziistdva stejnd,
totiz nulova). Skuteéna chyba tim vSak evidentné vzroste. Obr. 4 je ndzornou ukaz-
kou, jak zjednoduseni modelu zvysi skute¢nou chybu. Kdyby se jednalo o jedine¢ny
jev, k vyvraceni Occamovy britvy jakozto obecné platného principu by to nesta-
¢ilo. Podstatné je, ze pfi daném rozdéleni vektoru (X, Xo,Y’) vede takovy zptisob
zmensovani modelu ke zvyseni skuteéné chyby vZdy. Obratime-li naopak pozornost
ke zvétsovani stromi, ziskdme argument jesté pfesvédéivéjsi: V modelu s malou sku-
teCnou chybou musi lomena ¢ara, ktera je hranici predikovanych tf¥id, probihat co
nejblize diagondly, a tedy zékonité musi mit mnoho zlomu (takze odpovidé velkému
stromu). Cestou k co nejmensi skutecné chybé tedy v rozporu s principem Occamovy
bFitvy neni zmensovani modelu, ale naopak jeho zvétsovani.
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Obr. 4. Poprent principu Occamovy britvy. Tiidy zndzornéné kolecky a kiizky jsou presné
oddéleny diagondlou ctverce. Lomend ¢dra na Obr. ja reprezentuje klasifikacni strom s 9
vétvenimi — 4 podle X1 a 5 podle Xo. V oblasti zvyraznené barvou nejsou data, takZe chyba
na datech se nezvétsi prechodem k modelu na Obr. 4b, tj. k lomené édre, kterd odpovidd
mensimu stromu. Je-li sdruzené rozdélent velicin X1, Xo na ¢tverci rovnomérné, mad mensi
strom vétsi skutecnou chybu, nebot oblasti vymezené lomenou éarou na Obr. 4b presahuji
pres diagondlu vétsi plochou nez na Obr. 4a.

. ” 4. ¥ . . vis{ ien z . vand
Domingos (1999) pfipomind, ze fenomén ,,overfitu“* souvisi jen zprostfedkované

s tim, jak je model velky ¢i slozity: Podstata problému je pfedevsim v tom, Ze se
model hleda v prilis velké mnoziné kandidatt — ¢im je jich vice, tim pravdépodobnéjsi
je, ze se vyskytne model, ktery se nahodné velmi presné ,strefi“ do trénovacich dat
(ale ne do skuteéného rozdéleni). Jedné se vlastné o podobny jev, jako je inflace
chyby prvniho druhu pfi testovani velkého poctu hypotéz. ,,Vadou“ slozitych modelt
z tohoto hlediska neni bezprostiedné jejich slozitost sama o sobé, ale to, Ze tvori prilis
velkou mnozinu.

Neni divu, Ze minimalizace chyby na trénovacich datech p7i dané€ velikosti stromu
neni dostate¢nou prevenci ,overfitu“: Optimalni strom je vysledkem prohledévani
daleko vét$i mnoziny kandidatt nez stejné velky strom vypéstovany nékterou kla-
sickou metodou.

Jesté nas muZze napadnout namitka, Ze tendenci optimélnich stromt k ndhodné
shodé s trénovacimi daty ,hlidaji“ validacni data. Jisté, odhad skute¢né chyby po-
moci validacnich dat by mél vyloucit extrémni pfipady a vést k tomu, Ze se v po-
V této fazi se ale vybira jen z toho, co optimaliza¢ni algoritmus nabidne, a to mo-
hou byt pro vsechny velikosti (snad s vyjimkou pfili§ malych) modely s vyraznym
yoverfitem®. Situaci pak pochopitelné nezachrani, ani kdyz v modifikovaném experi-
mentu (viz paragraf 5.5) vylou¢ime chyby odhadi zaloZenych na valida¢nich datech
a vybirame nejlepsi strom na zakladé presnych hodnot skute¢né chyby.

4Nemame po ruce kratky vystizny &esky ekvivalent, proto nepiekladame, ale jen opatiujeme
uvozovkami.
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7. ZAVER: CO TED S TimM?

Mame jesté v zaloze néjaké napady, jak se pokusit generalizacni vlastnosti opti-
malnich stromt zlepsit. Optimalnich stromi téze velikosti mtze byt mnoho, takze
bychom napt. mohli hledat kritéria, podle kterych by optimalizacni algoritmy prefe-
jsme vidéli v pfipadé tlohy rozpoznavani majority, zcela eliminovaly.

Musime se tedy smifit s tim, Ze optimalni stromy nékde poméhaji, a jinde skodi.
Rozeznat tlohy, kde se déje prvé, od téch, kde druhé, je ndmétem pro budouci
vyzkum.

Mimochodem, s ,,porazkami* optimaliza¢nich algoritmi od klasickjch metod jsme
se dokazali pruzné vyrovnat. Hledani péknych protipfikladi k Occamové britvé je
také vyzkumny program. Probéhla fada pracovnich telefonatt s klicovou pasazi: ,,Je
to spocitano. Jsme opravdu horsi.“ ,Tak je to dobry.“
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