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IMPLICITNI DEFINICE PODMINENE PRAVDEPODOBNOSTI
EXISTENCE A NEKTERE SPECIALNI PRIPADY

DANIEL HLUBINKA

ABSTRAKT. In the paper we consider implicit definitions of probability measu-
res. The definitions depend on an initial condition and hence can be understood
as definitions of conditional probability measures given the initial value. The na-
tural question is whether it is possible to construct two dimensional distribution
such that its first marginal is some distribution on initial conditions and con-
ditional distributions are solutions of given implicit problem for the respective
initial value. The sufficient conditions for the existence of solution are given.
As a special case we study problem with convex set of admissible solutions and
extremal solutions.

Pezrome: B crarbe nsyuaercs HesIBHOE OIpe1ejIeHNe BePOSITHOCTHBIX Mep.
9TU OIIpeafeJIeHUs 3aBVCUT OT HAYAJBbHOBO YyCJIOBUA U AJIsA TOIO BO3MOXKHO
paccMaTpUBATL UX KAK ONPENeJEeHUs] YCIOBHBIX BEPOSTHOCTHBIX MEp MpU
[OAHHOM HAUAJLHOM 3HaueHuu. HaTypasabHO!U sBisercs npobiaemMMma Cy-
[IECTBOBAHUS ABYXPO3MEPHOrO PACIPENEIEHUsI BEPOATHOCTEN TAKOTO, UTO
ero nepBas MapPryuHAJIA SBJSETCS PACCIPENEIEHNM HAUAJbHBIX 3HAUEHUN
U YCJIOBHBIE PACCIIPEACJICHUS SIBJISIOTCS PEIIeHUEM AAHHBIX HESBHBIU OIl-
peneneHuit AJisi COOTBEUTBYIOIIMX HAUAJbHBIX 3HaueHuil. JlocraTrouHoe
YCJIOBUE IJIsI CYIIECTBOBAHUS PEIIEHUS ITOKA3AHO. MBI M3yUaeM CIIeruab-
HYIO IPOOJIEMMY BBIIYKJBIX MHOKECTB NOIYCKAEMBIX DEIIeHUN UM UX Kpa-
HBbIE TOUKMU.

Uvobp

Tato prace vychézi ze zkoumani existence a konstrukce sdruzeného rozdéleni na-
hodného vektoru, maji-li jeho podminéna rozdéleni spliovat pfedem dané podminky.
Hledédme-li odpovéd na tuto otédzku s pozadavkem, aby podminénd rozdéleni hle-
daného vektoru méla dané barycentrum, dostavame se k implicitné zadané tloze.
Implicitné zadané tlohy pak lze zobecnit a ziskat tak velmi Sirokou t¥idu problémn.
V ¢lanku se budeme zabyvat pripady existence a konstrukce implicitné definované
podminéné struktury ndhodného vektoru, zejména ve specidlnim piipadé afinni pro-
vadéci funkce. Dale vénujeme pozornost vlastnostem mnoziny FeSeni a existenci ex-
tremalniho feseni predlozeného problému.

Pripomenme, ze implicitné zadand mnozina meér

(1) P ={pe My(Y) : b(n) = f}

pro néjaky polsky prostor Y, borelovské zobrazeni b mezi polskymi prostory M;(Y)
a Z a f € Z tvori borelovskou podmnozinu pravdépodobnostnich mér.
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Rozsirime implicitni definici mnoziny meér pfidanim zavislosti na poc¢atecni pod-
mince do tvaru

@) Py = {i € Mi(Y) : b(a, ) = f(2)},
3) P = {(z, 1) : Ip € My (Y),b(z, ) = f(2)},

kde z € X, néjaky polsky prostor, b a f zobrazeni do polského prostoru Z. Je zfejmé,
ze pro b borelovské zobrazeni v p je pro libovolnou deterministickou pocatec¢ni pod-
minku & mnozina feSeni P, borelovskd. Tyto mnoziny lze nahlizet jako mnoziny
pripustnych podminénych rozdéleni za podminky x. Poznamenejme, Ze méritelnost
mnoziny P neni vibec ziejma, ale jak uvidime je velmi podstatna.

V teorii pravdépodobnosti je obvyklé v takovych pfipadech hledat moznost pre-
chodu od deterministické pocateéni podminky ke stochastické. Tedy k mife \ €
M;(X). Potom zkoumame existenci pravdépodobnostni miry P* € M;(X x Y) ta-
kové, ze jejil marginalni rozdéleni na X je A a podminéna rozdéleni na Y pii daném
x jsou v mnoziné pfipustnych feseni P, skoro jisté [)].

Tim navazujeme na studie [10] a [11], ve kterych byla mnozina P zaddna expli-
citné pomoci fezii P,. Tak byla zkoumana existence ndhodného P wektoru a jeho
vlastnosti. Nyni mame mnoziny P, zadany implicitné pomoci provddéciho zobrazent
b, které pro pevné x prevadi pravdépodobnostni miry na hodnoty v prostoru Z, a
ridictho zobrazeni f.

V prvni ¢asti si ukdzeme, jak takové feSeni konstruovat, jaké podminky jsou po-
stacujici k existenci feseni a nastinime zakladni matematické techniky pouzité v této
souvislosti, zejména teorii multifunkei a selekci. V dalsi ¢asti zobecnime ponékud za-
déani, abychom mohli pokryt vice tiloh. V posledni ¢asti rozvedeme diskusi o existenci
feSeni v pfipadé afinity zobrazeni b(-, y1). VSimneme si také extremalnich feSeni, které
v takovém pripadé mohou existovat, nékdy i nutné, a umozni déle rozvijet predlozeny
problém naptiklad pomoci Choquetovy teorie.

1. RESENT (b, f) ULOHY A JEHO EXISTENCE

V celé praci budeme uvazovat trojici lokdlné konvexnich polskych (separabil-
nich metrizovatelnych uplnych) prostori X,Y,Z. Ozna¢me standardné G, F,K,B
a U systémy otevienych, uzavienych, kompaktnich, borelovskych a universalné mé-
fitelnych mnozin. Pfipomenme, Ze prostor M; pravdépodobnostnich mér na pol-
ském prostoru je opét lokalné konvexni polsky prostor, a Ze kazda borelovska prav-
dépodobnostni mira na separabilnim metrickém prostoru je reguldrni ve smyslu
w(B) = inf{u(G),BC GeG},BeB.

Jak jsme jiz uvedli, hleddme pravdépodobnostni miru P* na sou¢inovém prostoru
X xY. Tato mira by méla byt rozdélenim ndhodného vektoru (&, n) tak, aby £(£) = A
a L€ = x) € Py 8. [A], kde P, je mnoZina pripustnijch teSeni dané (b, f) ulohy,
ktera je zadand implicitné podminkami (2). Jinymi slovy marginalni rozdéleni £ je
predepsané a podminénd rozdéleni n pfi £ = x Tesi zadany problém s pocatecni
podminkou z. Nazvéme takovou dvojici (b, f) vektorem.

Resenim uvedené tlohy je pravdépodobnostni mira ve tvaru

(4) PNBxC)= / P*(C)A\(dx), B € B(X),C € B(Y), P* € P,.
B

Aby tato mira byla dobfe definovdna, musime mit zarucenu universalni meéritelnost

zobrazeni K : z +— P%. Tim ovSem fikame, Ze hleddme universdlné méritelné mar-

kovské jadro (UMK) fesici (b, f) ulohu. Takovéto jadro tvoii jakdkoliv méritelnd

selekce z mnohoznacného zobrazeni x — P,. Jest tedy mozné hovorit o markovském
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jadru Fesicim (b, f) tlohu, (b, f) selekci ¢i ndhodném (b, f) vektoru a pfitom mit na
mysli stale jediné—pravdépodobnostni miru P*. V dal$im textu proto nebudeme
zv1asté rozliSovat mezi témito pojmy.

1.1. Mnohoznaéna zobrazeni a selekce. Pfipomerime si nyni zdkladni pojmy
z teorie mnohoznaénych zobrazeni. Zobrazeni ¥ : X — 2Y se nazyva mnohoznacné
zobrazend. Je-li navic ¥ (z) # () pro kazdé x, nazgvame toto zobrazeni multifunkct.
Multifunkce s uzavienymi obrazy se nazyva korespondence.

JelikoZ budeme pracovat pouze s méfitelnosti mnohoznacéného zobrazeni, nemu-
sime dale rozliSovat mezi multifunkci a mnohoznaé¢nym rozdélenim. Omezime-li se
u mnohozna¢ného zobrazeni na mnozinu Dy = {z : ¥(x) # 0}, dostdvame multi-
funkci. Méfitelnost takové multifunkce posuzujeme vzhledem k Dy, nikoliv vzhledem
k celému prostoru X.

Selekci multifunkce rozumime takové zobrazeni f : X — Y, ze f(z) € ¥(z) pro
vSechna x. Poznamenejme zde, ze jde o stejny problém jako vybrat pro mnozinu
A € X XY zobrazeni f : X — Y takové, ze graf f lezi v A. Zde pochopitelné
ztotoznujeme A s grafem ¥. Uvedme si postacujici podminku pro existenci métitelné
selekce, tedy i postacujici podminku pro existenci feseni (b, f) tlohy.

Pfipomenme, Ze multifunkce je

(1) B-méritelnd, kdyz {z : ¥(z) NG # 0} € B(X) pro G € G(Y) a

(2) U-meévitelnd, kdyz {z : U(x) NG # 0} € U(X) pro G € G(Y).
7 teorie multifunkci vyplyva, Ze pro B- i U-méfitelnou korespondenci existuje uni-
versdlné métitelnd selekce. Tato problematika je popsdna v monografiich [1], [9],
dulezitym néastrojem jsou zde véty typu ,, Cross-sections“, napiiklad v [2] 8.5.

1.2. Existence implicitniho Feseni. V této ¢asti se budeme zabyvat podminkami
kladenymi na zobrazeni b a f, které se ukazi jako postacujici k existenci feSeni
(b, f) tlohy. UkéZzeme si, Ze misto ovéFovani méfitelnosti multifunkce, pfipadné jejiho
grafu, postaci ovérit méfitelnost provadéciho a fidiciho zobrazeni. Nasledujici véta
je dokazana v [5].
Véta 1. Méjme zadanou (b, f) dlohu. Obé ndsledujici podminky jsou postacujici pro
existenci méritelné (b, f) selekce.

(1) Zobrazeni b(z, ) je borelovské a v proménné p navic spojité, zobrazeni f je

universdlné meéritelné.
(2) Zobrazeni b i f jsou borelovskd.

Poznamka 2. Predchozi véta netvrdi nic o neprazdnosti mnoZiny P,. Musime ji
Gist s timto na paméti. Presnéji ¥ikd, Ze pro libovolnou miru A € M;(X) takovou,
ze \*(CD) = 0, kde

D:={z € X:3pe My(Y),b(z,n) = f(2)},
ezistuje P* mira vesici danou (b, f) tlohu zkonstruovand predpisem (4).

V této chvili nAm nezbyva nic jiného nez existenci neprazdné mnoziny D predpo-
kladat. Miru A € My (X), \*(CD) = 0 nazveme pripustnou pocdtecni podminkou.

1.3. Prvni priklad. Zakladni pfiklad je zaroven jednim z nejuniversélnéjsich né-
stroju teorie pravdépodobnosti. Jde o momentovou ulohu. Pfipomenme, Ze obycCejna
momentova tloha je definovana pomoci zobrazeni g;(y) a hodnot f;,i € I pfedpisem

(5) / gi(y)u(dy) = i, tedy P = {u € My(Y) : Bulgi(n)] = fi}-
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Véta 1 nyni snadno vede k moznosti tento predpis zobecnit na
(6) /gi(x,y)u(dy) = fi(z), tedy Po ={p € M1(Y): Epulgi(z,n)I§ = 2] = fi(x)}
Y

a ziskat dvourozmérny vektor (£,7), jehoZ prvni slozka ma predepsané margindlni
rozdéleni a druha slozka podminéné fesi libovolny pocet momentovych tloh. Posta-
Cujici podminkou je spocetnost I a borelovskd méritelnost zobrazeni g; a f;. Pokud
bychom chtéli slevit z pozadavka na f; smérem k universalni métitelnosti, pozadavky
na g; se zprisni. Kromé borelovské méfitelnosti bychom museli pfidat omezenost a
spojitost zobrazeni g;(-,y) v proménné y.

Specidlnim pfipadem je zde zakladni momentovy problém, kdy g;, f; jsou redlné
funkce, Y = R a tiloha zni

gi(z,y) =y, tedy E,[n'[¢ = 2] = fi(x).

2. ZOBECNENI (b, f) ULOHY

Zadéni (b, f) Glohy ve tvaru (2) mize nékdy byt piilis svazujici kvili pozadavku,
ze jedind piipustnd hodnota vysledku provddéciho zobrazeni b(-, 1)je déna ¥idicim
zobrazenim f(-). Zde v8ak mtizeme ponékud slevit a pozadovat splnéni obecnéjsi
(b, F') podminky, kterd definuje mnoziny pfipustnych feseni

(7) Pri={p € My(Y) : b(z, p) € F(x)},

kde F' je néjaka multifunkce.
Zakladnim existen¢nim vysledkem je nyni

Véta 3. Méjme ddnu (b, F) dlohu. Pak méritelnd (b, F') selekce existuje, jestliZe je
splnéna jedna z téchto podminek.

(1) Zobrazeni b je borelovské a v proménné pu navic spojité, korespondence F' je
U-méritelna.
(2) Zobrazeni b je borelovské a F' je B-méfitelnd korespondence.
Vsimnéme si, ze poznamka uvedend za vétou 1 zlistdva v platnosti i nyni.
Prikladem takto rozsifené tlohy je zobecnény momentovy problém, kdy naptiklad
pro realné prostory a funkce g;, f; definujeme F;(z) = (—oo, fi(z)] a hleddme FeSeni
tlohy pro

gi(z,y) =y', tedy E,[n'|¢ = 2] < fi(x).

3. AFINITA PROVADECIHO ZOBRAZEN{

V nésledujici ¢asti budeme pracovat s jednodussi (b, f) tlohou. Vétsina uvedenych
vysledki se snadno rozsifuje i pro (b, F') tlohy a proto ponechame tyto pfipady na
Ctenéafi.

Na piikladu momentové tlohy si povSimnéme, Ze v mnoha vyznamnych tlohach je
zobrazeni b(z, ) afinni v pu. Pfipomenime, Ze afinni je zobrazeni tehdy, je-li zaroverl
konvexni i konkavni, neboli

b(z,ap + (1 —a)v) = ab(z, p) + (1 — a)b(z,v),Va € (0,1).

V takovém ptipadé neni obtizné si uvédomit, ze mnoziny P, piipustnych feseni (b, f)
tlohy pri pocateéni podmince x jsou konvexni.
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3.1. Konvexni mnoziny. Konvexni mnoziny maji v matematice vyznamné misto.
Pfipomenime, Ze mnozina A je konvexni, jestlize

(8) r,y€A = ar+ (1—a)y € A,Va € (0,1).

Ezxtremdlnim (téZ krajnim)bodem konvexni mnoziny A rozumime takovy bod z,
7e mnozina A \ {z} je opét konvexni. Jingmi slovy je to téz takovy bod x € A,
7e neexistuji dva ruzné body v A, jejichZ konvexni kombinace je rovna x. MnoZina
extremélnich bodii se obvykle znaci ex(A). Je ziejmé, Ze nékteré konvexni mnoziny
nemusi mit zadné extremalni body, jako je tomu napfiklad u oteviené jednotkové
koule v R3.

Oznacme si coA konverni obal mnoziny A, tedy nejmensi konvexni mnozinu ob-
sahujici A. Je zfejmé, ze
(9) coexA Ccod =A4A

pro kazdou konvexni mnozinu A. Nejmensi uzavienou konvexni mnozinu obsahujici
A nazveme konvexnim uzavérem A a budeme ji znacit ¢6A. Pro uzaviené konvexni
mnoziny zfejmé plati

(10) coexA CcoA =coA=A4,

kde rovnost nastava pro konvexni kompaktni mnoziny v metrickém prostoru. Rov-
nost @A = coA je obecné vlastnosti konvexniho uzavéru.

Hezkym prikladem konvexniho uzavéru je prostor pravdépodobnostnich mér na
(zde sta¢i Gplné reguldrnim) prostoru X, kde plati

(11) M1 (X) =¢o{0,, 2 € X},6,(B) = Ig(x) (Diracova mira).

Obecné jsou Diracovy miry extremélnimi body prostoru pravdépodobnostnich mér
na jakémkoliv prostoru, tedy specialné pro polské prostory plati

(12) M1 (X) =T ex M, (X).

O konvexnich mnozinach a topologickych vlastnostech pravdépodobnostnich mér se

lze dozvédét vice napiiklad v [7] a [12].

3.2. Obor hodnot provadéci funkce. Piedchozi ivahy nis mohou dovést k vy-
tvofeni postacujicich podminek pro existenci neprazdné mnoziny P, zadefinované

v (2).
Nejprve si vSimnéme, Ze mnozina

je konvexni, coz okamzité plyne z konvexity Mj (Y) a afinity b(x, 1) v p. Aby mnoZina
pripustnych feSeni byla neprazdnd, musi platit f(z) € B(z). K tomu vsak jisté
postaci

(14)  f(x) € co{b(x, ),y € Y} = {b(x, u), p € cofdy, y € Y}} C B(a).

Ovéime rovnost v predchozim vyrazu. Zrejmé plati inkluze C, nebot obé zkou-
mané mnoziny jsou konvexni. Je-li 4 € co{d,}, pak

(15) Hai,yi:ai>0,2ai:1,u=Zai5yi.
i=1 i=1

Diky afinité zobrazeni b je tedy b(x, 1) = >} a;b(z,dy,,) a tim jsme ovéfili i obracenou
inkluzi.

Postaci tedy ,,pouze® prozkoumat mnozinu obrazi Diracovych mér a zamérit se
na jeji konvexni obal, ktery vsak, jak ukazuji rovnosti (11) a (14), je dostateéné
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reprezentativni. Jesté lepsi situace nastava pro b spojitou a afinni v p, kdy mizeme
uvazovat slabsi podminku

(16) f(z) e co{b(z,6y),y € Y} = {b(x, ), p € ©0{dy,y € Y}} = B(x).

3.3. Momentova tloha podruhé. Podivejme se podruhé na uréité momentové

ulohy, na kterych si ukdzeme piisobeni pravé odvozenych vysledkii. Nejprve uvazujme

prvni dva momenty redlné ndhodné veli¢iny, tedy tlohu s provadéci funkci nezavislou

na pocatec¢ni podmince x

(17) b(p) = (Byun, Byun?).

Dosadime-li za ;1 Diracovu miru d,,, dostavame jako vysledek provadéci funkce dvojici

(y,y?). Mnozina vSech vysledkii pro Diracovy miry tedy tvoii parabolu y = x?

v roviné R?, jejiz konvexni obal je ziejmé jeji ,vnitiek* {(z,y) : y > 2%,z € R}.
Postacujici podminkou existence neprazdného feseni pro uvedenou provadéci funk-

ci b proto je nasledujici podminka na fidici funkci f

(18) f(z) = (21, 20)(z) tak, ze z3(z) > 23(x), z1(x) € R,z € X.

Vsimnéme si, Ze nyni jde zdroven o podminku nutnou, nebot neexistuje pravdé-
podobnostni mira na realnych é&islech takové, ze En? < (En)?. Déle poznamenejme,
ze body b(d,) jsou pravé vsechny extremalni body mnoziny {b(u) : p € M1(R)}.

Jako druhy ptiklad uvazujme prvni a tieti moment realné ndhodné veliciny, tedy
b(u) = (Eun, E,n?). Diracovy miry se zde zobrazuji na kubickou kiivku y = 2° v R?
a jak si snadno ptedstavime, konvexnim obalem této kiivky je celd rovina R2. Z toho
plynou dva zavéry. Za prvé pro libovolnou redlnou fidici funkei f : X — R? spliiujici
predpoklady véty 1 existuje feseni piedlozené (b, f) tlohy. Druhy zaveér je ten, Ze
obrazy extreméalnich bodi, tedy Diracovych mér, nejsou extreméalni body konvexni
mnoziny vSech obrazi.

3.4. Existence FeSeni. Nyni mtuzeme predchozi tivahy shrnout do zavéreéného tvr-
zeni, které podstatné zjednodusuje ovéfeni existence neprazdného Teseni ve special-
nich pripadech. Ozna¢me nyni

(19) Beat(z) := {b(z,,),y € Y}.
Véta 4. Necht pro zadanou (b, f) dlohu plati jedna z ndsledugicich podminek
(1) Zobrazent b(x,n) i f(x) jsou borelovskd, b je afinni v 1 a f(x) € cOBegt(x)
pro vsechna z € X.
(2) Zobrazeni b(x, ) i f(x) jsou borelovskd, b je afinni a spojité v p a f(x) €
C0Bcyt(x) pro vSechna x € X.
(3) Zobrazeni b(x, i) je borelovské a navic afinni a spojité v u, f(x) je univer-
salné meéritelné a f(x) € TOBeyt(x) pro vSechna x € X.
Pak pro libovolnou pocdatecni podminku A € M;(X) existuje veSeni zadané (b, f)
ulohy.

4. EXTREMALNI RESEN{

Konvexita mnoziny P, pri afinnim provadécim zobrazeni podsouva myslenku za-
byvat se extremalnimi body této mnoziny. Vice bychom vSak chtéli védét o moz-
ném fFeseni se stochastickou pocatecni podminkou prochézejicim pouze extremalni
body mnoziny feseni s deterministickou pocateéni podminkou. Uvazujme v této ¢asti
pouze (b, f) tlohy splitujici podminky véty 4, abychom nemuseli dbat na mnozinu
pripustnych pocatecnich podminek. Zobecnéni neni tézké, pouze vyzaduje dalsi zna-
Ceni a znepiehlednuje vysledky.
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4.1. Charakteristika extremalniho reSeni. Chceme nyni studovat extremalni
markovskd jadra Fesici zadany (b, f) problém. Ozna¢me si proto

(20) T ={K: X UX)— (M(Y),B(M1(Y))): K je feseni (b, f) tlohy}.
Vsimnéme si, Ze pro afinni provadéci zobrazeni je J konvexni mnozina universalné
méritelnych markovskych jader. Existuje néjaka souvislost mezi extremalnimi body

J aP.?

Je-li markovské jadro J extreméalni bod vSech feseni J, pak
(21) J=aK+(1—-a)L,ae(0,1),K,LeJ=K=L=.
Pokud by existovalo z € X takové, Ze J(z) neni extremalni bod P, najdeme dvé
ruzné feSeni K, a L, a 0 < a < 1 takova, ze
J(z)=aK,+ (1—a)L,
J=aK+(1—a)L,K(z)=L(z) = J(x),z # 2, K(z) = K,,L(z) = L,.
Zobrazeni K a L jsou zfejmé méfitelnd feseni (b, f) tlohy a J neni extremélni bod

J, coZ je spor.
Je-li naopak pro kazdé = € X bod J(x) extremélnim bodem P, pak

J=aK+(1-a)L = J(x)=aK(x)+ (1 —a)L(z)
=>Lx)=K(x)=J@VeeX=J=K =1L.

Tim jsme dokézali nasledujici tvrzeni.

(22)

(23)

Tvrzeni 5. Necht pro (b, f) dlohu spliiujici podminky véty 4 existuje TeSeni J :
X — M1 (Y). Pak J je extremdlni bod J prdvé kdyz J(zx) je extremdlni bod P, pro
vSechna x € X.

Pokusme se najit néjakou dalsi charakterizac¢ni vlastnost extremalniho reseni. Jiz
jsme si vSimli, Ze extremalni pravdépodobnostni miry jsou Diracovy miry. Tedy miry,
které maji nejmensi mozny nosi¢, jediny bod. Nosicem miry p, zna¢enym supp(p)
rozumime nejmensi uzavienou mnozinu takovou, ze p(supp(p)) = 1. Jak vypada
nosi¢ extremalniho bodu mnoziny P,?

Podivejme se na feSeni u € P, jehoZ nosi¢ je nejmensi. Presnéji tak, ze pro
libovolnou miru v € P, plati, ze supp(v) ¢ supp(u). Pak mira o musi byt extremalni.
Pokud by totiz nebyla extreméalni, pak

(24) p=avy + (1 —a)ve = supp(p) = supp(v1) Usupp(v2) = supp(v;) C supp(p).
Plati tedy nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 6. Jestlize pro u € P, plati supp(v) ¢ supp(u) pro vsechny miry v € P,
pak mira p € exPy.

nepotiebujeme afinitu zobrazeni b. V kazdém pripadé jiné ze specialnich feseni, fesSeni
s nejvétsim moznym nosicem, zjevné stoji na opacném poélu mnoziny Feseni.

4.2. Extremalni body momentovych mnoZin. Podivejme se opét, jak vypada
extremalni feseni v konkrétnim pfipadé momentové tlohy. V ¢lanku [16] jsou extre-
malni body momentovych mnozin o nejvyse koneéném poctu momentovych podmi-
nek primo charakterizovany. Véta 2.1 uvedeného ¢lanku fika

Tvrzeni 7. Mé&ime dané€ méviteln€ funkce g1, ...,g, definované na prostoru Y a
redlnd cisla f1,..., fn. UvaZujme mnozinu

Q= {u € My(Y) : g; je p-integrovatelnd a /gidu = fz} .
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Pak je Q konvexni a

m m
er:{ué Q:/L:Zaiéyi,ai>0,Zai:1,yi6Y,1§m§n+l
(25) i=1 i=1

vektory (g1(yi)s -, gn(yi), 1),1 <i < m, jsou lin. nezdvisle’}.

Prozkoumejme nyni extreméalni body pro momentovou tlohu zadanou prvnimi
dvéma momenty, tedy b(u) = (E,n,E.n?). Podle predchoziho tvrzeni jsou extre-
malni body pravé ty pravdépodobnostni miry, které fesi zadanou (b, f) tlohu a maji
nejvyse tfi body nosice. VSimnéme si, ze pro libovolné t¥i rizné body y1, y2, y3 plati

vyl o1
(26) hodnost |32 %3 1| jerovna 3,
ys y3 1

neboli jakékoliv feseni (b, f) tlohy s pravé tfemi riiznymi body nosice je extremélni.
Déle si uvédomme, 7e kazdd dobfe zadana tloha tohoto typu (tedy takovd, kde
f? < f2) méa feSeni s dvéma body nosice a to {—+/f2,/f2}. V takovém piipadé
ovSem plati, Ze pro libovolné feseni u se tfemi body nosice plati —/f> & supp(u)
nebo /f2 ¢ supp(u). Jedingm Fesenim v piipadé fZ = f2 je 0y, a tiloha nem4 FeSeni
pro f2 > fo.

V tomto pripadé tedy mizeme dojit k zavéru, Ze extremalni feseni je pravée takové
feSeni y, Ze

(27) Vv € Q : supp(v) ¢ supp(u),

tedy v tvrzeni 6 plati ekvivalence. Diivod je ten, Ze trojice bodi (y;,y?) splitujicich
(26) tvori simplex a tedy existuje jedind konvexni kombinace téchto bodil jejimz
vysledkem je bod (f1, f2).

Extremélni feSeni momentové tilohy zadané provadéci funkei b(u) = (E,n, E n?)
jsou vSechna feSeni s nejvyse tfemi riznymi body nosi¢e kromé piipadu miry s no-
si¢em {y1,y2,y3} takovym, ze

(28) (W1, v2), (2, 43), (ys, y3) lezi v jedné primce.

5. ZAVERECNE POZNAMKY

Momentové ilohy, na nichz jsme vesmés ilustrovali predkladanou teorii jsou zdan-
livé jen tizkou tiidou tloh. Ve skutec¢nosti vSak jde o mnohem universalnéjsi nastroj,
nez je na prvni pohled patrné. Momentové mnoziny, tedy mnoziny feSeni momento-
vych tloh, zahrnuji napfiklad i mnoziny pravdépodobnostnich mér omezenych shora
v Choquetové usporadani danou mirou, mnoziny reSeni martingalovych problému a
mnoho dalsich. Zéjemce odkazujeme na literaturu [13]-[15], kde se 1ze také sezndmit
s problematikou integralni representace na momentovych mnozinéach.

Kromé extreméalnich feSeni, kterd maji uplatnéni pri hledani integralnich represen-
taci, maximalizaci mirové afinnich funkcionald a dalsich tlohéach spjatych se Choque-
tovou teorii, 1ze se zabyvat téz hledanim Teseni s nejvétsim moznym nosicem. Exis-
tence takového Feseni je zajiSténa splnénim CS-podminky (viz [10])

(29) V(z € X, (un)nen C P(z)) 3 (an >0, Zan = 1) : Zanun € P(z).
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V [5] je dokdzano, Ze afinita provadéciho zobrazeni b(x, 1) v proménné u je posta-
¢ujici podminkou ke splnéni CS-podminky a tedy existuje Feseni (b, f) tlohy s nej-
vétsim moznym nosicem. Vztahu nosice sdruzeného rozdéleni a nosicti marginalniho
a podminénych rozdéleni je vénovéana prace [4].

Poznamenejme jesté, ze zde predvadéné vysledky obvykle plati i pro obecnéjsi
(b, F) ulohy za dodatecného piedpokladu konvexity obrazi F'(z).

(16)
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