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POZNÁMKY K CHOVÁNÍ M - ODHADŮ
REGRESNÍCH PARAMETRŮ
ZA NEOBVYKLÝCH HUSTOT

Jan SVATOŠ

MFF UK, KPMS

Abstract. Asymptotic distribution for M-estimators in regression models
is well known for regular types of densities, when f ′(x) exists in support
of f and when support of f is an open set. My short articlen tries to show
both the asymptotic representation and distribution ofM-estimators in cases
when such regularity conditions are broken. Resulting distribution of �̂ is no
longer normal, when derivative of loss function, ψ, is discontinuous and the
discontinuity points are the same as singular points of density. For location
case, asymptotics for nonregular density cases were studied at the end of
70. and beginning of 80. years. Results for regression vectors have something
in common with results of those studies, but the multidimensionality of �
complicates the technical matters considerably.
Rez�me: V sluqa�h regul�rnyh plotnoste� asimptotika M esti-
macii dl� vektora line�no� regressii horoxo znakoma i razra-
botana. V rabotah, kotorye interesu�ts� eto� problematiko�,
uqityva�t, qto plotnost~ vektora E v modeli line�no� regressii
Y = Xβ + E regul�rna, qto znaqit, qto suwestvuet f ′ i qto nosi-
tel~ f sv�zannoe mno�estvo. Situaci�, v kotoro� ne suwestvuet
f ′(x) ili f(x) = 0 v nekotoryh izolirovannyh punktah, byla razra-
botana na perelome 70-h i 80-h godov dl� parametra lokacii. Mo�
rabota rassmatryvaet asimptotiku M estimatorov v takih sluqa-

�h. V takih neregul�rnyh sluqa�h mo�no pokazat~, qto ne sam �̂,
no ego funkci� sleduet (asimptotiqeski) raspredelenie N(0,V)
dl� nekotoro� matricy V.

1. Úvod

V příspěvku budou ukázány výsledky vedoucí k asymptotické reprezentaci
M -odhadů regresních parametrů za předpokladu porušení jedné z podmínek
kladených obvykle na hustotu chybových složek modelu. Jedná se o porušení
podmínky nenulovosti hustoty ve speciálních bodech, odpovídajících bodům,
ve kterých ztrátová funkce, obvykle označovaná jako �, není hladká. Podobné
úlohy byly řešeny v modelu polohy, kdy cílem několika prací bylo získat po-
znatky o chování výběrového kvantilu F−1

n (p) pro případ, že f(F−1(p)) = 0.
Výsledky poskytují např. články autorů Ghoshe a Sukhatmeho (1981) nebo,
de Haana a Taconis–Haantjese (1979). Podobnou úlohou se zabývala také
Jurečková (1983). V případě odhadůu parametru polohy je tedy známo, jaké
asymptotické rozdělení vzniká za situací, kdy hustota uvažovaného rozdě-
lení porušuje některé předpoklady (např. je porušen předpoklad existence
derivace hustoty nebo nosičem hustoty není konvexní množina). Výsledky
prací, zabývajících se tímto problémem, ukazují, že ne odhad samotný, ale



180 Jan SVATOŠ

jeho určitá mocnina, závisející na lokálním chování hustoty, má asymptoticky
normální rozdělení.

Příspěvek se bude zabývat rozšířením těchto poznatkůu na určení chování
M odhadůu v případě lineární regrese s pevnou maticí X, kdy hustota roz-
dělení chybových složek porušuje předpoklady způusobem uvedeným výše a
který bude dále formalizován.

2. Definice a základní předpoklady

Předpokládejme platnost regresního modelu

(1) Y = Xβ + E,

kde Y značí n× 1 vektor pozorování, Xn× p matici experimentu, β je p× 1
neznámý parametr a E označuje vektor n nezávislých a stejně rozdělených
chybových složek Ei. Dále předpokládejme, že distribuční funkce E1, kterou
označíme jako F , je absolutně spojitá a hustotu E1 označíme f(e). O distri-
buční funkci rozdělení budeme dále předpokládat, že pro aspoň jeden bod x0
platí, že

(2) lim
x→x0

|F (x) − F (x0)|
|x− x0|γ

= K

pro nějaké γ �= 1. Toto je poněkud obecnější možnost, kterou lze rozložit na
několik podtříd, z nichž lze uvést například:

• f(x0) = 0, f ′(x0) = 0. Tento případ zahrnuje kupříkladu situace,
kdy γ = m, kde m je liché přirozené číslo.

• f(x0) = 0, f ′(x0) neexistuje, ale existují limx→x+0
f ′(x0) a

limx→x−
0
f ′(x0), ať již vlastní, nebo nevlastní.

• limx→x0 f(x) = ∞.

Definice M−odhadu
M−odhadem regresního vektoru β nazveme vektor minimalizující součet

(3)
n∑

i=1

�(yi − x′
ib)

vzhledem k b. V případě, že existuje ψ = �′, je možno definici M−odhadu
vyjádřit i jako řešení úlohy

(4)
n∑

i=1

xiψ(yi − xib) = 0.

Navíc, pokud je � striktně konvexní a ψ hladká, existuje jediné b řešící rov-
nici (4). Jelikož na chování odhadu a existenci řešení (4) má zásadní vliv
skutečnost, zda ψ je absolutně spojitá nebo zda obsahuje body skoku, pro-
vedeme následující rozklad: ψ = ψ1 + ψ2, kde ψ1 je absolutně spojitá, ψ2
skoková a monotonní.
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3. Motivace

Motivací k hledání výsledků pro případ rozdělení odpovídajícímu podmínce
(2) jsou jednak výsledky dosažené pro podobný typ rozdělení při odhadování
parametrů polohy, jednak výsledky dosažené pro odhady regresního vektoru
pro

”
regulární“ hustoty. V prvním případě se jedná o změnu řádu konzistence

z obvyklého n−1/2 na řád odpovídající γ. Ve druhém případě se jedná o již
klasické výsledky, které uvádí monografie Jurečkové a Sena (1996). Pro od-
hady kvantilů distribuční funkce za podmínky (2) platí, pokud {pn} splňuje
podmínku, že n1/2(pn − p) je omezená posloupnost (viz Ghosh a Sukhatme,
nebo de Haan a Taconis–Haantjes):

(5) K|Xpn − F−1(p)|γ sgn(Xpn − F−1(p)) = p− Fn(F−1(p)) +Rn,

kde n1/2Rn → 0 v pravděpodobnosti aK je limita z (2). Otázkou je, za jakých
podmínek lze tento výsledek rozšířit na odhady regresních parametrů.

y:=abs(x-1)^0.2
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Obrázek 1. f(x) v případě γ = 1, 2

Pro γ < 1 roste f(x) v okolí x0 nade všechny meze a intuitivní představa
je ta, že řád konzistence bude vyšší.

V případě γ > 1 klesá f(x) v okolí x0 k nule a intuitivní představa na-
povídá, že řád konzistence bude nižší. V následující části bude ukázáno, jak
intuitivní představy v tomto případě odpovídají nebo neodpovídají skuteč-
nosti.
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y:=abs(x-1)^(-0.1)
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Obrázek 2. f(x) v případě γ = 0.9

y:=abs(x-1)^(3)
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Obrázek 3. f(x) v případě γ = 3

4. Výsledky

Nejprve je nutno stanovit nutné podmínky pro odvozování asymptotických
vlastností M−odhadu. Tyto podmínky jsou:

• 0 <
∫
ψ2(x)dF (x) <∞.

• Pokud ψ = ψ1, pak
∫
ψ′(x) > 0.
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• 1
nX

′X → Q > 0, případně Exx′ → Q > 0, pokud matice X je
určena náhodnými vektory xi.

Věta 1. Asymptotická linearizace vhodné funkce. Nechť ψ = sgn(x).
Pak za výše uvedených podmínek platí, že vhodnou funkci M−odhadu regres-
ního vektoru lze vyjádřit vztahem

n− 1
2−

γ
2

∑
xi|x′

i(n
1/2(β̂ − β))|γ sgn(x′

i(β̂ − β))(6)

= n−1/2
∑

xiψ(Ei)
1
K

+ op(1)

Tato reprezentace má za následek asymptotické rozdělení příslušné funkce:
Věta 2. Rozdělení vhodné funkce β̂. Jsou-li splněny předpoklady před-
chozí věty, platí:

n− 1
2−

γ
2

∑
xi|x′

i(n
1/2(β̂ − β))|γ sgn(x′

i(β̂ − β))(7)

∼ Np(0,Q
1
K2

varψ(E1))

Odůvodnění volby ψ(x) = sgn(x) odpovídající L1 odhad a diskuse obecněj-
ších případů jsou tématy poslední části (Diskuse a důsledky).

5. Myšlenky důkazů, technické poznámky

Jelikož podrobné rozepsání důkazů překračuje možnost krátkého článku,
uvedu pouze základní myšlenky a postupy vedoucí k výsledku, tedy k asymp-
totické linearitě odpovídající funkce rozdílu β̂ − β. 1 Postup se skládá z ná-
sledujících kroků:

• Výpočet vhodné aproximace střední hodnoty veličiny
∑

xi(ψ(Ei)−
ψ(Ei − n−αx′

it)) jako funkce t pro (nejprve obecné) α. Pro ψ(x) =
sgn(x) lze jednotlivé příspěvky do součtu spočíst jako xiP [0 < Ei <
n−αx′

it] pro případ x′
it > 0, v opačném případě samozřejmě xiP [0 >

Ei > n−αx′
it]. V prvním případě tedy hraje klíčovou roli výraz

∫ n−αx′it
0 f(e)de. Aproximací tohoto výrazu (ať již pomocí Taylorova

rozvoje, nebo, pro γ celé liché, rekurzívním vyjadřováním∫ A

0 f (i)(ei)dei =
∫ A

0 f (i)(ei)−f (i)(0)dei =
∫ A

0

∫ ei

0 f (i+1)(ei+1)dei+1dei

pro i =, . . . , γ − 1) dostáváme K(n−αx′
it)

γ , samozřejmě při splnění
nutných podmínek na xi.

• Stejnoměrnost konvergence vyšetřovaného součtu ke střední hod-
notě (pro vhodné α). Vhodné α vyhovuje rovnici αγ = 1/2, tedy
α = 1/(2γ). Pro ukázání stejnoměrnosti lze využít princip Skorocho-
dova vnoření. Jednotlivé příspěvky závisí na hodnotě výrazu ψ(Ei)−
ψ(Ei − n−αx′

it)). Tento výraz, vzhledem k tomu, že ψ(x) = sgn(x),

1Některé technické prvky jsou ukázány v příspěvku, který jsem přednesl na Robustu’96
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může nabývat jedné z hodnot -1,0,+1, přičemž pokud x′
it < 0, ome-

zuje se množina hodnot na 0,+1, v případě opačného znaménka
na 0,-1. Tyto náhodné veličiny opravíme o střední hodnotu, tedy
K(n−αx′

it)
γ . Tyto výsledné veličiny označíme ci. Na takto vzniklé

náhodné veličiny lze nahlížet jako na hodnoty Wienerova procesu
v čase prvního výstupu z intervalů (−ai, bi), kde hodnoty −ai, bi
jsou určeny možnými hodnotami ci. Příslušné časy označme Ti. Platí
ETi = aibi. Vyšetření ETi jako funkce t pak dává výsledek zaručující
stejnoměrnou konvergenci Sn =

∑n
i xi(ψ(Ei) − ψ(Ei − n−1/2γx′

it))
ke své střední hodnotě, ||t|| ≤ C.

• Vyjádření reprezentace. Jelikož pro γ �= 1 nelze obecně vyjádřit re-
prezentaci pro β̂−β, je uveden tvar pro |x′

i(β̂−β))|γ sgn(x′
i(β̂−β)).

• Asymptotické rozdělení se získá z reprezentace jednoduchým výpo-
čtem za předpokladu limn→∞

1
nX

′X = Q > 0.

6. Diskuse a důsledky

Výsledky se zabývají pouze případem skokových ψ funkcí, tedy funkcí definu-
jících L1 odhad, regresní kvantily a jejich konvexní lineární kombinace. V pří-
padě ψ funkcí spojitých, odpovídajících například L2 odhadu nebo Huberově
odhadu, se řád konzistence nemění a platí klasické výsledky. Ke zdůvodnění
tohoto faktu lze využít prostou skutečnost, že E(ψ(Ei) − ψ(Ei − n−αx′

it))
je pro spojitou ψ funkcí lineární v n−αx′

it, například pro L2 odhad je přímo
(ψ(Ei) − ψ(Ei − n−αx′

it)) = n−αx′
it, což vede na α = 1/2, neboť hodnota

výrazu nezávisí na lokálním chování hustoty.

Možná zobecnění: Předpokládejme, že výraz v (2) má různé (konečné a
nenulové) limity pro x → x+0 a x → x−0 . Pak výsledná reprezentace se mění
následovně:

Důsledek 1 Označme

lim
x→x+0

|F (x) − F (x0)|
|x− x0|γ

= K+, lim
x→x−

0

|F (x) − F (x0)|
|x− x0|γ

= K−.

Jsou-li splněny podmínky Věty 1, pak platí:

n− 1
2−

γ
2

∑
xi|x′

i(n
1/2(β̂ − β))|γ sgn(x′

i(β̂ − β))(8)

= n−1/2
∑

xiψ(Ei)
K+ +K−

(K+)2 + (K−)2
+ op(1)

Pro důkaz tohoto tvrzení si stačí uvědomit, že část vpravo přispívá hodnotou
K+ K+

K++K− , část vlevo pak hodnotou K− K−

K++K− .
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Předpokládejme, že podmínka (2) platí s K+ = K− = K, ale že hustota
rozdělení náhodné veličiny E1 obsahuje obecně k bodů s1, . . . , sk splňujících
(2) pro γj �= 1 ∀ j = 1, . . . , k a nějaká K1, · · · ,Kk. Pak lze z věty 1 vyvodit

Důsledek 2Označme γ0 = min{γ1, . . . , γk}, K0 = {j : γj = γ0}. Nechť ψ(x)
je po částech konstantní neklesající funkce se skoky o velikostech (aj − aj−1)
v bodech sj , j = 1, . . . , k, přičemž a0 = limx→−∞ ψ(x). Pak, jsou-li splněny
předpoklady Věty 1, platí:

n− 1
2−

γ
2

∑

i

xi

∑

j∈K0

(aj − aj−1)Kj |x′
i(n
1/2(β̂ − β))|γ0 sgn(x′

i(β̂ − β))

= n−1/2
∑

xiψ(Ei) + op(1)(9)

Toto zobecnění vyplývá ze skutečnosti, že příspěvky členů s γj > γ0 budou,
pro n → ∞, v součtu

∑
j Kj(aj −aj−1)|x′

i(n
1/2(β̂−β))|γj zanedbatelné vůči

příspěvkům členů s γj = γ0.
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