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POZNAMKY K CHOVANI - ODHADU
REGRESNICH PARAMETRU
ZA NEOBVYKLYCH HUSTOT

Jan SVATOS
MFF UK, KPMS

Abstract. Asymptotic distribution for M-estimators in regression models
is well known for regular types of densities, when f’(z) exists in support
of f and when support of f is an open set. My short articlen tries to show
both the asymptotic representation and distribution of M-estimators in cases
when such regularity conditions are broken. Resulting distribution of B is no
longer normal, when derivative of loss function, %, is discontinuous and the
discontinuity points are the same as singular points of density. For location
case, asymptotics for nonregular density cases were studied at the end of
70. and beginning of 80. years. Results for regression vectors have something
in common with results of those studies, but the multidimensionality of 3
complicates the technical matters considerably.

Pesziome: B cayuasx peryJispHbIX IIJIOTHOCTeN acuMntoTuka M ectu-
MalliM AJIs BEKTOpa JIMHEMHOI perpeccrMy XOpOIIO 3HAKOMa U paspa-
fporana. B paborax, KOTOpble MHTEPECYIOTCS €TONM NIpPOOIEeMaTUKOM,
YUUTBIBAIOT, UTO JIOTHOCTbL BeKTOpa F B MOJeIU JIMHEIHOW perpeccuu
Y = X + E perynsapHa, 4TO 3HAUUT, UTO CYHMECTBYeT f' M UTO HOCHU-
Tesib  f cBsA3aHHOe MHO»kecTBO. CHTyalusa, B KOTOPOI He CYyIIECTBYeT
f'(z) nmu f(z) = 0 B HEKOTOPBIX M30JIUMPOBAHHBIX TYHKTAX, ObLIA pa3pa-
foraHa Ha mepesiome 70-x 1 80-X rolOB IJIs IIapaMeTrpa Jokauuu. Mos
paboTra paccMaTpbeIBaeT aCUMITOTUKY M eCTHMATOPOB B TAKUX CJIyda-
AX. B TAKUX HEPEryJIADHBIX CIIy9asX MOYKHO IOKA3ATh, UTO HE CaM (3,
HO ero (yHknus cuaeayer (acumnrormdiecku) pacnpenesexnme N(0,V)
IJIsI HEKOTOPOUM MaTpursl V.

1. Uvop

V prispévku budou ukazany vysledky vedouci k asymptotické reprezentaci
M-odhadt regresnich parametri za pfedpokladu poruseni jedné z podminek
kladenych obvykle na hustotu chybovych slozek modelu. Jedné se o poruseni
podminky nenulovosti hustoty ve specidlnich bodech, odpovidajicich bodtm,
ve kterych ztratova funkce, obvykle oznacovana jako p, neni hladka. Podobné
tlohy byly feSeny v modelu polohy, kdy cilem nékolika praci bylo ziskat po-
znatky o chovani vybérového kvantilu F; ! (p) pro piipad, ze f(F~1(p)) = 0.
Vysledky poskytuji napf. élanky autori Ghoshe a Sukhatmeho (1981) nebo,
de Haana a Taconis—Haantjese (1979). Podobnou tlohou se zabyvala také
Jureckova (1983). V pfipadé odhadtiu parametru polohy je tedy znamo, jaké
asymptotické rozdéleni vznikad za situaci, kdy hustota uvazovaného rozdé-
leni porusuje nékteré predpoklady (napf. je poruSen predpoklad existence
derivace hustoty nebo nosiéem hustoty neni konvexni mnozina). Vysledky
praci, zabyvajicich se timto problémem, ukazuji, Ze ne odhad samotny, ale
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jeho urc¢ita mocnina, zavisejici na lokalnim chovani hustoty, ma asymptoticky
normalni rozdéleni.

Prispévek se bude zabyvat rozsifenim téchto poznatktiu na urceni chovani
M odhadtiu v pripadé lineadrni regrese s pevnou matici X, kdy hustota roz-
déleni chybovych slozek porusuje predpoklady zptusobem uvedenym vyse a
ktery bude déle formalizovan.

2. DEFINICE A ZAKLADNI PREDPOKLADY

Predpokladejme platnost regresniho modelu
(1) Y = X3 +E,

kde Y znaci n x 1 vektor pozorovani, X n X p matici experimentu, 3 je p x 1
nezndmy parametr a E oznacuje vektor n nezavislych a stejné rozdélenych
chybovych slozek F;. Dale pfedpokladejme, ze distribu¢ni funkce Fj, kterou
ozna¢ime jako F', je absolutné spojitd a hustotu E; oznacime f(e). O distri-
buéni funkci rozdéleni budeme dale predpokladat, Ze pro aspon jeden bod xg
plati, ze

o) o [F@ = Fo)l _

z—zo |z — x0|Y
pro néjaké v # 1. Toto je ponékud obecnéjsi moznost, kterou 1ze rozlozit na
nékolik podtiid, z nichz 1ze uvést napiiklad:
e f(zg) = 0, f'(x0) = 0. Tento pripad zahrnuje kupiikladu situace,
kdy v = m, kde m je liché pfirozené cislo.
e f(z0) =0, f'(xz0) neexistuje, ale existuji limz_wg I (xo) a
lim$H%_ f'(x0), at jiz vlastni, nebo nevlastni.
o lim, .., f(z) = 0.

Definice M —odhadu

M —odhadem regresniho vektoru 3 nazveme vektor minimalizujici soucet
n

(3) o(yi — x;b)
=1

K2

vzhledem k b. V pripadé, Ze existuje ¢ = ¢, je mozno definici M —odhadu
vyjadrit i jako TeSeni tilohy

(4) ZXﬂ/J(yl — Xib) =0.
i=1

Navic, pokud je o striktné konvexni a ¢ hladka, existuje jediné b fesici rov-
nici (4). Jelikoz na chovani odhadu a existenci feSeni (4) mé zdsadni vliv
skutecnost, zda 1) je absolutné spojita nebo zda obsahuje body skoku, pro-
vedeme néasledujici rozklad: ¢ = 1 + 2, kde 11 je absolutné spojita, o
skokova a monotonni.



POZNAMKY K CHOVANf M - ODHADU REGRESNICH PARAMETRU ZA NEOBVYKLYCH HUSTOT 181

3. MOTIVACE

Motivaci k hledani vysledkti pro ptipad rozdéleni odpovidajicimu podmince
(2) jsou jednak vysledky dosazené pro podobny typ rozdéleni pti odhadovani
parametrti polohy, jednak vysledky dosazené pro odhady regresniho vektoru
pro ,regularni“ hustoty. V prvnim pfipadé se jedna o zménu fadu konzistence
z obvyklého n~1/2 na ¥ad odpovidajici 7. Ve druhém piipadé se jedné o jiz
klasické vysledky, které uvadi monografie Jureckové a Sena (1996). Pro od-
hady kvantilt distribuéni funkce za podminky (2) plati, pokud {p,} spliluje
podminku, ze n'/2(p, — p) je omezena posloupnost (viz Ghosh a Sukhatme,
nebo de Haan a Taconis—Haantjes):

(5)  K|Xp, — F'(p)"sen(X,, — F'(p)) =p— Fu(F~'(p)) + Rn,

kde n'/2R,, — 0v pravdépodobnosti a K je limita z (2). Otazkou je, za jakych
podminek 1ze tento vysledek rozsirit na odhady regresnich parametr.

y:=abs(x-1)"0.2
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OBRAZEK 1. f(z) v pfipadé v =1,2

Pro v < 1 roste f(z) v okoli 2y nade vSechny meze a intuitivni pfedstava
je ta, ze fad konzistence bude vyssi.

V pfipadé v > 1 klesd f(x) v okoli zg k nule a intuitivni pfedstava na-
povida, ze ¥ad konzistence bude nizsi. V nasledujici ¢asti bude ukazano, jak
intuitivni pfedstavy v tomto pfipadé odpovidaji nebo neodpovidaji skutec-
nosti.
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y:=abs(x-1)"(-0.1)
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OBRAZEK 2. f(x) v pfipadé v =0.9

y:=abs(x-1)(3)
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OBRAZEK 3. f(x) v pfipadé v =3

4. VYSLEDKY
Nejprve je nutno stanovit nutné podminky pro odvozovani asymptotickych
vlastnosti M —odhadu. Tyto podminky jsou:

e 0 < [¢?(z)dF(z) < oo.
e Pokud ¢ = 14, pak [¢'(x) > 0.
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e LX'X — Q > 0, pfipadné Exx’ — Q > 0, pokud matice X je
urcena ndhodnymi vektory x;.

Véta 1. Asymptoticka linearizace vhodné funkce. Necht ¢ = sgn(x).
Pak za vyse wvedenych podminek plati, Ze vhodnou funkci M —odhadu regres-
niho vektoru lze vyjddrit vztahem

(6) n%%§:m#nwﬁ—ﬁmw@w@—ﬁ»
_nil/zlew +0p( )

Tato reprezentace ma za nasledek asymptotické rozdelem prislusné funkce:
Véta 2. Rozdéleni vhodné funkce (3. Jsou-li splnény predpoklady pred-
chozi véty, plati:

(7) n"E7E > " xi[x)(n!/2(B — B))|" sgn(x} (B — B))

~ Ny (0, Q5 varv(Ey)

Odiivodnéni volby 4 (z) = sgn(z) odpovidajici L; odhad a diskuse obecnéj-
gich p¥ipadil jsou tématy posledni ¢asti (Diskuse a dusledky).

5. MYSLENKY DUKAZU, TECHNICKE POZNAMKY

Jelikoz podrobné rozepsani dikazu prekracuje moznost kratkého c¢lanku,
uvedu pouze zakladni myslenky a postupy vedouci k vysledku tedy k asymp-
totické linearité odpovidajici funkce rozdilu ,8 B. ! Postup se sklada z na-
sledujicich krok:
e Vypocet vhodné aproximace stfedni hodnoty veli¢iny > x;(¢(E;) —
Y(E; —n~?x}t)) jako funkce t pro (nejprve obecné) a. Pro ¢(z) =
sgn(z) lze jednotlivé piispévky do souctu spodist jako x; P[0 < E; <
n~*x}t] pro pfipad x;t > 0, v opa¢ném piipadé samoziejmé x; P[0 >
E; > n~%x/t]. V prvnim pfipadé tedy hraje klicovou roli vyraz

I gt f(e)de. Aproximaci tohoto vyrazu (af jiz pomoci Taylorova

0
rozvoje, nebo, pro 7 cele liche rekurzwnlm vyjadrovamm

A ; T
f() f( dez fO dez fO fe f(l+1 ez+1)dez+1dezl
proi=,...,y—1) dostavame K( “x;t)7, samoziejmé pii splnéni

nutnych podminek na x;.

e Stejnomérnost konvergence vysSetfovaného souctu ke stiedni hod-
noté (pro vhodné «). Vhodné a vyhovuje rovnici ay = 1/2, tedy
a = 1/(2v). Pro ukzéni stejnomérnosti lze vyuzit princip Skorocho-
dova vnoteni. Jednotlivé piispévky zavisi na hodnoté vyrazu ¢(E;) —
Y(E; —n~x,t)). Tento vyraz, vzhledem k tomu, ze ¥ (x) = sgn(z),

INékteré technické prvky jsou ukazany v prispévku, ktery jsem prednesl na Robustu’96
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muze nabyvat jedné z hodnot -1,0,4+1, pfiéemz pokud x;t < 0, ome-
zuje se mnozina hodnot na 0,+1, v pfipadé opacného znaménka
na 0,-1. Tyto ndhodné veli¢iny opravime o stfedni hodnotu, tedy
K(n~ox/t)7. Tyto vysledné veli¢iny oznaéime ¢;. Na takto vzniklé
nadhodné veli¢iny lze nahlizet jako na hodnoty Wienerova procesu
v ¢ase prvniho vystupu z intervald (—a;, b;), kde hodnoty —a;, b;
jsou uréeny moznymi hodnotami c¢;. Pfislusné ¢asy ozna¢me T;. Plati
ET; = a;b;. Vysetfeni ET; jako funkce t pak dava vysledek zarucujici
stejnomérnou konvergenci S,, = 37 x; (V(E;) — ¥(E; — n~Y/?7xt))
ke své stfedni hodnoté, ||t]|| < C.

e Vyjadreni reprezentace. Jelikoz pro # 1 nelze obecné vyjadrit re-
prezentaci pro 83— 3, j je uveden tvar pro |x; ([)' B))|" sgn(x ([)' 3)).

e Asymptotické rozdéleni se ziskd z reprezentace jednoduchym vypo-
¢tem za predpokladu lim, ., 1X'X = Q > 0.

6. DISKUSE A DUSLEDKY

Vysledky se zabyvaji pouze ptipadem skokovych ¢ funkci, tedy funkci definu-
jicich L; odhad, regresni kvantily a jejich konvexni linearni kombinace. V pfi-
padé ¢ funkci spojitych, odpovidajicich naptiklad L, odhadu nebo Huberové
odhadu, se fad konzistence nemeéni a plati klasické vysledky. Ke zdivodnéni
tohoto faktu lze vyuzit prostou skute¢nost, ze E(¢(E;) — ¢(E; — n~*x[t))
je pro spojitou ¢ funkei linedrni v n~*x/t, napiiklad pro Ls odhad je pfimo
(W(E;) — ¢(E; — n~xjt)) = n~xt, coz vede na o = 1/2, nebot hodnota
vyrazu nezavisi na lokalnim chovani hustoty.

MoZna zobecnéni: Piedpokladejme, Ze vyraz v (2) ma rizné (konecné a
nenulové) limity pro r — z{ a x — z; . Pak vysledna reprezentace se méni
nésledovne:

Dausledek 1 Oznacme

lim M =K%, lim M - K.
z—war |$ - 330|'Y r—wy |q,‘ — 3;0|’)’
Jsou-li splnény podminky Veéty 1, pak plati:
(8) TEY xilxi(n'/?(B - B)" sen(x((B — B))
_ K+ + K~
Y (E) )

K+)2 4 (K~)?
Pro dukaz tohoto tvrzeni si stac¢i uvédomit, ze cast vpravo prispiva hodnotou

K+ ¢ast vlevo pak hodnotou K~

K++K—’ K++K—
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Predpokladejme, Ze podminka (2) plati s K+ = K~ = K, ale ze hustota
rozdéleni ndhodné veli¢iny F; obsahuje obecné k bodt s1, ..., s; spliiujicich
(2) proy; #1Vj=1,...,k anéjakd Ki,--- , K}. Pak lze z véty 1 vyvodit

Dusledek 2 Oznaéme o = min{v1,..., v}, Ko = {j : 7 = Y0 }. Necht ¢(x)
je po cdstech konstantni neklesajici funkce se skoky o velikostech (aj —aj_1)
v bodech s;, j = 1,...,k, pricemz ap = lim,_,_ o (). Pak, jsou-li splnény
predpoklady Veéty 1, plati:

n"iv3 > oxi > (a5 —a; ) K;[xi(n'?(8 — B))° sgn(x}(8 - B))

7 JEK)
(9) =n 2N xa(Ei) + 0p(1)
Toto zobecnéni vyplyva ze skutecnosti, Ze piispévky ¢lend s v; > o budou,

pron — oo, v souétu Y K;(a; —a;1)[x}(n'/?(8—B))|"7 zanedbatelné virci
prispévktm clent s v; = 7.
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