ROBUST’98, 161 -178 © JCMF 1998

ANALYZA NAHODNYCH BODOVYCH
VZDALENOSTI A VORONOIOVY
TESELACE SYSTEMU

Ivan SAXL!
MU AV CR

Abstract. The main gaol of distance methods as well as of polyhedral (po-
lygonal) methods of analysis of 3D (2D) point patterns is an understanding
or classification of their spatial arrangement. The methods are based on the
knowledge of properties of model point processes (€. g. point lattices, Poisson
point process, cluster fields, Bookstein model on lattices). The distributions
of spherical contact distances and of the nearest neighbour distances can be
in many cases calculated theoretically. Several examples are presented and
some applications are shortly sketched.

With the exception of the Poisson-Voronoi tessellation, the properties of
Voronoi tessellations generated by various point fields can be estimated only
by large scale simulations. The results of such simulations are summarized
and applications discussed.

Zusammenfassung. Der Hauptzweck der Abstandmethode ebenso wie auch
der Polyedermethode (Polygonmethode) zur Analyse der 3D (2D) Punkt-
konfigurationen ist eine Beschreibung oder eine Klassifikation ihrer rdumli-
chen Anordnungen. Diese Methoden beniitzen die Kenntniss von Eigenschaf-
ten der Modelle fiir Punktfelder (z.B. Punktgitter, Poissonsches Punktfeld,
Clusterfelder, Bookstein model auf einer Gitter usw.). Fiir die sphérische
Kontaktverteilungsfunktion und auch fiir die Verteilungsfunktion des Néch-
ste-Nachbar-Abstandes kénnen die theoretischen Formeln in manchen Fallen
abgeleitet sein. Einige Beispiele wie auch Anwendungen sind kurz dargestellt.

Mit Ausnahme der Poisson-Voronoi-Mosaik, kénnen die Kenngréssen der
von verschiedenen Punktfelder erzeugten Voronoi-Mosaike nur mit Hilfe von
Simulationen untersucht sein. Die Ergebnisse solcher Simulationsverfahren
werden zusammengestellt und die Anwendungen diskutiert.

Peszrome: B craThe nsyuaercsa npobieMaTrKa OBYX U TPeX pasMepHOU
KJIACU(PUKALMY [IPOCTPAHCTBEHHBIX 3HAKOB.

1. Uvop

Bodovy systém ¥ = {z1,..., 2z} (pokus o pfeklad Siroce uzivaného terminu
»point pattern“) je kone¢nd mnozina bodu z; lezicich v omezené oblasti B C
R?. Nejcastéji se jedna o referen¢ni body objekttt 2D nebo 3D prostoru,
napf. hvézd v ¢asti Vesmiru, ohnisek zemeétieseni v né€jaké seismicky aktivni
oblasti, hnizdist ptakt v ekologické nice, bunék ve vytezu tkané, zpeviiujicich
¢astic v kompozitnim materialu atd. Castym tkolem prostorové statistiky
je charakterizace takovych bodovych systémt, zejména nalezeni vhodného
modelu prostorového rozmisténi bodu z; € .

Protoze rozmisténi bodt charakterizujicich tyz jev v rtiznych oblastech
B nebo opakovany jev ve formalné téze oblasti B (jeho ,schéma® ¢i ,vzor
- pattern“) byva zhusta podobné, mé smysl dany systém ¥ povaZovat za
prunik ® N B oblasti B s ndhodnou lokalné koneénou mnozinou boda @ (tj.
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#(® N B) < oo pro libovolnou omezenou borelovskou B) definovanou na
néjaké vétsi podmnoziné RY, resp. nejlépe v celém R?. ® se nazyva bodovy
proces v R%; miizeme jej chapat také jako nahodnou miru ®(B) = #(®N B),
kterda kazdé B pritadi pocet bodd ® v ni lezicich. Lze dokézat, Ze proces
® je plné uréen funkciondlem Vi (®) = P(®(K) = 0) na t¥idé vSech kom-
paktnich mnozin K C RY. Funkcional Vi se nazyva pravdépodobnost dutiny
a jeho geometricky vyznam je pravdépodobnost, ze v K nelezi zadny bod
procesu. Casto také bodové procesy popisujeme koneéné rozmérnymi distri-
bucemi P(®(B;) = nq,...8(By) = ng); proces ® je opét plné urden touto
distribuci pro vSechny kone¢né posloupnosti {B,} disjunktnich omezenych
borelovskych mnozin.

Oznac¢me ®; bodovy proces, v némz kazdy bod procesu ¢ je posunut
o vektor h. Proces je staciondrni (nékdy se pouzivd termin homogenni),
jestlize jeho distribuce nezévisi na posunuti h; tj. napt. Vi (®) = Vi (Py)
pro libovolné h. Bodovy proces pak mé jednu rozmérovou (méritkovou) cha-
rakteristiku - intenzitu procesu A definovanou vztahem E®(B) = A\vy(B),
kde v4 je Lebesgueova mira. (Zékladnimi referencemi k celé problematice
jsou knihy [43, 44], k teselacim knihy [21, 24].)

2. ZAKLADNI TYPY BODOVYCH PROCESU

Vychozimi bodovymi procesy pro konstrukci procesi slozit€jsich jsou Pois-
sontiv bodovy proces (PBP) a translacni bodovd myizka L (s ndhodnou po-
lohou poé¢atku, piip. také orientaci). Z libovolné bodové miizky L¢ intenzity
AL muzeme spojité ptejit k PBP dvéma jednoduchymi postupy. Bernoullituv
proces (BP) na mfiizce vznikne, kdyZ uzly jsou realizovany nezévisle s prav-
dépodobnosti p < 1. Lze dokazat, ze limitou BP pii p — 0, A\, — oo pii
zachovani pA;, = A = konst. je PBP intenzity A. Druhy postup je zalozen na
Booksteinové modelu BE = {x+&,;x € L4}, kde &, jsou nezavislé stejné roz-
délené nahodné vektory s centrovanym d—rozmérnym normalnim rozdélenim
s varianéni matici 627. Limitou BM pf#i 6 — oo je PBP intenzity Ar..

Necht do,, je vzdalenost mezi dvéma m—tymi nejblizsimi sousedy v L%.
Lze snadno dokazat, ze vzdalenost d,, mezi dvéma m—tymi nejblizsimi sou-
sedy v B¢ mé necentralni y—rozdéleni s hustotou [44]

1) ) = a1 2 expl 5 2720 + e (T ).
kde I,(z) je modifikovana Besselova funkce fadu p a X2 = 252.

Stacionarni Poissoniv bodovy proces ® se obvykle definuje predpisem
poissonovské distribuce ®(B) s parametrem Av4(B). Ekvivalentné lze vyjit
z platnosti podminky nezavislosti po¢tu bodu v disjunktnich oblastech, tj.
P(®(B1) =n1,..9(Bk) =ni) = P(®(B1) =n1) X ... x P(®(By) = ng). Pro
pravdépodobnost dutiny pak plyne
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(2) Vie(®) = exp[—Ava(K).

Bodova mfizka je ptikladem procesu s pevnym jddrem - uvnitt koule
b(xg, h) poloméru 0 < h < do; se stfedem v bodé procesu zj nelezi zadny
jiny bod procesu. V PBP je pro malé v4(B) pravdépodobnost P(®(B) >
2|®(B) > 1) = Avq(B)/2, takze v libovolném e-okoli bodu procesu neni pii-
tomnost dalsiho bodu procesu vyloucena. V BM vsak tuto pravdépodobnost
mizeme ucinit pro libovolné 0 < € < dp; libovolné malou volbou dostate¢né
malého &; Bg je proces s quasi-pevnym jadrem.

Shlukové procesy ¢i shlukovd bodovd pole mizeme tvorit nasledujicim po-
stupem. Necht Z je t¥ida vSech koneénych posloupnosti bodit Z € R%. N4-
hodny element Z € Z s distribuci P(Z) je ndhodny shluk. Jeho numerické
charakteristiky jsou N = card Z (pocet bodi, zvanych obvykle dcery),
jeho primér diam Z & objem konvexniho obalu v4(conv Z) [1]. Necht dale
¢ = {x1,...} je realizace libovolného vyse zavedeného bodového procesu in-
tenzity A, a Zj jsou nezavislé repliky ndhodného shluku Z. Pak

o0
(3) X = U(a?k + Z)

i=1
je shlukové pole; je ndhodnou mnozinou definovanou jako sjednoceni (union
set) Poissonova procesu na Z. Body z;, (shlukova jadra, zarodky) se obvykle
nazyvaji rodice. Pokud se pozaduje, aby i rodice byli elementy procesu, je
tieba uvazovat X U ¢ misto X). Konkrétné, jestlize ® je PBP, shlukové
pole se nazyva Booleovské piipadné Neyman-Scottovo. Jestlize ® = L9, je
X shlukové pole mrizkove. Intenzita shlukovych poli je A = ENJ, resp.
(14+ EN)\, za pfitomnosti rodi¢a.

Podle typu prostorového rozmisténi dcer 1ze zavést shluky globulérni -
rovnomérné nédhodné v kouli Rb(0,1), sférické - rovnomérné ndhodné na
ORb(0,1), pravidelné - vrcholy pravidelnych polytopt. Podle distribuce N
rozlisujeme shluky binomické - N = konst. a poissonovské; globularni poisso-
novské shluky se nazyvaji Matérnovy. Limitou shlukovych poli s ndAhodnymi
shluky pii R — oo je bud PBP nebo proces PBP lokalné velmi blizky.

3. VZDALENOSTI A FUNKCIONALY S NIMI SOUVISEJICI

Pro je stacionarni bodové procesy se zavadéji dva zakladni funcionaly cha-
rakterizujici vzdalenosti. Necht B = b(0, 7).

a) Protoze 0 ¢ ® témér jisté, udava funkciondl F(r) = 1 — Vp(®) pravdé-
podobnost, Ze eukleidovska vzdalenost o bodu komplementu ®¢ = R%\ & od
nejblizstho bodu procesu ® nepiesahuje . F(r) se nazyva sférickd kontakini
distribucni funkce.Dosazenim za Vj g ,y(®) dostaneme pro PBP
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(4) F(r)y=1- exp(—)\/idrd),

kde g = v4(b(0,1)) je objem jednotkové koule. Obecné momenty jsou Eo* =
(Mka)"® 10 (14 k/d), tj. Eo =0.520.554 pro A\ =1a d = 2,3.

b) Druhy dtlezity funkciondl je D(r) = 1 — P(®(B) = 1|0 € ®). Takto
podminénou pravdépodobnost lze formalné korektné definovat; podminku
0 € ® splnime pro libovolné pole jeho posunutim o —z, 25 € ®). Funkcionél
D(r) pak udava pravdépodobnost, ze v kouli 7B(0,1) lezi n&jaky dalsi bod
procesu, nebo-li pravdépodobnost, Ze eukleidovska vzdalenost bodu procesu
od jeho nejblizstho souseda neptesahuje r. D(r) je tedy distribucni funkce
vzddlenosti nejblizsich sousedi p. Pro PBP plati tzv. Slivniaktiv teorém [43],
podle néjz P(® mé vlastnost
Y0 € &) = P(® U {0} ma vlastnost ¥). Odtud plyne pro PBP rovnost
D(r) = F(r).

Kvalitativné 1ze odhadnout, jak se zméni ve srovnani s PBP funkcionaly
F(r), D(r) ve shlukovych polich a procesech s pevnym jadrem - viz obr. 1,2.
Jestlize v PBP dané intenzity vytvorime selektivnim posunutim bodu shluky,
vzdalenosti nejblizsich sousedu se zkrati a zaroven se zvétsi prazdné oblasti;
kiivka D(r) se posune smérem k niz$im hodnotdm r a piiblizi se vertik4lni
ose, kiivka F'(r) se posune smérem opaénym. Pfesné opacnd situace nastane,
jestlize od sebe vzdalime blizké body PBP pfi vytvafeni procesu s pevnym
jaddrem (D(r) = 0 pro r < h > 0), hodnoty 1 ovSem F(r) dosdhne obvykle
(ne vSak v L?%) pozdéji nez D(r). Na zakladé této tivahy byla zavedena tzv.
J—funkce jako neparametricka charakteristika bodovych procesii:

(5) I(r) = %7 r >0 F(r) < 1.

Pro PBP je zfejmé J(r) = 1, pro procesy s pevnym jadrem J(r) nejprve
roste do lokalniho maxima a pak teprve klesne k nule, ve shlukovych polich
od pocatecni hodnoty 1 monoténné klesa. Problém jejiho pouziti spociva
v tom, Ze z platnosti J = 1 neplyne nutné, ze bodovy proces je PBP [4].

Uréeni F(r) a D(r) pro shlukové procesy. Pro vypocet F(r) miZeme pouzit
nésledujici Gvahu. Ze souboru v8ech bodi komplementu ®°¢ k hodnoté F(r)
prispivaji ty body, které nejsou od bodid procesu dale nez r a tedy hodnota
F(r) je pro ergodicky proces ® rovna objemovému podilu sjednoceni kouli
poloméru r se stiedy v bodech x € ®, tj.

_ . ve(X(r)N B)
(6) F(r) = Vd(gI)ILOO B
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kde
(7) X(r) = (& b(0.7),

k

a @ je znak Minkowského séitdni mnozin. Mnozina X (r) je model zdrodek-
zrno (germ-grain model) s kulovym zrnem rb(0, 1); jestlize ® je PBP, nazyva
se (i pro libovolné zrno, napf. tvofené ndhodnou uzavienou mnozinou =)
modelem Booleovskym. Pro néj je znamo, Ze jeho objemovy podil je p =
1—exp[—AEvq(Z)]. V pfipadé Booleovskych shluku je E = Z@rb(0, 1), odkud
vySe uvedeny vztah (4) pro PBP plyne jako specidlni ptipad pro Z = {0}.
Uréeni F(r) shlukovych poli se pak redukuje na vypocet stiedni hodnoty
objemu dilatace Z & rb(0,1). V pracich [28, 32, 40] jsou uvedeny piiklady
prubéht F(r), D(r), J(r) pro Booleovské shluky rtznych typt) - obr. 1.
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Obr. 1. Funkce hustoty pravdépodobnosti sférické kontaktni vzdalenosti f(r) pro rovinné
shlukové pole se shluky rtznych typti s EN = 4,¢ = 0.8 (vyznam c viz niZe, proménnd
r je v jednotkach )\;1/2, takze D = 2R = 0.4 ve stejnych jednotkéch). Plnd kiivka po-
pisuje Matérnovy shluky, ¢arkovand sférické a Eerchovand pravidelné (vrcholy é&tverce).
Teckované kiivky odpovidaji limitnim pfipadim PBP dcer (¢ — oo, leva kiivka) a ro-
di¢t (pravé kiivka). Shlukové kiivky maji dva slabé zietelné mody: prvni je odvozen ze
sférickych kontaktnich vzdalenosti bodi ®€¢ lezicich uvnitf a v nejbliz§im okoli shluki,
druhy reflektuje vzdalenost mezi shluky zmensenou o jejich rozméry. Jsou-li shluky velmi
malé, sféricka kontaktni vzddlenost méfend z vétsiny bodlt ®¢ je nedokaze rozlisit a f(r)
se od krivky rodicovského procesu vyraznéji lisi jen pfi hodnotach r srovnatelnych s polo-
mérem shluku. Pravidelné shluky jsou specidlnim ptipadem shlukt sférickych, proto jsou
prubéhy jejich f.h.p. podobné. Vyraznéjsi vzajemné rozdily mezi jednotlivymi kfivkami
odpovidajicimi riznému rozmisténi dcer i vétsi rozdil od kiivek jednoho z limitnich PBP
jsou omezeny na rozmérovou oblast II. Viz obr. 3.

Urcent distribucnich funkci F(r), D(r) v pravidelngch bodovych miizkdch
a v Booksteinové modelu na mrizkdich. Misto toho, abychom body komple-
mentu ®¢ charakterizovali podle hodnot jejich vzdalenosti od bodd procesu
®, miizeme je rozdélit také do oblasti podle piislusnosti k jednotlivym bodtim
procesu. Kazdému bodu zj, € ® ptifadime celu (konvexni polytop)
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(8) Cr ={z € R, ||z — 2| < ||& — a]| pro j # k}.

Sjednoceni vSech takovych cel vyplni cely prostor a nazyva se Voronoiova te-
selace T'(®) generovand procesem @ [21, 24]. Vztah mezi T'(®) a D je v fadé
pfipadt vzdjemné jednoznacény a to i tehdy, kdyz eukleidovskd norma je
nahrazena obecnéj§imi funkcemi. Distribuén{ funkci F'(r) mizeme pro ergo-
dicky proces ® zapsat také jako objemem cel vazeny pramér distribuc¢nich
funkei Fi(r) v jednotlivych celach

S ba(Cr N ()
9) F(r) = lim = =E,, ) F(r).
va(Cr)

M=

k

1

Tento vztah je uZitecny pro vypocet F(r) v pravidelnych bodovych miizkach,
kde jsou vSechny Voronoiovy cely translacné ekvivalentni, pripadné v pra-
videlnych bodovych miizkach s pravidelnymi shodné orientovanymi shluky
nebo jednoduchymi poruchami typu ,vakance* (chybé&jici pravidelny shluk
miizkovych bodi) ¢&i ,intersticidl“ (bod mimo uzel miizky), kdy je cel s riiz-
nym objemem jen kone¢ny pocet [36].

Distribuéni funkce D(r) v pravidelnych miizkach je skokova 0-1 funkce se
skokem v bodé nejkratsi miizkové konstanty a, pak je jeji hustota d(r) = §(a).
V porusenych miizkach vakanéniho typu je D(r) stejnd, u poruSenych mii-
zek intersticialniho typu pristoupi ke skokové funkci také slozka odpovidajici
jejich poloze vzhledem k miizkovym boddm.

Distribuéni funkci vzdalenosti mezi nejbliz§imi sousedy pro Booleovska
shlukové pole dostaneme takto: 1 — D(r) je pravdépodobnost, ze v kouli
rb(xy, 1) lezi pouze bod zy, a ta je soud¢inem pravdépodobnosti dutiny celého
shlukového pole a tzv. pravdépodobnosti samoty (recluse probability) R(r),
7e v rb(xy, 1) nelezi ani zddny jiny bod (,sestra®) shluku, do né&jz x; patii
[42, 44]:

(10) D(r)=1—-(1—-F(r))R(r).

V tomto pfipadé je tedy pravdépodobnost R(r) identickd s J—funkei a dava
ji specifickou interpretaci. Odpovidajici vztahy pro R(r) a ptiklady pribéht
D(r) pro rtiznd Booleovska shlukova pole jsou v [40].

Ponékud jinym zptisobem je tfeba pocitat distribu¢ni funkce vzdalenosti
v Booksteinové modelu BE [26, 33]. Necht F),(r) je distribuéni funkce vzdéle-
nosti libovolného posunutého bodu mfizky od jeho posunutého m—tého nej-
blizsiho souseda v piivodni m¥iZce a g, je pocet t&chto sousedti (odpovidajici
funkce hustoty pravdépodobnosti je uddna vztahem (1)). Zfejmé 1 — D(r) je
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pravdépodobnost, Ze v kouli b(, ) nelezi zadny z prvnich, druhych a dalsich
sousedit ptivodniho mifzkového bodu {0}, tj. bodu {0+ ¢} € BZ. Pak

o0
(1) D(r)=1-P(BE{Nrb(¢,1) =¢lé € BE) =1— [[ (1 = Fnlr)).
m=1
Distribuéni funkci sférické kontaktni vzdalenosti poc¢itame podobné, vychaze-
o0
jice z nemiizkového (a tedy neposunutého) bodu y ¢ L¢ = |J xx a oznacéime
k=0
don, = ||y — 1| jeho vzdalenost od miizkovych bodt x; € L?. Funkce hustoty
pravdépodobnosti F(r;y) vzdalenosti pevného bodu y od bodi B¢ bude mit
opét tvar (1) se X' = & a dy, misto dom,; odpovidajici distribuéni funkce
budiz F,(r;y). Z¥ejmé podobné jako v piipadé D(r) je

oo

(12) F(r;y) =1—[[(1 = Fu(r;w)

n=0

a hledanou distribuéni funkci F'(r) dostaneme jako stfedni hodnotu pro y ze
vhodné zvolené oblasti (napf. trojihelniku (0 < y; < 0.5) x (0 < y2 < y1)
pro d = 2). P¥iklad prubéht fh.p. f(r) a d(r) v Booksteinové modelu na
étvercové mfizce je na Obr. 2.

Viiv rozméru shluku na distribucnd funkce F(r), D(r). Jestlize polomér koule
R obsahujici shluk roste, dochazi k ¢asteénému a posléze Gplnému promi-
chéni shlukt a shlukovy proces je stézi rozliSitelny od PBP. Hruby odhad
toho, pii jakych hodnotach priméru D = 2R k této situaci dojde, dosta-
neme napf. z distribuéni funkce D, (r) procesu rodi¢i (vyznateno indexem
p). p1 = Dy(2R) je pravdépodobnost, ze koule Rb(xy, 1) se stfedem v bodé ro-
dic¢ovského procesu protina kouli stejného polomeéru se stfedem v jiném bodé
procesu, p2 = D,(R) je pravdépodobnost, ze dvé takové koule vzdjemné
obsahuji své stfedy. Primér D obvykle vyjadiujeme pomoci bezrozmérné
veli¢iny ¢ = D/Ep, tj. v jednotkéch stfedni vzdalenosti nejblizsich sousedt
rodi¢ovského procesu Ep. Pak p; &~ 1 —exp[—(0.9¢)3], p2 ~ 1—exp[—(0.45¢)?]
pro R2 i R3, odkud p; < 0.1, ps < 0.01 pro ¢ < 0.5 - oblast I zanedbatelné
interakce shlukt. Naopak pro ¢ > 4 jsou obé pravdépodobnosti prakticky
rovny jedné - oblast III hlubokého prolinani shlukt. Ve stfedni oblasti II,
0.5 < ¢ < 4 pak probihaji velmi vyrazné zmény téch vlastnosti, které za-
chycuji rozmisténi bodu procesu v celém prostoru - tj. sférické kontaktni
vzdélenosti F'(r). Pfitom pribéh F(r) shlukového pole s malymi shluky se
pro velké hodnoty r se blizi pribéhu této funkce v rodicovském poli inten-
zity \p: zdalky se shluky jevi jako bodové. Jsou-li shluky velké, F'(r), D(r) se
malo 1isi od pribéhu odpovidajiciho PBP s intenzitou A. Piiklad zavislosti
Eo vs ¢ pro shluky rfizného typu s N = 3 v R? je na Obr. 3.
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Obr. 2. Funkce hustoty pravdépodobnosti vzdalenosti nejblizsich sousedu d(r) (¢arko-
vand kfivka) a sférické kontaktni vzdalenosti f(r) (plné kfivka) pro Booksteiniv model
B2, 5 = 0.2 (v jednotkach A~1/2) na &tvercové bodové miizce. S rostouci hodnotou smé-
rodatné odchylky posunuti & se obé& kiivky blizi své spolec¢né limité odpovidajici PBP
(¢erchovang). Pro srovnani je vynesena také f(r) pro vychozi étvercovou miizku B2 (teé-
kované), odpovidajici d(r) = (1) vynesena neni.
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Obr. 3. Zavislost stfedni hodnoty Eo sférické kontaktni vzdéalenosti na velikosti shluku ¢
pro rovinna shlukova pole s EN = 3 . Horni horizontalni ¢ara vyznacuje hodnotu Eco
v PBP rodi¢a (Ap = 1), dolni odpovidé limitnimu p¥ipadu ¢ — oo (PBP dcer s A = 3X,).
Sférické shluky jsou vyznaceny silné, Matérnovy slabé, binomické (N = 3) carkované,
pravidelné shluky (rovnostranné trojuhelniky) ¢erchované. Hodnota Ec v polich se shluky
s Poissonovskou distribuci po¢tu dcer je vyssi nez v procesu rodi¢i diky nezanedbatelné
pravdépodobnosti P(Z = () = exp(—EN) pfitomnosti prazdnych shluki.
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Jiné kritérium velikosti shluku dostaneme porovnanim intenzity shluko-
vého pole A = N\, s lokalni intenzitou \. = N/(kqR?) uvniti koule shluk
obsahujici. K ,,rozpusténi® shluku dojde pfi takové velikosti koule, ze A = A.;.
Pro Booleovské shluky dostaneme cs; ~ 2.3 pro 2D i 3D, tedy hodnotu zhruba
uprostifed oblasti II.

Distribuéni funkce D(r) zavisi pfedevsim na vzdalenosti dcer ve shluku;
jeji stfedni hodnota v globuldrnim shluku je pfi dvou dcerach Ep = D/2
v R? i R? [31]. Pro velké N lze tento shluk povazovat za vybér z PBP: pro
R? pak dostaneme Ep ~ 0.45N~1/3D.

Testovdni bodovych systémi, aplikace. PTi testovani zkoumanych bodovych
systému je vzdy vychozi hypotézou, ze se jedna o vybér z PBP. K tomu jsou
vyhodné statistiky obsahujici vzdéalenosti obou typt, napt. statistiky typu
Sk = mj(u)/m}(v), kde {u},{v} jsou nezavislé vybéry ze o (sférické kon-
taktni vzdalenosti), p (vzdéalenosti nejblizsich sousedtt) a m}, je k—ty vybé-
rovy moment [12, 45]. Pro vybéry stejného rozsahu n z PBP ma Hopkinsova
statistika H = Y u?/ > v? Fisherovo Fyy, 2, rozdéleni. Po zamitnuti vychozi
hypotézy lze pak dale usuzovat na typ odchylky od PBP (shluky, pevné
jadro), prip. vybrat jiny vhodny model srovnanim vybérovych hodnot S
s hodnotami teoretickymi. P¥i dostate¢né pocetnych bodovych systémech lze
volbu modelu potvrdit odhady distribu¢nich funkci samotnych, prip. funkci
R(r), J(r) atd. Vybéry jsou ovSem prakticky vzdy cenzorované; pozorované
vzdélenosti jsou totiz jednak limitovéany rozméry sledované oblasti (pozoro-
vaciho okénka), jednak nap¥. body procesu lezici v blizkosti okraji okénka
mohou mit své nejblizsi sousedy vné okénka. Pro korekce jsou pouzivany
nejriznéjsi postupy popsané v [3, 6, 10, 12, 15, 27, 29, 30, 35, 45].

S ohledem na vysSe uvedené vlastnosti jsou metody testovani zaloZzené na
vzdéalenostech spise dopliikové k metodam jingm (odhad pribéhu parové ko-
rela¢ni funkce, polygonalni a polyedralni metody). Pfesto se v posledni dobé
objevila nova vlna z&jmu o né jak po strance jejich praktického vyuziti [3,
15, 29], tak i po strance teoretické [17, 18]. Navic znalost distribué¢nich funkci
obou typt vzdalenosti se mtze uplatnit pfi studiu transportnich jevi mezi
centry, jejichZ rozméry jsou malé ve srovnani s jejich vzdalenostmi, pfip. pro
charakterizaci procest souvisejicich s ¢asticemi koneénych rozmért — jednak
v procesech s pevnym jadrem, jednak u dutin dovolujicich vzajemné prekry-
vani. Ptiklady viz [25, 35, 44].

Vztahy Eo = 0.5/v/A a Eo? = 0.318/) pro PBP slouzi k odhadiim in-
tenzity A u tzv. nemapovanych bodovych systémi, napi. pro odhad hustoty
(intenzity) nejen pevnych (stromy, hnizda) ale i pohyblivych (Zivocichi) ob-
jekti v jisté oblasti neznamé velikosti. Pro tuto oblast aplikace byly ostatné
distan¢ni metody ptavodné vypracovany v lesnictvi. Vybérové postupy za-
méfené na korekce ruznych defektt vizualniho pozorovani cili a optimalizaci
méfeni jsou popsany v [12, 45] a zejména v [6]. Vychyleni odhadu intenzity
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pri pouziti vysSe uvedenych vztahti i pro objekty s rozlozenim pravidelnéjsim
nez je PBP neni obvykle kritické. I v meznim piipadé ¢tvercové ¢i trojuhel-
nikové (rovnostranné) miizky je totiz Eo ~ 0.38/v/\ s ptiblizné poloviénimi
druhymi momenty vzdalenosti (ve srovnéni s PBP).

4. PROSTOROVE TESELACE GENEROVANE
BODOVYMI PROCESY

Misto primého zkoumani zadaného bodového systému ¥ metodou vzdéle-
nosti, klasickou metodou ¢tvercti [12, 36, 43, 45] ¢ odhady charakteristik
druhého fadu [30, 36, 43, 44], 1ze sledovat také Voronoiovu teselaci systé-
mem generovanou a porovnat ziskané odhady s vlastnostmi modelovych te-
selaci. Znalost téchto vlastnosti ma kromé toho podstatné sirsi uplatnéni, ne-
bot v fadé oblasti se vyskytuji redlné teselace jako zrna polykrystalt, buiiky
tkéni, spravni okrsky ¢i oblasti obsluznosti z daného centra atd. Uzitecné jsou
i zobecnéné Voronoiovy teselace, u nichz bud generatorem cely neni bod, ale
¢arovy segment, obrazec ¢i téleso, nebo vzdalenost neni eukleidovska [24].

Ristové modely. Dilezité jsou i obecnéjsi modely teselaci vzniklych prede-
psanym mechanismem rdstu cel z bodovych zarodkd. Hranice cely pfitom
vznikd postupné tak, ze rust se lokalné zastavi jakmile dojde k doteku sou-
sednich cel. Pfedpoklad simultanniho izotropniho rastu zarodkt konstantni
rychlosti dava opét Voronoiovu teselaci s celami, které jsou konvexnimi poly-
topy a jejichz hranice je tvofena body stejné vzdalenymi od nékolika zarodki.
Obecnéjsi model predpoklada, ze okamzik pocatku ristu zarodku je ndhodny.
PBP miiZeme realizovat ve ¢tyfrozmérném poloprostoru R? x [0, 00) a hod-
nota ¢tvrté souradnice kazdého bodu udava okamzik, v némz zarodek zacne
izotropné rist konstantni rychlosti v. Pfitom musime navic predpokladat,
ze zarodek zanikne, jestlize v okamziku zapoceti svého ristu lezi uvnitt jiné
jiz rostouci cely. Vznikla teselace se nazyva Johnsonova-Mehlova [22]; jeji
cely jiz nejsou konvexni, hranice jsou tvoreny tseky hyperbolickych kiivek
¢i ploch. Predpoklad casové zavislé rychlosti nukleace je dalsim zobecnénim
dévajicim vzniknout tzv. nehomogenni Johnsonové-Mehlové teselaci [22, 23,
43].

Charakteristiky teselaci. Informace obsazena v teselaci je velmi bohaté, i kdyz
fada veli¢in spolu navzajem souvisi. Slozky hranice cel se podle své dimenze
s = 0,...,d nazyvajl s — fasety (napt. l-faseta je hrana, d-faseta je cela
samotnd). Teselace je reguldrni, kdyz dvé sousedni s-fasety bud koinciduji,
nebo jejich prinik je s'-faseta dimenze s’ < s. Jestlize kazd4 s-faseta je spo-
leénd (d — s+ 1) celam, je teselace normdlni. Voronoiovy teselace generované
PBP (Poissonova-Voroniova teselace — PVT), BM se ¢ > 0 a globuldrnimi
shluky jsou normdlni i regularni: v 3D se ¢tyfti cely setkavaji ve vrcholu, tii
v hrané, dvé ve sténé. Naopak teselace generované bodovymi miizkami ¢i
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obsahujici pravidelné nebo sférické shluky jsou pouze regularni. Z duvodi
snazsi a rychlejsi simulace lze v téchto pripadech vysSetfovat Booksteindv
model Bg na pfislusné mrizce se zanedbatelnou smérodatnou odchylkou &
resp. sférické ¢i regularni shluky s dcerami nezavisle nadhodné posunutymi
o vektor majici napi. centralni d-rozmérné normalni rozdéleni se smérodat-
nou odchylkou zanedbatelnou ve srovnéni s rozmérem shluku (tento zptsob
byl pouzit u simulaci sférickych shlukovych poli v [37]). Zavislost nékterych
charakteristik cel na & v§ak ma nespojitost v bodé & = 0: napf. stfedni pocet
vrchold cely rovinné ndhodné normélni teselace je vzdy 6, tj. napf. i u Bg
jejiz limitou pfi 6 — 0 je ¢tvercova teselace.

Vybrané vlastnosti prostorovych teselaci jsou uvedeny v Tab. 1, pokud
neudéno jinak, jednd se o hodnoty teoretické [21, 22, 24]. Pro srovnéni jsou
uvedeny i zndmé teoretické hodnoty pro nekonvexni JMT. U Booksteinova
modelu jsou Sipkami naznadeny limitni p¥ipady kubické miizky & — 0 (hod-
noty uvedené prii nespojitosti zprava odpovidaji & = 0.005) a PVT pii
0 — o00. Podobné sipky u teselaci shlukovych poli znazornuji limitni pii-
pad ¢ — o0, zatimco ¢iselné hodnoty se vztahuji k Matérnovym a sférickym
shlukiim s N = 30 pti ¢ = 0.005.

Tab. 1. Charakteristiky prostorovych teselaci:
kubickd (KUB), Booksteintiv model na kubické miizce (BMT),
PVT, shlukovd pole (SPT) se sférickymi (S) a Matérnovymi (M) shluky,
model Johnsona-Mehla (JMT).

KUB | BMTY | PVT SPT(S-M)q JMT
ny 6 16.1 — [15.5355 | « (15.92 — 15.09)|13.28
varnyg | 0 4.7 — |11.12467| «— (23.00 — 28.30) | 57.25%
varv | O — — | 0.1790 — (11.28 — 2.93)| 1.136
Es 6 — — | 5.8209 | « ( 6.19 — 5.05)| 5.143
vars | 0 — — | 21915 | <« (17.40 — 37.29)

Ep 12 17.9 — [17.4956 | <« (19.18 — 13.43)|14.856
varp | 0 2.6 — |13.6179 | «— (70.32 — 177.4)
Ew 1.5 +— — | 1.4580 — (1.60 — 1.11)| 1.238
varw | 0 — — | 0.030* | <« (0.276 — 0.940)
Efs 0.566 | «— — | 0.579* | < (0.319 — 0.336)
Egs | 0.724] — — | 0.728* | — (0.566 — 0.547)

e *Lorz a Hahn [20] simulaci (10° cel).

e ¢ Ponizil [26, 37] simulaci (10° cel pro kazdou volbu parametri).
SPT: EN = 30.

o [Mgller [23] simulaci (10 000 cel).
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Charakteristiky konvexnich teselaci lze rozdélit do t¥i skupin:

a) Rozmérové - objem v, povrch s, obvod p, st¥edni sitka w v 3D, plocha v’
a obvod s’ v 2D, délka v” v 1D. Podle dimenze s-faset, ke kterym se vztahuji,
jsou homogennimi funkcemi stupné —s/d intenzity generujiciho procesu .
Jejich zavislosti (a zavislosti jejich momenti) na parametrech ¢, EN shlu-
kovych procesi jsou kvalitativné shodné (hodnoty korela¢nich koeficientii
obvykle pfevysuji 0.9), obecné v8ak nikoliv monoténni! Diky tomu citlivé
odrazeji usporadani dcer ve shluku i distribuci jejich poétu. S ohledem na
jejich homogenitu jsou rozmérové charakteristiky vzdy uvadény pro jednot-
kovou intenzitu A generujiciho procesu. Pokud teoretické hodnoty nejsou
znamy, byly stanoveny rozsahlymi simulacemi, typicky pro soubory obsahu-
jici > 10° cel (opakovédnim mensich realizaci s maximéalné 103 celami pro
omezeni vychyleni). Zvlastnim typem rozmérovych charakteristik jsou glo-
bdlni charakteristiky teselaci (intenzity mér) Sy = AEs/2 (stfedni celkova
plocha hranic v jednotce objemu), Ly = AEp/3 (stfedni celkova délka hran
v jednotce objemu) atd. Jejich vyhodou je platnost jednoduchych stereolo-
gickych vztahdi mezi nimi a analogickymi veli¢inami teselaci indukovanych
obecné d—dimenzionalni teselaci v jejich prinicich s linedrnimi podprostory
dimenze d’ < d: napt. Sy = 2L 4, kde Ly = NEs'/2 je stredni celkova délka
hran na jednotkové plose roviny fezu (napf. roviny vybrusu) [46]. Stereologie
teselaci je podrobné diskutovéna v [38].

b) Tvarové - na intenzité jsou nezavislé. Jsou to pfedevs§im pocty vrcholt,
hran,..., stén ; vzhledem k jejich vzajemné zavislosti se u 3D regularnich
normélnich teselaci urcuje resp. tabeluje pouze pocet stén ny; plati totiz Ze
pocet vrcholt n, = 2(ny — 2) a pocet hran n. = 3(ny — 2). Dalsi charak-
teristiky jsou dihedrdlni thly, a to ndhodny dihedraln{ tihel 6 (v kazdé cele
zvolime rovnomérné ndhodné jeden) a primeérny dihedralni thel cely © (ji-
nymi slovy je € dihedralni tthel v typické hrané typické cely a © je prumérny
dihedrélni thel typické cely). Stfedni hodnoty Ef, EO jsou velmi blizké hod-
noté 2m/3, jejich distribuce jsou vSak zcela rozdilné. Koneéné do této skupiny
patii ,izoperimetrické“ tvarové faktory

6v v ,  Am

SI

Tvarové faktory dosahuji naximélni hodnoty 1 pro kouli resp. kruh a klesaji
k nule pro tenké desky i dlouhé tycinky. U shlukovych teselaci maji podobné
hodnoty pfi shlucich obou typt a jsou vyrazné nizsi nez u PVT. Ve vSech
ptipadech jsou zndmy pouze ze simulaci.

¢) Charakteristiky sousedstvi, podminéné stfedni hodnoty aj. - sem patii
zejména stfedni hodnoty typu E(e|n; = N), pravdépodobnosti P(ny = N)
atd. Velka pozornost byla vénovana dvéma ptivodné empirickym relacim pfi-
blizné ovéfenym pro prirozené rovinné teselace, totiz Lewisovu zdkonu, je-
hoz 3D verze je E(vlny = N) o« N, a Aboavovu (Aboavovu-Weaireovu)
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zdkonu my o 1/N, kde my je stfedni pocet stén (hran v 2D) polytopt
sousedicich s polytopem majicim N stén (hran) [24]. Prvni ,zdkon“ podle
vysledkt simulaci neplati (dokonce ani pro Poissonovu-Voronoiovu mozaiku)
[39] a ,,isp&sné*“ pokusy o jeho obecny diikaz vesmés obsahuji n&jaky skryty
a neoduvodnitelny predpoklad. Jesté hife plati analogické vztahy pro ostatni
rozmérové charakteristiky, napf. Deschtv zdkon E(s|ny = N) o< N. Lewistv
zékon, vyjadrujici poznatek, ze ¢im mé cela vétsi pocet stén, tim nizsi pocet
stén maji v priaméru jeji sousedé, véak pro normalni teselace lze dokdzat [7,
8].

Vliv prostorového rozmisténi dcer a jejich poctu. Dva mezni pfipady jsou
ziejmé globuldrni Matérnovy shluky a shluky sférické. Prvni z nich jsou
zfejmé mensi: na pt. Evs(conv Zy)/Evs(conv Zg) =~ 0.45 pro 4 < N < 10
(viz [40] podle [1]). Podstatnéjsi je vSak rozdil mezi celami, které vytva-
Teji. Jestlize c je velmi malé, kazda cela teselace vytvorené rodici je vlivem
dcer ndhodné rozdélena na N ¢asti a jeji ptivodni hranice se témér nezméni.
Cely dcer ze sférickych shlukd maji pfi libovolném vétsim N jehlanovity tvar
(v simulaci jsou jehlany nepatrné komolé diky vySe zminénému ndhodnému
posunuti dcer, které zajistuje normalnost teselace) a kazda dcera mé alespon
jednoho souseda, ktery nepatii do jejiho shluku - odtud termin vnéjsi cely.
Jejich stfedni objem klademe opét Ev = 1 a variance jejich rozmeérovych
vlastnosti neni o mnoho vétsi nez u PBP.

Zcela jind situace muze vzniknout pocinaje N = 5 u shlukta globular-
nich. Kromé vnéjsich cel se sousedy z jinych shlukd mtize vzniknou i velmi
mald cela (pfi N = 5 CGtyfstén), jejiz vSechny sousedy generuji body stej-
ného shluku - sestry. S rostoucim N relativni pocet téchto vnitrnich cel roste
(roste i pocet jejich stén) a napf. pti EN = 30 jich je kolem 40% — Obr. 5b.
Jejich primérny objem bude fadové roven jedné N —tiné objemu koule v niz
byl shluk vytvoten, tj. 7 x (0.554¢)3/(6A,N) ( tj. ~ 1078Ev pro ¢ = 0.005).
To znamena, ze je v teselaci vytvorené Matérnovymi shluky je soubor cel pfi
N > 5 smési dvou rozmeérové znacné rozdilnych populaci. Pii velkych hod-
notach N se vlastnosti populace vnitinich cel budou blizit vlastnostem PVT
(napt. pocet jejich stén poroste [37, 39]) a rozméry vnéjsich cel se budou
zvétSovat s poklesem jejich relativniho poctu.

Pro vysoky pocet dcer ve shluku malych rozméra plati podle Tab. 1
pro vSechny rozmérové veli¢iny nerovnosti Ey(e) < Epyr(e) < Eg(e),
varpyr (o) < varg (e) < vary (e). Celd (pro stfedni hodnoty u BM a PM
shlukt nemonoténni) zévislost téchto charakteristik je ukdzéna v Obr. 4.

Obr. 5. demonstruje pfitomnost vnitinich cel u globularnich shlukt a umo-
znuje odhad jejich relativniho zastoupeni. Zaroven potvrzuje spravnost vyse
uvedeného odhadu velikosti jejich objemu. Konec¢né také prokazuje malou
zménu v populaci vnéjSich cel patrnou z malé rozdilnosti distribuci jejich
objemi pii EN = 2 a 20.
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Tvarové vlastnosti jsou podrobné rozebrany v praci [39]. Za zminku zde
stoji alespon existence vyrazného sekundarniho modu blizkého hodnoté 7
v rozdéleni dihedralniho thlu 6. Jeho pfi¢inou jsou zlomy ve sténach pivodni
rodicovské cely v misté jejich priisecnice se sténou oddélujici dveé vnéjsi cely
generované blizkymi dcerami. Bimodalni jsou i rozdéleni tvarového faktoru
f a poctu stén.
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Obr. 4. Pramérny povrch cely Es (a) a variance objemu cely varv (b) pro Matérnovy
shluky s pevnym N (binomické — BM) a pro sférické a Matérnovy shluky s ndhodnym N
(poissonovské — SP, MP). e odpovidd PVT.
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Obr. 5. F.h.p. (a) a distribu¢ni funkce (b) objemu cel v teselacich generovanych Matérno-
vymi (MP) a sférickymi (SP) shluky s rtiznymi hodnotami EN.
Vliv rozméru shluku. S rostouci velikosti shlukt opét dochéazi k jejich roz-
pousténi a miseni a pro vymezeni oblasti, v nichz k témto jeviim dochazi,
Ize pouzit odhadt provedenych pii sledovani zmén v distribucich sférickych
kontaktnich vzdalenosti. Pribéhy zavislosti varianci rozmérovych vlastnosti
na velikosti shluku jsou velmi podobné Obr. 3, analogické zavislosti lichych
momentl vSak opét zhusta nejsou monoténni [37].

Aplikace. Pouziti uvedenych vysledku je velmi Siroké; zde se omezime na
problematiku zkoumani hmotnych struktur - materidld ¢i zivych tkani. Ze
zakonitosti vzdalenosti ve shlukovych poli plyne, Ze maximalnich vzdéalenosti
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sousedil a minimalnich vzdalenosti kontaktnich lze dosdhnout pfi co nejpravi-
delnéjsim resp. dokonce mfizkovém usporadani. Jestlize tedy bodovy systém
odpovida rozmisténi zpevnujicich prvkd v materidlové strukture, je jakékoliv
shlukovani nevyhodné, protoze zhusta nakladna pfimés je rozptylena neefek-
tivné. Jestlize naopak bodovy systém znéazornuje polohy zarodkt poruseni
(nedistoty, technologické defekty, kondenza¢ni centra vakanci), je shlukovani
jevem pozitivnim. Odtud plyne vyznam statistického posouzeni prostorového
rozmisténi center procesti v materidlech. V fadé pfipadi je postacujici pouze
prijeti ¢i zamitnuti nulové hypotézy: sledovany bodovy systém je vytez z PBP,
piip. urceni sméru odchylky pfi jejim zamitnuti.

Sledovana centra jsou obvykle zviditelnéna transmisni elektronovou mikro-
skopii, takze pozorovany a hodnoceny jsou projekce tenkych vrstev. Projekei
tenké vrstvy tloustky ¢t s 3D PBP intenzity A je rovinny PBP intenzity At
a rovnéz shluky jsou projekci reprodukovany, lze ziskat hodnocenim mikros-
nimk pfimo tidaje o prostorovém rozmisténi center. Pokud bodovy systém
reprezentuje referencni body ¢astic nezanedbatelnych rozmért, je nutno za-
vést korekce na prekryvani ¢astic a jejich poruseni rovinami fezu vymezuji-
cimi tenkou vrstvu.

Nejjednodussim postupem je odhad variance Voronoiovy teselace bodo-
vym systémem generované. Pocet hodnocenych cel mtze byt fadové pouze
kolem stovky, pokud se jedna o systém se shluky (v Tab. 1 jsou uvedeny hod-
noty pro 3D teselace, k dispozici jsou vSak i idaje pro teselace dvourozmérné
a i zde jsou rozdily ve variancich PVT a teselaci generovanych 2D shlukovymi
poli zna¢né [35]). Ptikladem takového hodnoceni je prace [5] sledujici rov-
nomeérnost prostorového rozmisténi disperzni faze v hlinikové slitiné; zavéry
ziskané z odhadu varianci jsou v ni doplnény odhady vyssich momenti. Po-
Citacové fizena konfokalni mikroskopie, aplikovatelnd na podstatné silnéjsi
vrstvy prihlednych biologickych materialdi, umoziiuje urceni prostorovych
soufadnic sledovanych center ¢ jejich referen¢nich bodu. Pak lze pocitacové
zkonstruovat a néasledné hodnotit pfimo prostorovou teselaci jimi genero-
vanou. Posouzeni systémt usporddanéjsich nez je PBP je podstatné méné
spolehlivé diky tomu, Ze rozpéti varianci mezi pravidelnymi m¥izkovymi te-
selacemi (s nulovou varianci rozmérovych charakteristik) a PVT je pomérné
malé. Je proto tfeba piibrat k objemtm (plocham) cel i dalsi vlastnosti (napf.
pocty jejich vrcholt aj.).

Podstatné castéjsi je ovSsem hodnoceni prirozené vzniklych prostorovych
teselaci v neprtithlednych materidlech, opirajici se o teselace indukované v ro-
vinach metalografickych vybrust ¢i na testovacich pfimkach. Pfedevsim se
jedna o odhady tzv. velikosti zrna polykrystalickych materiald, coz by méla
byt intenzita zkoumané teselace A ¢i ekvivalentné stfedni objem jejiho zrna
Ev. Misto prostorové teselace 1ze ovsem v tomto ptripadé sledovat pouze tese-
laci indukovanou v roviné vybrusu. Nulovou hypotézou je opét predpoklad,
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Ze tato teselace je vybér z teselace indukované PVT (ta sice neni teselaci Vo-
ronoiovou [9], jeji vlastnosti viak lze teoreticky odvodit [21, 24]). Srovnani
odhadu varianci var v’ plochy profilti zrn a cel indukovanych 3D PVT je opét
patrné nejspolehlivéjsi [14, 19,41], zejména u struktur shlukovych (stovkové
vybéry opét zajistuji rozumnou spolehlivost). Navic 1ze na zdkladé znalosti
CV(v') ziskat pomérné spolehlivy priblizny (£30%) odhad Ev [11, 13, 38].

5. ZAVER

Polyedralni a polygonalni metody jsou patrné nejspolehlivéjsim zptsobem
analyzy mapovanych bodovych systémd, pro prirozené teselace ani jiné me-
tody nepfipadaji v tvahu. Pfes mimofadnou praktickou dtlezitost je vSak
zatim jejich uplatnéni v praxi mizivé. Proto dva zadbavné ptiklady na zavér.

Piejimky materidli (zejména oceli) se bézné provadéji s pomoci empiric-
kyjch obrazovych stupnic vytvorenych riznymi organizacemi a zaclenénymi
do statnich norem. Velikost zrna se urci vizualnim porovnanim vybrusu ma-
teridlu pozorovaného pii urcitém zvétseni s ocislovanymi obrazovymi stan-
dardy a najde se ten, ktery nejlépe odpovida - velikost zrna je pak ¢islo onoho
nejblizsiho standardu. Jednou z nejrozsirenéjsich stupnic je norma American
Society for Testing and Materials [2]. Hordlek v praci [16] ukézal, Ze celou
tuto stupnici lze chapat jako fez jedinym specidlnim pfipadem nehomogenni
Johnsonovy-Mehlovy teselace s pevné zvolenou intenzitou nukleace (=~ ¢t~ !,
kde t je ¢as. To znamena, Ze jediné, co se méni je pouze métitko, zatimco
typ teselace zlstava stale stejny. Je opravdu Piiroda tak jednoduché nebo
umime vymyslet tak univerzalni modely teselaci?

U nezeleznych materidli je rozsifena tzv. linearni prisecikova metoda.
Velikost zrna se charakterizuje poctem profild zrn na vybruse protnutych
(jednotkovou) testovaci tseckou, tedy intenzitou A’ = 1/Ev” nebo piimo
odhadem stfedni délky tétivy [Ev”]. Podle stereologickych zakont [46] je
v8ak 2\ pomérovym estimatorem vyse zavedené veli¢iny Sy, tj. stfedniho
plosného obsahu hranic cel teselace. Diky izoperimetrické nerovnosti vime,
ze pro dany objem cely je jeji povrch omezen pouze zdola, takze linearni
prusecikovou metodou odhadnuta charakteristika Sy mize nabyt libovolné
velké hodnoty aniz se zméni intenzita teselace - tedy velicina, kterou se ve
skutec¢nosti pokousime odhadnout.
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