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MODEL ADITIVNIHO RISIKA
S CHYBAMI V PREDIKTORECH

Michal KULICH'
MFF UK, KPMS

Abstract: This paper studies the estimation of a regression parameter in
the additive hazards model for censored data. The model includes one cova-
riate measured with error. The true value of the covariate is known only in
a randomly selected validation set. A surrogate covariate is assessed for all
observations. A pseudoscore function that defines a consistent and asympto-
tically normal estimator of the regression parameter is derived.

Pezrome. ETa crars 3aHMMaeTCs OLEHKOM mapamMeTrpa perpecCUOHHOM
MOAeI aJOUTUBHOI'O DUCKa AJIsA IEH3YPUPOBAHHBIX [OJaHHBIX. MO,I[eJB
COZIEPyKaeT OAHY HE3ABHCHMYIO [EPEMEHHYIO M3MEPEHHYIO C MIOrDeIl-
HOCThIO. JleficTBUTE/bHOE 3HAUEHME DTOU NEPEMEHHOMN 3HAKOMO TOJHKO
B ciydaiiHo n30paHHON BaJMAAIMOHHON rpynne. Bropas 3anacHas me-
peMeHHasi uaMepsieMas y BCcex HabJogqeHnil. B 3TOM nosioxkeHvu BhiBe-

JeHa IICeyNOCKOPHAas (PYyHKIMSA KOTOPAasA ONpPeNeJseT COCTOATE/bHYIO U
ACUMIITOTUYECKN HOPMAJbHYIO OI€HKY PErpeCCHOHHOIO IIapaMeTrpa.

1. UvoDp

Pocet pacientti v 1ékafskych a epidemiologickych studiich potfebny k dosa-
zeni dostatecné sily viuci predem dané klinicky vyznamné alternativé se ¢asto
pohybuje v fadu tisici a desetitisicti. Finan¢ni naklady potfebné k provedeni
takovych studii jsou tak velké, ze mnohé otazky dulezité pro efektivni pre-
venci a lé¢bu nékterych chorob je takika nemozné spolehlivé zodpovédét.
Podstatna ¢ast celkovych nakladt je nezfidka vynaloZena na jedno nebo vice
velmi drahych méfeni, které je tfeba provést na kazdém pacientovi. Jako
priklad Ize jmenovat slozity laboratorni test nebo dikladné a spolehlivé vy-
Setfeni skladby potravy.

Problém drahych méreni ma snadné a ziejmé feSeni. Staci provést tato
meéfeni pouze na malé ¢asti vybéru a naklady okamzité klesnou. Neni-li vSak
statistickd analysa takového experimentu dosti dimyslna, podstatné klesne
i pfesnost odhadt a sila testi. Jiné fesSeni spociva ve vyuziti ndhradnich
proménnych, které jsou korelovany se skuteénymi drahymi proménnymi a
jsou snaze dostupné a levnéji zméritelné. Napriklad drahy laboratorni test
se d4 nahradit testem jednodussim a levnéjsim, ale méné spolehlivym. I tak
Ize uspofrit znacné ¢astky, ovSem vzniknou problémy s konsistenci odhadt a
Ize ocekavat i pokles sily testu.
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spolupraci na tomto projektu a Dr. Normu Breslowovi a National Wilms Tumor Study
Group za laskavé poskytnuti datového souboru. Béhem prace na tomto ¢lanku byl autor
podporovan grantem GA CR 201/98/P136.
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Nas pfistup kombinuje obé vySe zminéné feseni a snazi se vyhnout je-
jich nevyhoddm. Pfedpoklddame, Ze skuteénd proménné (prediktor) je zmé-
fena pouze na validacni skupiné vybrané z celkové populace vSech subjektt
studie bernoulliovskym vybérem (prostym nadhodnym vybérem o ndhodném
rozsahu). Zaroveti ale predpokladdme existenci ndhradniho prediktoru, ktery
muzeme chapat jako skuteény prediktor méfeny s chybou, jenz je zméfen na
vsech subjektech bez rozdilu. Vztah mezi skute¢nym a nahradnim predikto-
rem je urcen tzv. chybovym modelem, jenz vyzaduje, aby podminénéa stiedni
hodnota skute¢ného prediktoru byla linearni funkci ndhradniho prediktoru a
podminény rozptyl nejvyse kvadratickou funkci ndhradniho prediktoru.

Protoze zanedbani chyb v prediktorech obvykle vede k vychylenym od-
hadtm, je tfeba v pripadé pouziti nepfesnych prediktora aplikovat specidlni
metody odhadu parametrid. V kontextu regrese pro censorovana data byly
takové metody zatim navrzeny pouze pro Coxtv model (Cox, 1972). Bohu-
zel, vSechny maji jistd omezeni. Bud funguji pouze pfi silném censorovéni,
kdy je jen malo udélosti pozorovano (Prentice, 1982), nebo vyzaduji, aby
v8echny prediktory byly diskrétni (Zhou a Pepe, 1995), nevedou obecné ke
konsistentnim odhadtim (Wang a kol., 1996), anebo ¢ini silné pfedpoklady o
rozdéleni prediktorii a chyb méfeni (Nakamura, 1992).

My nas problém nebudeme fesit v Coxové modelu, ale v modelu aditivniho
risika (Breslow a Day, 1987; Cox a Oakes, 1984; Lin a Ying, 1994). Model
aditivniho risika (AH model) je semiparametricky regresni model pro censo-
rovand data. Na rozdil od Coxova modelu, jehoZ parametry lze interpretovat
jako logaritmy relativniho risika, parametry AH modelu udavaji rozdily risik,
tj. rozdily v poctu ocekavanych udalosti za jednotku casu pripadajici na jed-
notkovy rozdil v prediktorech. Epidemiologové se ¢asto pravé o tyto veli¢iny
zajimaji, protoZe mohou byt dilezitéjsi pro porovnani ruznych exposici nebo
intervenci. AH model mtze byt téz uziteény v situacich, kdy jsou poruseny
pfedpoklady Coxova modelu, ale také jen jako nastroj poskytujici odlisny
pohled na strukturu analysovanych dat.

Pro odvozeni konsistentniho odhadu budeme pouzivat metodu upravené
skérové funkce (CS metoda). Tato metoda byla v minulosti pouzita p¥i feSeni
analogickych problémii v normélni, Poissonové a gama regresi (Carroll, Rup-
pert a Stefanski, 1995, Kap. 6), a té%z v Coxové modelu (Nakamura, 1992).
Jenze Coxtv model je ponékud nevhodny k aplikaci CS metody, protoze
skérova funkce ¢asteéné vérohodnosti zavisi na prediktorech pfilis kompliko-
vanym zpusobem. Proto jsou zapottebi silné predpoklady o rozdéleni chyb
prediktoru a vysledny odhad je i tak konsistentni pouze priblizné. Naproti
tomu pseudoskérova funkce AH modelu md mnohem jednodussi tvar, jenz
dovoluje primocarou aplikaci CS metody za minimélnich predpokladi.
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V tomto ¢lanku definujeme upravenou pseudoskérovou funkci pro mo-
del aditivniho risika s jednim prediktorem za predpokladu existence vali-
dac¢ni skupiny. Odhad regresniho parametru definovany touto pseudoskoéro-
vou funkci je konsistentni, funguje pro sirokou skalu moznych chybovych roz-
déleni, diskrétnich i spojitych, a snadno se spoc¢ita. Odvodime zde asympto-
tické rozdéleni navrzeného odhadu a pomoci simula¢ni studie prozkouméme
jeho chovani pti kone¢nych vybérech o rozsahu obvyklém v praxi. Na zavér
ukézeme priklad aplikace odhadu na realna data.

2. MODEL ADITIVNI{HO RISIKA

Necht 7' je doba do uddlosti a C' doba do censorovdni. Oznaéme X =
min(7,C) a A = 1(T < C), kde 1(A) je indikator udalosti A. Necht Z(-)
je p-vektor prediktori, které mohou zaviset na ¢ase. Model aditivniho risika
(AH model) véZe risikovou funkci doby do udélosti T' (intensitu) k vektoru
prediktort Z(-) vztahem

At | Z) = o(t) + By Z(t),

kde zakladni intensita Ao(t) je pevna nespecifikovand funkce a 3 je neznamy
p-vektor parametri nezavislych na case, které je tfeba odhadnout. Oznacme
kumulativni zékladni intensitu Ag(t) fo Ao(s

Pozorovand data necht jsou dédna ud tropcerm (XZ-, A, Zi(1),0 <t <X,),
i=1,...,n. Oznac¢me N;(t) = 1(X; <t,A; = 1) &itaci proces, ktery udéva
pocet udalosti pozorovanych u i-tého subjektu do ¢asu t. Necht Y;(t) =
1(X; > t) indikuje, zdali byl i-ty subjekt v ¢ase ¢ pozorovan. Budeme pted-
pokladat, Ze pozorovani je ukonceno nejpozdéji v okamziku 7 < oo, pro néjz
plati P [Y;(7) = 1] > 0. Oznacéme si jesté Z(t) priamérny prediktor subjekti,
ktefi byli v ¢ase t pozorovani, tj. Z(t) =Y., Y;()Zi(t) /> 1, Yi(t).

Lin a Ying (1994) definuji pseudoskdrovou funkci pro 8 nasledovné:

Z / Z ()] [dNi(t) — Z:(t)" BY;(t) di].

Protoze Y i ,[Z;(t) — Z(t)]Y;(t) = 0, hodnotu U, vy¢islenou ve skuteéném
parametru lze psat jako

A(By) = Z/ Z ()] (1),

kde M;(t) i(t) fo 5)dAo(s fo (5)TB, ds je martingal ¢ita-
ctho procesu N ( ) Tudlz U 4(B8o) Je martmgalovy integral.
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Pseudoskérova funkce Uy definuje odhad parametru jako feSeni rovnice
Ua(B) = 0. Oznacéime-li si tento odhad 3, (nazvéme jej AH odhad), dosta-
neme snadnou upravou, Ze

z lfO )]dN()
z 1f0 )]®2Y( )dt’

Lin a Ying ukazali, ze nahodny vektor n=/2U, (By) za podminek regula-
rity konverguje v distribuci k p-rozmérnému normélnimu rozdéleni s nulovou
stfedni hodnotou a varianéni matici $4(8y) =E [; [Z Z(1)]%? dNy(t).
Matice parcialnich derivaci —n=1U4(8) podle B konverguje v pravdepodob—
nostik Dy = E fOT[Zi(t)—7(t)]®2Y;(t) dt. Odtud plyne, ze \/n(3 4, —3,) kon-
verguje v distribuci k p-rozmérnému normélnimu rozdéleni s nulovou stf¥edni
hodnotou a varianéni matici D ;'S4 (8,) D"

3. UPRAVENA PSEUDOSKOROVA FUNKCE

(1) Ba=

3.1. Definice. Necht Z; je skutecny a W; ndhradni prediktor. Nadale pied-
pokladame, ze Z; a W; jsou jednorozmeérné a nezavisi na Case, ale v zavérecné
diskusi naznacime, jak postupovat ve vicerozmérnych pripadech. Validac¢ni
skupinu budeme definovat pomoci nezavislych indikatord vybéru &; s rozdé-
lenim P[§; =1] =1 —-P[{; = 0] = o, kde « je znam4 konstanta. Zavedeme
znaceni &, pro 1 — & a @ pro 1 — . Predpokladejme dale, 7e &; je nezéavislé
na Z;, W;, A; a X;. Je-li & = 1, pozorujeme (X;, A;, Z;, W;, &), v opacném
pripadé pozorujeme pouze (X;, A;, W;, &;).

Budeme vyzadovat, aby nédhradni prediktor W; splnoval tyto podminky:

(1) E[Wi| Zi] =0 + 11Z;, kde 71 # 0;

(2) var [Wz | Z,L] = V(Z ) = v + ’U1Z +"UQZ,L2,
(3) W; a W; jsou podminéné nezavislé, je-li dano Z; a Zj;

(4) W; je podminéné nezavislé na N;(t) a Y;(t), je-li ddno Z;.

Prvni dvé podminky vyjadiuji prvni dva podminéné momenty W;, je-li
déno Z; a tim udévaji model pro rozdéleni chyb. Zadné jiné predpoklady o
rozdéleni chyb nebo prediktorii nebudeme zavadét. Rozptylova funkce V(+)
v Podmince 2 mize byt libovolnd nenulovéd konstantni, linearni, ¢i kvadra-
tickd funkce. Proc¢ je toto omezeni nutné, vysvétlime pozdéji. Podminka 3
zajistuje nezavislost chyb. Podminka 4 znamen4, Ze vSechen vliv W na dobu
do udalosti a do censorovani musi byt zprostfedkovan skrze Z. Parametery
Yo, Y1, Vo, V1 & Vg, které jsme zavedli v podminkach 1 a 2 budeme nazyvat
chybové parametry.
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Predpokladejme nejdiive, ze chybové parametry jsou znamy. Definujme
Zi} ~Z;a

upraveny nahradni prediktor Z =7 ! (Wi=0). O¢ividné E [Z
var |:21

Zi] = 712V (Z;). Vezmeme-li pseudoskére U, a dosadime-li do néj

hodnoty Z za neznama Z; v nevalida¢ni skupiné, dostaneme naivni odhad
Bo. Oznacime-li R; = & 7Z; + £, Z;, naivni odhad [y je definovan jako feseni
rovnice Un(5) = 0, kde

©) UN(3) = 3 [ 1R = ROIAN(D) - RopYi() d

a R(t) = SYi(t)R: /S Yi(h).

Ackoli Z; je nestranny odhad Z; ve smyslu predchoziho odstavce, naivni
odhad neni konsistentni, protoze EUn(8o) # 0. Abychom nasli konsistentni
odhad, spoéteme EUy(3y) podminéné na veskerou informaci o udalostech,
censorovani a skuteénych prediktorech. Konkrétné, ozna¢me si o(Z, N,Y)
o-algebru generovanou (Z;, X;, A;;i = 1,...,n). Lze snadno ukézat, Ze

E[Un(B)| 0(Z,N,Y)] = Ua(B) — v;zﬁza-wzi)xy— + op(nl/?).

Clen —; 23 Sy £,V (Z;)X; mé nenulovou stiedni hodnotu. To on tedy zpt-
sobuje vychylku naivniho odhadu. Zda se, Ze lepsi by bylo zalozit odhad na
pseudoskéru, které dostaneme odeétenim tohoto ¢lenu od Uy (5). Tim ale na-
razime na problém: V(Z;) zavisi na nezndmém Z;. V tomto okamziku se ndm
hodi Podminka 2. Pokud totiz V (x) = vg + v12 + v22?, mizeme snadno uka-
zat, ze E [V(Z) Zi] = (14 71 %v2)V(Z;). Tato rovnost nam dava navod,
jak nestranné odhadnout V(Z;).

Upravenou pseudoskérovou funkei forméalné definujeme jako kombinaci
prispévkl valida¢nich a nevalida¢nich pozorovani. Nejprve vSak zavedme
vahu w, 0 < w < 1, kterd snizi vliv nevalida¢nich pozorovani na pseudo-
skérovou funkci. Priimérny pozorovany prediktor potom odhadneme jako

S (&iZi + w€ Z)Yi(t)

>o(& + w&;)Yi(t)
Za mirnych podminek regularity existuje deterministicka funkce e(t) takova,
zesup | Z(t)—e(t)| —p 0. Lze ukazat, Ze potom téz plati sup | R(t, w)—e(t)| —p
0 pro libovolné 0 < w < 1. Argument w budeme obvykle vypoustét jak z
R(t,w) tak z ostatnich veli¢in zavisejicich na w.

Prispévek valida¢niho pozorovani do pseudoskérové funkce necht je dan
jako

3) R(t,w) =

00) = [ 12~ ROLANG) - Zvi(o i
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Nevalida¢ni pozorovani budou prispivat

T - V(Z;
) = [[17 - Rolano - Zvio an + S 2L g,
0 1
kde posledni s¢itanec vpravo je motivovan predchozi heuristickou ivahou o
stfedni hodnoté Uy (0p). Tyto dvé &asti zkombinujeme do upravené pseudo-

skorové funkce takto:

0= [0 (3) +uE(9)].

i=1

Rovnice Ug(B,w) = 0 definuje odhad metodou upravené pseudoskérové
funkce (CS odhad), ktery si oznacime Bc(w) Podobné jako AH odhad, i
CS odhad ma explicitni tvar, takZe se pri jeho vypoctu obejdeme bez itera-
tivnich procedur. Je-li w = 0, nevalida¢ni data nejsou pro vypocet odhadu
vibec pouzivana a CS odhad se redukuje na AH odhad spo¢teny z valida¢ni
skupiny.

3.2. Asymptotické rozdéleni CS odhadu. Asymptotické vlastnosti od-
hadu B¢ (w) odvodime aproximovanim Uc(y, w) souétem nezavisljch veli-
¢in. Samotné Uq (B, w) toto nespliiuje, protoze jeho jednotlivé séitance zavi-
seji na R(t). Za mirnych podminek na koneénost Ag(7) a étvrtych momenti
Z a W lze ukazat, ze

n

—=Uc(hw) = 2= 30 [0 (30) + wE b (B)] + 0 (D).
kde
3 (Bo) = / (Z, — e(t)] dMi (1)
0
@ o (Bo) = / (2 — e(t)] [AN:(t) — Yi(t) dAo(t) — Z:foYi(t) di
+BO’Y‘1£(+Zi1))2 v

Odtud ihned plyne, ze n~1/ 2Uc(Bo, w) konverguje v distribuci k normalnimu
rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem

S (o, w) = aSa() +awE (3 ()]”

a ze \/E(Bc — Bo) je asymptoticky normélni s nulovou stfedni hodnotou
a rozptylem Y¢(8o)/D%, kde De = (o + aw)Dy4 je o¢ekdvand derivace
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n~1Uq(B) s opaénym znaménkem. Tuto veli¢inu mizeme odhadnout pomoci

Po=13 (& [ 17~ Ry

g [ {[z - ROP - 52 } Vo).

Pro nalezeni konsistentniho odhadu ¥ (5o, w) potfebujeme odhadnout
kumulativni zékladni intensitu. Mizeme pou#it napiiklad odhad dAg(t) =
dA(t) — R(t)Be dt, kde dA(t) = (& + §w) dNy(t)/ (& + Ew)Yi(t). Lae
ukézat, e sup |Ag(t) — Ao(t)] —p 0. Nyni tedy odhadneme ¢ (8o, w) jako

Se(dw) = 2306 [ T[&—R(t)]?d%(th%zzi{ | 12~ R

~ 2
x [dNi() = Yi(t) dA(r) ~ [ Z: — R))Yi(t) ] + ﬂm} ,
71t 2
vyéislené v 3 = Be.

CS odhad je konsistentni pro libovolnou vahu 0 < w < 1. Limitni rozptyl
vyrazu \/ﬁ(gc(w) — fBo) je nicméné funkei w. Neni tézké ukazat, Ze tato
funkce nabyva svého minima v bodé wepy = X4 (ﬂo)/E[%Nv)]z. Je ziejmé,
7e Wopt < 1. VAha wepy definuje odhad, ktery je eficientni mezi vSemi odhady
danymi vahami 0 < w < 1. To znamené, ze CS odhad s optimalni vahou
nemd nikdy vétsi rozptyl nez odhad zalozeny na valida¢ni skupiné (w = 0).
Optimalni vahu wept miizeme odhadnout jako

T = 2306 [ 12— R avi) ) 2 Y& [ 17 roy

~ 2
(5) X {dNi(t) — Yi(t) dAo(t) — ZiBeYi(t) dt} + Bcw} :

71+ v2
ProtoZe Wept zévisi na BC» miizeme odhadnout oba parametry jednoduchou
iterativni procedurou nebo spoc¢teme pracovni odhad Sy s vahou w = 0, do-
sadime ho do vyrazu pro Wept, a vysledek pouzijeme pro vypocet koneéného
BC- Druhy postup je mozné rozumnéjsi.

3.3. CS odhad p¥i neznamych chybovych parametrech. Nyni koneéné
odstranime predpoklad, Ze chybové parametry jsou zndmy. Necht tedy 6
znadi sloupcovy vektor chybovych parametri (je jich nejvyse pét) a necht
6y je skutecna hodnota 0. Jsou-li chybové parametry neznamé, mohou byt
jednoduse odhadnuty z valida¢ni mnoziny jakymkoli konsistentnim odhadem
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a dosazeny do pseudoskorové funkce. Konsistence CS odhadu tim nebude
porusena, ale asymptoticky rozptyl se zméni.

Ve vSech uvazovanych situacich je mozné chybové parametry konsistentné
odhadnout kvazivérohodnostni metodou. V nejobecnéjsim uvazovaném pii-
padé tak bude odhad 0 chybovych parametrti feSenim rovnice > &;¢;(0) = 0,
kde ¢; je sloupcovy vektor sloZeny z gf)lﬁ) a gbz(-'u) definovanych jako

W gy Wi—v—mZi \T
(bi’y (0) - V(Zl) (15 Zz) )
v Wi — v —1125)? = V(Z;
o0) = T2 B, g, 22

Kvazivérohodnostni odhad je samoziejmé mozné nahradit jakymkoli jinym
konsistentnim odhadem, napiiklad odhadem metodou nejmensich ctverct,
jedna-li se o linearni regresi s konstantnim rozptylem.

Neznamé 6, tedy nahradime konsistentnim odhadem 0 a fesime rovnici
Uc (B, 5) = 0. Vysledny odhad, jenZ znacime Bc bez ohledu na to, je-li 6y
znamo & nikoli, ztistava konsistentni. Asymptoticky rozptyl n=/2Uq(3,0)
dostaneme rozvinutim Ue (0, 5) —Uc(B,00) v Taylorovu fadu. Ukaze se, ze

Uc(fo,0) ~ ) [&%W(ﬂo) + w0 (Bo, 00) — Zukin (00) T (0, 00)

s chybou aproximace fadu op(n'/?). Korekéni vektor I'(fg, 8p) je definovan
vztahem T'T = Dy (39, 80)D; " (0p), kde
0

0 .
D1(0) = —-E aaﬁ@(a) a Ds(B,0)=—-E WT/%(NV)(@ 0).

Z toho plyne, Ze limitni rozptyl \/E(Bc — o) je Lon /D%, kde

— 2
~ - ~ a
Son =E (@-wEV) +wE (") Ew@F%i) .

Vzorec pro Yoy naznacuje, jak spocitat odhad rozptylu CS odhadu v pripadé
neznamych chybovych parametri. Konkrétni tvar korekéniho vektoru I' se
lisi od pripadu k ptipadu, ale neni tézké jej odvodit pro kazdou konkrétni
aplikaci zvlast.

4. SPECIALNI PRIPADY

4.1. Spojity prediktor méfeny s chybou o konstantnim rozptylu.
Toto je nejjednodussi praktickd aplikace metody upravené skérové funkce.
Necht W; = Z; + ¢;, kde €1, ..., &, jsou ndhodné veli¢iny s nulovou stiedni

hodnotou, vzajemné nezavislé a nezavislé na Z;, N; a Y;. Budiz vare; = o2,
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kde 02 je nezndmé. Ozna¢me g; = & + Eiw aR, =&7; + ElWl CS odhad
pak ma tvar

B = > Jy 0i[Ri — R(t)] dNy(t)
> o 0ilRi — R()2Yi(t) dt +we? Y&, X,

kde 82 = Z gz(Wz - Zz)2/ ZE’L je fesenim 2&@ =0s (7251 = (Wz - Zz)2 — 0'2.
Korekéni faktor I' je prosté —GoE X;.

Chovani CS odhadu v této situaci jsme zkoumali pomoci simula¢ni stu-
die. Za populaéni rozdéleni prediktoru Z jsme vzali N(0, 1) useknuté v +£1.96.
Chyba méteni € méla rozdéleni N(0,0?). Zakladni intensita byla konstantni
a censorovani bylo rovnomérné na jistém intervalu. Jeden datovy soubor se
sestaval z 1000 pozorovani, z nichz asi 55% bylo censorovano. Pro kazdou
situaci jsme generovali 1000 simulaci a z kazdé jsme spocitali ¢tyfi odhady
parametru AH modelu: odhad z tplnych dat dany vyrazem (1); odhad za-
loZeny na validaéni skupiné (w = 0); naivni odhad definovany v (2); a CS

odhad Bc(ﬁopt), kde @Wept bylo spoéteno podle (5) za pouziti odhadu s w =0
a chybovy rozptyl o2 byl odhadnut z valida¢nich dat. Vysledky simulaci jsou
shrnuty v Tabulce 1.

Tabulka ukazuje chovani ¢tyf uvazovanych odhadu pti raznych velikostech
valida¢ni skupiny a rznych rozptylech chyby méreni. Rozptyl chyb méfeni
se pohyboval od ¢tvrtiny do ¢tyrnasobku popula¢niho rozptylu skuteéného
prediktoru. Valida¢ni skupina obsahovala pétinu az polovinu vSech pozoro-
vani. Podle o¢ekavani v tabulce nachazime podstatné vychyleni u naivniho
odhadu. CS odhad toto vychyleni ispésné odstranil. Vybérova smérodatna
odchylka CS odhadu byla vzdy mensi nez u odhadu z valida¢ni skupiny, a to i
v pripadé, ze rozptyl chyb méteni byl velky. Odhadnuté smérodatna odchylka
CS odhadu byla v praméru dostatec¢né blizko vybérové smérodatné odchylce,
coz svédci o tom, Ze odhad rozptylu rozumné funguje. Pravdépodobnost po-
kryti skutecného parametru 95% intervalem spolehlivosti zaloZzenym na CS
odhadu a jeho odhadnutém rozptylu se pohybovala od 0.945 do 0.961, coz je
uspokojivé.

4.2. Nula-jedni¢kovy prediktor. Necht Z je veli¢ina nabyvajici hodnot 0
alsP[Z=1] =pz aW necht je nula-jedni¢kovy ndhradni prediktor pro Z.
Oznacme sensitivitu W pro Z jako n = P [W = 1| Z = 1] a specificitu jako
v=P[W =0| Z=0]. Podminéna stfedni hodnota W za podminky Z je
E(W| Z]=1-v+(n+v—-1)Z. E[W | Z] ma tudiz pozadovany linearni tvar
s parametry 7o = 1—v ay; = n+v—1. Pfedpoklddame, ze v; # 0. Podminény
rozptyl W za podminky Z je V(Z) =var[W | Z] =v(1—v) + [n(l —n) —
v(1 —v)]Z, coz je téz linearni funkce Z. Protoze v8echny chybové parametry
jsou funkci sensitivity a specificity, budeme problém parametrisovat pomoci
7 a v. Bude ale uzite¢né nadale psat v; pron+v — 1.



124 Michal KULICH

TABULKA 1. Simula¢ni studie spojitého prediktoru s nahod-
nou chybou v modelu (¢ | Z) = 3.4+ 3o Z, kde By = 0.3.

Prim. Vybér. Pram.

Metoda® « o Odh. SE 5o

95% pokr. Sila

F * *0.300 0.157  0.162 0.960 0.468
CC 0.2 * 0.300 0.361  0.370 0.956 0.124
0.5 * 0.296 0.232  0.230 0.943 0.256

N 0.2 0.5 0.245 0.142  0.148 0.939 0.378
1 0.167 0.115  0.120 0.809 0.269

0.071 0.075  0.078 0.166 0.143

0.5 0.5 0.262 0.152  0.153 0.953 0.416

0.190 0.131  0.132 0.864 0.293

2 0.104 0.094  0.093 0.442 0.194

CS 0.2 0.5 0.299 0.173  0.178 0.961 0.398
0.312 0.212  0.217 0.955 0.300

0.315 0.291  0.314 0.961 0.148

0.5 0.5 0.298 0.171  0.172 0.953 0.424

1 0.290 0.194  0.189 0.946 0.348

0.312 0.213  0.214 0.945 0.296

® F = aplna data, CC = valid. skup., N = naivni, CS = CS odhad.
* Odhad nezévisi na tomto parametru.

Upraveny nahradni prediktor pro W je dan jako Z = W EW =14 v).
Nestranny odhad V(Z) je V(Z) = v(1—v)+[n(1—n)—v(1—v)]Z. Nevalida¢ni
prispévek do pseudoskdrové funkce ma tvar

sV (6) = / "2, — R {AN(t) — ZBY: (1) dt} + Brr2 X,V ().

Chybové parametry 8 = (1,)T odhadneme jako 7j = n11/(nio +n11) a U =
noo/ (noo+no1), kde ny; = >, &U(Zy = i, Wi = j). To znamena, ze aje feSe-
Jednoduché vypocty ukazuji, ze

ro0) = 2 o7t | [ ctwetimty it £ 2.5 zita - )

+(1—pz)! M e()e(t)r(t)dt —E (1 — ZZ-)XZ-] (1-Z)v—(1- Wi)]},
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TABULKA 2. Simulac¢ni studie nula-jednickového binarniho
prediktoru v modelu A(t | Z) = 2.6 + 5y Z, kde By = 0.9.

Metoda® Prim. Vybér. Pram. 95% pokrvti Sl
etoda® « n v Odh. SE SE 0 poKrytl 1a

F * * *0.897 0.314  0.299 0.937 0.842
CcC 02 * * 0911 0.689  0.679 0.950 0.272
05 * * 0911 0.444  0.425 0.944 0.576

N 0.2 0.7 0.7 0.178 0.131  0.130 0.000 0.288
0.9 0.7 0.390 0.195  0.190 0.241 0.539

0.9 0.9 0.616 0.253  0.247 0.780 0.707

0.5 0.7 0.7 0.245 0.161  0.156 0.015 0.366

0.9 0.7 0.481 0.231  0.216 0.512 0.598

0.9 0.9 0.708 0.268  0.263 0.868 0.764

CS 0.2 0.7 0.7 0.940 0.554  0.537 0.944 0.411
0.9 0.7 0.932 0.442  0.435 0.957 0.583

0.9 0.9 0.900 0.371  0.360 0.946 0.711

0.5 0.7 0.7 0.912 0.408  0.395 0.938 0.646

0.9 0.7 0.902 0.387  0.362 0.934 0.693

0.9 0.9 0.908 0.343  0.331 0.946 0.775

¢ F = aplna data, CC = valid. skup., N = naivni, CS = CS odhad.
* Odhad nezévisi na tomto parametru.

kde &(t) =1 — e(t) a n(t) = EY;(t). VSechny tyto vyrazy lze snadno odhad-
nout.

Chovani CS odhadu pfi konecnych vybérech jsme i v tomto pripadé zkou-
mali pomoci simula¢ni studie. Generovali jsme 1000 datovych soubori o 1000
pozorovanich. Zakladni intensita byla i tentokrat konstantni a censorovani
rovnomérné na takovém intervalu, Ze bylo zcensorovano priblizné 42% po-
zorovani. Pravdépodobnost pz byla 0.5. Valida¢ni skupina zahrnovala bud
20% nebo 50% vsSech pozorovani. Pocitali jsme tytéz ¢tyfi odhady jako v
pfedchozi simulaci na chyby ve spojitém prediktoru. Vysledky jsou shrnuty
v Tabulce 2.

Tabulka 2 uvadi vysledky pro rtzné velké chyby méfeni: uvazované dvo-
jice sensitivity a specificity (0.7,0.7), (0.9,0,7) a (0.9,0.9) davaji chybné W po
fadé u 30%, 20% a 10% pozorovani. Tabulka naznacuje, Ze CS odhad tiplné
odstranuje vychylku naivniho odhadu. Smérodatna odchylka CS odhadu je
vzdycky mensi nez smérodatnd odchylka odhadu zalozeného na valida¢ni
skupiné, a to i tehdy, je-li chyba méfeni velkd a valida¢ni mnozina mala.
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Pravdépodobnosti pokryti skuteéného parametru 95% intervalem spolehli-
vosti pro CS odhad se pohybuji od 0.937 do 0.957, coz naznacuje, ze jak CS
odhad tak odhad jeho rozptylu i v tomto ptripadé pracuji spolehliveé.

5. PRIKLAD: WILMS TUMOR STUDY DATA

Jako priklad praktické aplikace CS odhadu uvadime analysu doby do zno-
vuobjeveni naddoru u pacienti sledovanych v rdmci dvou studii provadénych
vyzkumnym centrem National Wilms Tumor Study Group v USA. Tyto stu-
die nesou oznaceni NWTSG-3 a NWTSG-4. NWTSG se zabyva zkoumanim
Wilmsova nadoru, vzacného druhu rakoviny ledvin vyskytujiciho se pouze
u déti. Wilmstv nddor méa nyni nastésti velmi dobrou prognézu, pokud je
lécen vhodnou kombinaé¢ni chemoterapii. Vysledky studie NWTSG-3 byly jiz
publikovany v pracich D’Angio a kol. (1989) a Breslow a kol. (1991); ¢lanek
0o NWTSG-4 se objevi v blizké budoucnosti (Green a kol., 1997).

pacientd s Wilmsovym nadorem je histologicky typ nddoru. Ten lze zhruba
klasifikovat jako priznivy anebo nepfiznivy. V NWTSG studiich byl histolo-
gicky typ nejprve zjistén mistnim patologem v té nemocnici, kterd daného
pacienta 1écila. Patologické centrum NWTSG potom histologicky typ prekla-
sifikovalo podle zaslanych vzorkt tkané. Tato dvé méfeni, mistni a centralni,
se shodovala u vétsiny pacientti, ale zdaleka ne u vSech. Centralni méfeni
Ize pFitom povazovat za presnéjsi a spolehlivéj$i nez méfeni mistni. Proto
pri analyse vlivu histologického typu na dobu do rekurence budeme pova-
Zovat centralni méfeni za skutecny prediktor a mistni méfeni za prediktor
nahradni. Ackoli v NWTSG studiich byla obé méfeni k disposici, je zajimavé
se podivat, jak by vypadala statisticka analysa, kdyby Patologické centrum
vyhodnocovalo jen ndhodny vzorek ze vsech pacientd. Pak by totiz cenu i
komplexnost téchto studii bylo mozné podstatné snizit.

Nase data obsahuji pozorovéni o 4119 pacientech (1911 v NWTSG-3 a
2208 v NWTSG-4) se znamym rekurenénim stavem, dobou do ukondéeni sle-
dovéani a obéma histologickymi méfenimi. Z nich mélo 11.5% neptiznivou
centralni histologii (11.6% v NWTSG-3 a 11.5% v NWTSG-4) a 14.5% mélo
rekurenci (15.6% v NWTSG-3 a 13.5% v NWTSG-4). Sensitivita a specificita
mistni histologie pro centralni byla po fadé 0.72 a 0.98. Pfedbézné analysa
potvrdila, ze pfi daném vysledku centralni histologie nemélo mistni méfeni
zadny vliv na pravdépodobnost rekurence.

Nejprve jsme spocetli standardni AH odhad z celych dat s pouZitim jed-
nak centralni a jednak mistni histologie jako jediného prediktoru. Poté jsme
nahodné vybirali validacni skupiny a pocitali jsme CS odhad a AH odhad
predpokladajice, ze centralni histologie je znama pouze u valida¢nich pozo-
rovani. Vysledky jsou uvedeny v Tabulce 3. CS odhad, AH odhad z valida¢ni
skupiny a jejich smérodatné odchylky jsou dany jako primeéry pfes 500 simu-
lovanych valida¢nich skupin. AH odhad pro centralni histologii z celych dat
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TABULKA 3. Analysa NWTSG dat: odhady rozdilu risika
rekurence pri nepfriznivé centralni histologii.

Metoda® « Odhad SE
F 1 0.0744 0.00683

F 0b 0.0557 0.00609

CC 0.2 0.0755¢  0.01555¢
CC 0.5 0.0746°  0.00969¢
CS 0.2 0.0768°  0.01058¢
CS 0.5 0.0753¢  0.00829¢

¢ F = Gplna data, CC = valid. skup., CS = CS odhad.
b Mistni histologie jako jediny prediktor.

¢ Primér pres 500 ndhodnych valida¢nich skupin.

je 0.0744. Protoze ¢asova skala je v rocich, tento parametr znamenad, ze u 100
pacientd s nepfiznivou histologii o¢ekavame kazdy rok o 7.44 vice rekurenci
nez u stejného poctu pacientti s priznivou histologii. Pokud pouzijeme jako
prediktor mistni histologii, dostaneme 0.0557, coZz podcenuje skute¢ny para-
metr o vice nez 25%. P¥i valida¢ni skupiné o velikosti 20% a 50% vychézel
pramér CS odhadt po fadé 0.0768 a 0.0753. Jejich priamérné smérodatné od-
chylky vSak byly po fadé o 55% a 21% vétsi nez u AH odhadu z celych dat.
Ovsem toto zvétseni rozptylu je pouze dani za to, ze Patologické centrum
ma nyni o 3200 ¢i o 2000 vzorkit méné prace.

6. POZNAMKY

Navrzeny odhad metodou upravené pseudoskérové funkce je konsistentni,
snadno se spocita a je eficientni v urcité, i kdyz dosti tzké, tfidé moznych
odhadi. Popsali jsme jeho asymptotické vlastnosti a navrhli jsme odhady
pro asymptoticky rozptyl zalozené na pozorovanych datech. Dikazy vsech
zde uvedenych tvrzeni jsou soucésti diserta¢ni prace autora (Kulich, 1997).

V tomto ¢lanku jsme definovali CS odhad pro jediny prediktor, nicméné
jeho zobecnéni na vice prediktor® neni obtizné. Pokud naptiklad mezi néko-
lika prediktory existuje jeden obtizné zméritelny a pro ten mame k dispo-
sici ndhradni prediktor, provedeme prislusnou korekci pseudoskérové funkce
pouze v jeji odpovidajici slozce. Musime pak ovSem zobecnit vahovou kon-
stantu w na matici. Podobné lze fesit pfipad nékolika prediktortt mérenych
s chybou. Klicova je vzdy platnost podminek analogickych k podminkam 1
a 2. Podrobnosti viz Kulich (1997).
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CS odhad klade jen relativné slabé podminky na skutecny a nahradni
prediktor. Pro jeho konsistenci je vsak dulezitd podminka nezavislosti chyb
méfeni na dobé do udélosti a do censorovani (Podminka 4). Jeji poruseni
ma takika vzdy za nésledek ztratu konsistence. V pfipadé, ze chyby meéfeni
zéavisi na ostatnich prediktorech nebo jinych pozorovanych proménnych, staci
rozsifit linedrni model, kterym popisujeme rozdéleni chyb (viz Podminky 1
a 2), o dalsi proménné.

CS odhad by $lo téz zobecnit zavedenim obecnéjsiho vybérového schématu
pro selekci valida¢ni skupiny. Zahrnutim vice necensorovanych pozorovani do
valida¢ni skupiny anebo zvétsenim pravdépodobnosti vybéru u subjekti s ur-
¢itymi charakteristikami by bylo mozné dosdhnout mensiho asymptotického
rozptylu. Tento pfistup je zatim predmétem dalsiho vyzkumu.
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