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Abstrakt. V pr��spevku s�u uveden�e explicitn�e tvary algoritmov na

v�ypo�cet odhadov LMINQE, Linearized Minimum Norm Quadratic Estima-

tor, varian�cn�ych komponentov | autoregresn�eho parametra % a parametra

rozptylu ch�yb �2 | v line�arnom regresnom modeli s chybami typu AR(1).

�Studovan�e s�u dva pr��pady: (a) autoregresn�y proces sp�l�na podmienky sta-

cionarity; (b) autoregresn�y proces je nestacion�arny.

Abstract: In the paper there are given the algorithms for computing

LMINQE's, Linearized Minimum Norm Quadratic Estimators of variance

components, the autoregressive parameter % and the variance �2, in the lin-

ear regression model with disturbances following the AR(1) process. There

are two di�erent cases: The disturbances consist (a) stationary AR(1) pro-

cess, and (b) nonstationary AR(1) process.

Rez�me: Rassmatrivaets� problema ocenivani� komponentov

vari�ncii { parametra avtoregressii i parametra dispersii { v

modeli line�no� regressii s otkloneni�mi tipa AR(1). Pokazany

algoritmy dl� vyqisleni� ocenok LMINQUE v dvuh situaci�h: 1)

sluqa�ny� process avtoregressii mo�no sqitat~ stacionarnym;

2) sluqa�ny� process avtoregressii mo�no sqitat~ ne-stacionar-

nym.

1 �Uvod

Budeme uva�zova�t �casov�y rad fytg, ktor�y je stochastick�ym procesom genero-

van�ym line�arnym modelom

yt = �0 + �1t+ "t; t = 0; 1; :::;

"t = %"t�1 + ut; t = 1; 2; :::; (1)

kde f"tg je autoregresn�y proces prv�eho r�adu | AR(1). Budeme predpo-

klada�t, �ze ut s�u nez�avisl�e rovnako rozdelen�e (i.i.d.) realiz�acie n�ahodnej pre-

mennej s nulovou strednou hodnotou a kone�cnou varianciou �
2. �Speci�alne,

ut � N(0; �2). �Dalej budeme prepoklada�t, �ze parametre modelu (� =

(�0; �1)
0, % a �2) s�u nezn�ame.
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V tomto pr��spevku �studujeme odhady parametrov % a �2, ktor�e s�u zalo�ze-

n�e na zov�seobecnenej met�odeMINQE | Minimum Norm Quadratic (Invari-

ant) Estimation, pozri napr. C.R. Rao (1971), C.R. Rao a J. Kle�e (1988),

J. Volaufov�a a V. Witkovsk�y (1992). Zov�seobecnenie tejto met�ody v �cl�anku

Aza

v �s et al. (1993) umo�z�nuje jej aplikovanie aj na neline�arnu �strukt�uru kovar-

ian�cnej matice.

2 Model

Budeme uva�zova�t model (1) s kone�cn�ym po�ctom pozorovan�� T . �Dalej budeme

rozli�sova�t dva pr��pady: (a) proces f"tg sp�l�na predpoklady stacionarity; (b)

proces f"tg nesp�l�na predpoklady stacionarity, av�sak predpoklad�ame, �ze re-

aliz�acia "0 je tak�a, �ze y0 = a0+"0, pri�com y0 je zn�ama, pevne dan�a po�ciato�cn�a

hodnota pozorovan�eho �casov�eho radu.

2.1 Stacion�arny model

Za predpokladu, �ze plat�� j%j < 1, a za predpokladu, �ze proces f"tg sa spr�ava

pod�la (1) u�z od �casu t = �1, pri�com pozorujeme len jeho �cas�t v �case

t = 1; : : : ; T , dost�avame

"1 = u1=

p
1� %2;

"t = %"t�1 + ut; t = 2; : : : ; T; (2)

pri�com j%j < 1 a ut � (0; �2), t = 1; : : : ; T , s�u nez�avisl�e, rovnako rozdelen�e

chyby. Tento model sp�l�na predpoklady stacionarity v slabom zmysle.

Vektor pozorovan�� y = (y1; : : : ; yT )
0 sa za predpokladov (2) spr�ava pod�la

line�arneho modelu

E(y) = X�; Var(y) = V (%; �2); (3)

kde X = [1 : t], pri�com 1 = (1; : : : ; 1)0 a t = (1; : : : ; T )0, a

V (%; �2) =
�
2

1� %2
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1 % %
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% 1 % � � � %
T�2

%
2

% 1 � � � %
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...
...

...
. . .

...

%
T�1

%
T�2

%
T�3 � � � 1

1CCCCCA : (4)

Kovarian�cn�a matica V (%; �2) je neline�arnou funkciou parametra %. Za plat-

nosti ohrani�cen�� j%j < 1 a �2 > 0 je matica V (%; �2) v�zdy pozit��vne de�nitn�a.

Ako funkcia svojich parametrov patr�� matica V (%; �2) do triedy (aspo�n)

dvakr�at diferencovate�ln�ych funkci��.
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2.2 Nestacion�arny model

V pr��pade nestacion�arneho modelu budeme predpoklada�t, �ze y0 = a0 + "0,

pri�com y0 je zn�ama, napozorovan�a hodnota v �case t = 0. Teda, y0 je

po�ciato�cnou podmienkou pre generovanie procesu fytg, t = 1; : : : ; T .

�Lahko mo�zno uk�aza�t, �ze pri pevne danom y0 je model (1) ekvivalentn�y

s modelom

yt =  + �t+ %yt�1 + ut; t = 1; : : : ; T; (5)

kde  = �0(1 � %) + �1% a � = �1(1 � %). Model (5) je tzv. redukovanou

formou modelu (1).

Podobne, postupn�ym dosadzovan��m, po�c��naj�uc od hodnoty y0, dost�avame

pre t = 1; : : : ; T ekvivalentn�y z�apis modelu (1):

yt = �0(1�%)

t�1X
i=0

%
i+�1

 
%

t�1X
i=0

%
i + (1� %)

t�1X
i=0

(t� i)%i

!
+%

t
y0+

t�1X
i=0

%
i
ut�i:

Po zjednodu�sen��:

yt = �0(1� %
t) + �1t+ %

t
y0 +

t�1X
i=0

%
i
ut�i; t = 1; : : : ; T:

Ozna�cme Yt = yt � %
t
y0, t = 1; : : : ; T , a �dalej Y (%) = (Y1; : : : ; YT )

0. Potom

plat��:

E(Y (%)) = Z(%)�; Var(Y (%)) =W (%; �2); (6)

kde � = (�0; �1), a

Z(%) =

0BBBBB@
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Pre j%j � 1 a �
2
> 0 je kovarian�cn�a matica W (%; �2) pozit��vne de�nitn�a

a ako funkcia svojich parametrov patr�� matica W (%; �2) do triedy (aspo�n)

dvakr�at diferencovate�ln�ych funkci��.
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2.3 Linearizovan�y model

V oboch modeloch, v stacion�arnom modeli (3) aj nestacion�arnom modeli

(6), je kovarian�cn�a matica neline�arnou funkciou autoregresn�eho koe�cienta

%. Aby sme na odhadovanie varian�cn�ych komponentov % a �
2 mohli vyu�zi�t

zov�seobecnen�u met�odu MINQE, navrhnut�u v pr�aci Aza

v �s et al. (1993), budeme linearizova�t kovarian�cn�u maticu lok�alne v okol��

pevne zvolen�eho bodu (%0; �
2
0) pr��slu�sn�eho parametrick�eho priestoru.

Postup lineariz�acie budeme ilustrova�t v pr��pade nestacion�arneho modelu

(6). Pr��pad lineariz�acie kovarian�cnej matice stacion�arneho modelu je podob-

n�y a mo�zno ho n�ajs�t v pr�aci V. Witkovsk�y (1996).

Aby sme dosiahli model s line�arnou �strukt�urou kovarian�cnej matice, ktor�y

je v okol�� pevne zvolen�eho bodu (%0; �
2
0) bl��zky modelu (6), budeme uva�zova�t

Taylorov rozvoj prv�eho r�adu matice W (%; �2) v okol�� bodu (%0; �
2
0):

W (%; �2) �W0 + (%� %0)W1 + (�2 � �
2
0)W2;

kde W0 =W (%0; �
2
0), a

W1 =
@W (%; �2)

@%

����
%0;�

2

0

a W2 =
@W (%; �2)

@�2

����
%0;�

2

0

:

Ke�d�ze vzh�ladom na (7) plat�� W0 = �
2
0W2, potom teda plat�� aj

W (%; �2) � (%� %0)W1 + �
2
W2:

Ak ozna�c��me �(%; �2) = (%� %0)W1 + �
2
W2, potom model�

Y (%0); Z(%0)�;�(%; �
2)
�

(8)

je line�arny model s varian�cn�ymi a kovarian�cn�ymi komponentami (% � %0)

a �2, ktor�y v okol�� bodu (%0; �
2
0) dobre aproximuje model (6).

Pod�la �cl�anku Aza��s et al. (1993), MINQE odhady d(%� %0) a �̂
2, varian�c-

n�ych komponentov (% � %0) a �
2 linearizovan�eho modelu (8), po�c��tan�e pre

apri�orne hodnoty 0 a �20 , ved�u priamo k tzv. LMINQE (Linearized MINQE)

odhadom komponentov % a �
2 v p�ovodnom modeli, ktor�e s�u de�novan�e

vz�tahom:

~% = %0 +
d(%� %0) and ~�2 = �̂

2
: (9)
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3 Odhady parametrov modelu

V nasleduj�ucich dvoch tvrdeniach s�u uveden�e explicitn�e tvary algoritmov na

v�ypo�cet invariantn�ych odhadov LMINQE(I), (teda odhadov LMINQE de�-

novan�ych pomocou invariantn�ych, vzh�ladom na posun v strednej hodnote,

odhadov MINQE(I) v linearizovanom modeli), varian�cn�ych komponentov %

a �2 stacion�arneho modelu (3) a nestacion�arneho modelu (6).

Veta 1 Uva�zujme model (3). Nech j%0j < 1 a �
2
0 > 0 ozna�cuj�u vopred

zvolen�e hodnoty parametrov % a �
2. �Dalej nech e = (e1; : : : ; eT )

0 ozna�cuje

vektor rez��du�� e = y �X(X 0

V
�1
0 X)�X 0

V
�1
0 y, kde V0 = V (%0; �

2
0).

Potom invariantn�e odhady LMINQE(I), ~% and ~�2, parametrov % and �
2,

vypo�c��tan�e pre apri�orne hodnoty parametrov (%0; �0), s�u dan�e vz�tahmi:

~% = %0 +
�

�20(T � 1)

(
�%0

TX
t=1

e
2
t + �

TX
t=2

etet�1 � %0(�� %
2
0)

TX
t=3

e
2
t�1

)
;

~�2 =
1

(T � 1)

(
(1� �)

TX
t=1

e
2
t � 2%0

TX
t=2

etet�1 + (1 + �) %20

TX
t=3

e
2
t�1

)
;

kde � = T � (T � 2)%20 a � = (1� %
2
0)=�.

D �oka z. Pozri V. Witkovsk�y (1996). 2

Veta 2 Uva�zujme model (6). Nech j%0j � 1 a �
2
0 > 0 ozna�cuj�u vopred

zvolen�e hodnoty parametrov % a �
2. �Dalej nech e = (e1; : : : ; eT )

0 ozna�cuje

vektor rez��du�� e = Y � Z(Z 0

W
�1
0 Z)�Z 0

W
�1
0 Y , kde Y = Y (%0), Z = Z(%0)

a W0 =W (%0; �
2
0).

Potom invariantn�e odhady LMINQE(I), ~% and ~�2, parametrov % and �
2,

vypo�c��tan�e pre apri�orne hodnoty parametrov (%0; �0), s�u dan�e vz�tahmi:

~% = %0 +
1

�20

�PT�1

t=0 (T � 1� t)%2t0

� (T�1X
t=1

etet+1 � %0

T�1X
t=1

e
2
t

)

~�2 =
1

T

(�
1 + %

2
0

� T�1X
t=1

e
2
t � 2%0

T�2X
t=1

etet+1 + e
2
T � %0eT�1eT

)
:
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D �oka z. Pod�la (9) sta�c�� ur�ci�t MINQE(I) odhady parametrov (%�%0) a �
2

(po�c��tan�e pre apri�ornu hodnotu parametrov 0 a �20) v linearizovanom modeli

(8). Pritom MINQE(I) je dan�e ako rie�senie line�arneho syst�emud�
%� %0

�
2

�
= K

�1
(I)

�
q1

q2

�
;

kde K(I) je kriteri�alna matica pre MINQE(I) a q1, q2 s�u MINQE(I) kvadra-

tick�e formy.

Tu plat��:

K(I) =

�
2
PT�1

t=0 (T � 1� t)%2t0 0

0 T=(�20)
2

�
;

q1 =
2

�20

(
�%0

T�1X
t=1

e
2
t +

T�1X
t=1

etet+1

)
;

q2 =
1

(�20)
2

(�
1 + %

2
0

� T�1X
t=1

e
2
t � 2%0

T�2X
t=1

etet+1 + e
2
T � %0eT�1eT

)
:

2

Pozn�amka 1 LMINQE odhady sp�l�naj�u ur�cit�e krit�eria optimality: Tieto od-

hady s�u lok�alne optim�alne v triede QCE(I) | v triede invariantn�ych odhadov,

ktor�e s�u kvadratickou funkciou pozorovan�� plus kon�stantn�y �clen, pozri Aza

v �s et al. (1993), v pr��pade odhadov v stacion�arnom modeli pozri V. Wit-

kovsk�y (1996).

Pozn�amka 2 Z�akladn�e �statistick�e vlastnosti LMINQE odhadov parametrov

% a �
2 pozn�ame len lok�alne za predpokladu zhody apri�ornej vo�lby paramet-

ra so skuto�cnou hodnotou parametra. �Statistick�e vlastnosti odhadu line�arnej

funkcie p
0

� parametrov prv�eho r�adu typu cp0� = p
0(X 0 ~V �1

X)�X 0 ~V �1
y, kde

~V je odhad kovarian�cnej matice, s�u vo v�seobecnosti nezn�ame. Jeden pr��stup

na ohrani�cenie hornej hranice pre rozdiel v rozptyloch medzi tzv. dvojkro-

kov�ym (two-stage, plug-in) odhadom a najlep�s��m nevych�ylen�ym line�arnym

odhadom mo�zno n�ajs�t v pr�aci J. Volaufov�a, (1993).

Pozn�amka 3 Pre praktick�e v�ypo�cty navrhujeme tzv. dvojkrokov�u met�odu

v�ypo�ctu LMINQE(I) odhadov parametrov % a �
2:

1. Ur�ci�t ~�2 pre apri�orne zvolen�u hodnotu %0.

2. Vypo�c��ta�t ~% pre apri�ornu hodnotu parametra (%0; ~�
2).
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4 Diskusia

Efekt��vnos�t navrhovan�ych algoritmov bola overovan�a na simulovan�ych �uda-

joch. Algoritmy boli testovan�e na modeloch so 100 pozorovaniami, pri�com

d�oraz sa kl�adol na situ�acie, ke�d skuto�cn�y parameter autoregresie je kladn�y

a bl��zky (popr��pade rovn�y) hodnote 1. V�setky simul�acie boli vykonan�e po-

mocou syst�emu MATLAB, ver. 4.2c. Podrobnej�sia anal�yza bude publikovan�a

inde. Na tomto mieste zhrnieme z�akladn�e v�ysledky:

1. Obidve met�ody s�u citliv�e na vo�lbu apri�ornych hodn�ot parametrov

% a �
2. Ako omnoho robustnej�sia (vzh�ladom na vo�lbu po�ciato�cn�ych

hodn�ot) sa uk�azala navrhovan�a dvojkrokov�a met�oda.

2. V pr��pade konvergencie, obidve met�ody konverguj�u ve�lmi r�ychlo. Od-

hady s presnos�tou 10�4 sa dosahovali u�z po 3-7 krokoch itera�cn�eho

procesu.

3. Pre ve�lk�e (skuto�cn�e) hodnoty parametra % obidve met�ody mali ten-

denciu k zna�cne podhodnoten�ym odhadom parametra autokorel�acie %.

Pri dan�ych rozsahoch pozorovan�� nebolo mo�zn�e dok�aza�t lep�sie vlast-

nosti algoritmu zalo�zenom na nestacion�arnom modeli pred algoritmom,

ktor�y vych�adza zo stacion�arneho modelu.
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