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Abstract: Basics of wavelet expansions and wavelet de-noising (Donoho-
Johnstone) are explained following the analogy with the classical Fourier

analysis and using general concepts in the L2 function space as the common

background. Also the fundamental relations of the multiresolution analysis

are derived. They yield a recurrent procedure allowing us to raise/lower the

level of the wavelet approximation step by step. Figures of some commonly

used wavelet shapes and examples of practical data analysis demonstrate the

topics.

Rez�me: Zdes~ ob�sn��ts� osnovy ve�vletnyh razviti� i sgla-

�ivani� (Donoho-Johnstone) sledstvom analogii po klasiqeskom

analyze Fur~e pri izpol~zovanii obwih pon�ti� iz funkcional~-

nogo prostranstva L2. Tak�e vyvedeny fundamental~nye otnoxe-

ni� MR-analyza (multiresolution analysis), na osnove kotoryh

postroen rekurentny� process dl� postepennogo povyxeni� ili

poni�eni� toqnosti ve�vletnogo pribli�eni�. Risunki xiroko

izpol~zuemyh materinskih ve�vletnyh funkci� i primery prak-

tiqeskogo analyza dannyh ilustriru�t izlo�ennye temy.

1. �Uvod

Teorie \wavelet�u" je relativn�e novou oblast�� aplikovan�e matematiky s po-
�c�atky sahaj��c��mi do let 1982{84. Jej�� ko�reny v�sak nejsou jen �cist�e mate-
matick�e, ale nach�az�� se na pomez�� matematiky, fyziky a technick�ych v�ed
(zejm�ena zpracov�an�� sign�al�u). Odtud tak�e pramen�� obrovsk�a �s���re jej��ch ap-
likac��, kter�e nach�az�� p�redev�s��m p�ri zpracov�an�� a anal�yze dat nejr�uzn�ej�s��ho
p�uvodu (telekomunikace, radarov�a a sonarov�a technika, komprese a k�odov�an��,
seismika, geofyzika, biomedic��na, zpracov�an�� �re�ci a obraz�u, aj.), ale i v nume-
rick�e matematice (aproximace funkc��, numerick�e �re�sen�� diferenci�aln��ch rovnic
{ viz nap�r. [11], aj.).

Ke studiu teorie wavelet�u a jej��ch aplikac�� je k dispozici cel�a �rada anglicky
psan�ych monogra���, nap�r. [2, 6, 7, 8, 9, 18], kter�e vesm�es p�redpokl�adaj��
u �cten�a�re dosti vysokou �urove�n matematick�ych znalost��, a to p�redev�s��m
z oblasti funkcion�aln�� a klasick�e Fourierovy anal�yzy.

1Tato pr�ace byla vypracov�ana za �nan�cn�� podpory Grantov�e Agentury �Cesk�e Repu-

bliky, reg. �c��slo grantu 201/96/0665.



Tento p�r��sp�evek pod�av�a stru�cn�y matematick�y �uvod do teorie wavelet�u
a waveletov�e �ltrace v analogii s klasickou Fourierovou anal�yzou.

V �uvodn�� �c�asti bude zavedeno ozna�cen�� a shrnuty pot�rebn�e pojmy a vlast-
nosti funkcion�aln��ch prostor�u Lp, pot�e bude zavedena waveletov�a �rada (W�R)
a integr�aln�� waveletov�a transformace (IWT) jako prot�ej�sek Fourierovy �rady

(F�R) a integr�aln�� Fourierovy transformace (IFT). Bude rovn�e�z paraleln�e stu-
dov�an probl�em inverze pro IFT a IWT, a vy�set�rov�any spektr�aln�� charakte-
ristiky F�R a W�R.

Z hlediska aplikac�� wavelet�u se soust�red��me na waveletovou �ltraci (vy-
hlazov�an��) a tzv. MR-anal�yzu (z angl. multiresolution analysis (MRA),
co�z lze voln�e p�relo�zit jako anal�yza o v��ce �urovn��ch rozli�sen��). Tato metoda
je v�ypo�cetn�e velmi atraktivn��, nebot' umo�z�nuje jednoduchou aplikac�� vhodn�e
dvojice line�arn��ch �ltr�u postupn�e sni�zovat nebo zvy�sovat rozli�sovac�� schop-
nost waveletov�e aproximace. Pou�zit�� nach�az�� zejm�ena ve dvou dimenz��ch, kde
je z�akladem tzv. pyramid�aln��ho algoritmu komprese a dekomprese obraz�u.

Z�av�erem pak bude uvedena stru�cn�a informace o dostupn�em softwaru a
zhodnocen p�r��nos waveletov�e anal�yzy dat.

Ozna�cen�� .

N : : : mno�zina v�sech p�rirozen�ych �c��sel.
Z : : : mno�zina v�sech cel�ych �c��sel.
R : : : mno�zina v�sech re�aln�ych �c��sel.
R+ : : : mno�zina v�sech nez�aporn�ych re�aln�ych �c��sel.
C : : : mno�zina v�sech komplexn��ch �c��sel.
�i;j : : : Kronecker�uv symbol (= 1 pro i = j a nula jinak).
s.v. je zkratka pro `skoro v�sude'.
s :=v�yraz, resp. v�yraz=: s : : : ozna�cen�� v�yrazu symbolem s.

IM : R ! f0; 1g : : : indik�ator mno�ziny M , tj. IM (t) =

�
1 pro t 2M
0 pro t =2M:

x(t� 0), resp. x(t+ 0) : : : limita funkce x(t) zleva, resp. zprava v bod�e t.

Budeme pracovat obecn�e s komplexn��mi funkcemi (periodick�ymi i nepe-
riodick�ymi) de�novan�ymi na cel�e re�aln�e ose, nap�r. x := x(t) : R ! C .
V�et�sinou se bude jednat o funkce z n�asleduj��c��ch funkcion�aln��ch prostor�u,
kde I � R je interval periody v p�r��pad�e periodick�ych funkc�� nebo I = R
v p�r��pad�e neperiodick�ych funkc��:

Lp(I) := fx jx m�e�riteln�a a
R
I
jx(t)jp dt <1g; 1 � p <1:

L1(I) := fx jx m�e�riteln�a a ohrani�cen�a s.v.g:
Norma v Lp(I):
kxkp :=

�R
I jx(t)jp dt

� 1
p pro 1 � p <1

kxk1 := ess sup
t2Ijx(t)j

Lp(I); 1 � p �1, je Banach�uv prostor nad C .



Lp := Lp(R).

L2(I) je dokonce Hilbert�uv prostor, kde pro x; y 2 L2(I) :

hx; yi =
R
I
x(t)y(t) dt je vnit�rn�� sou�cin, p�ri�cem�z

hx; xi = kxk22 a
x ? y , hx; yi = 0 ur�cuje ortogonalitu x a y.

V�y�se uva�zujeme v�sude m�e�ritelnost a integrovatelnost v Lebesgueov�e smyslu.
Interpretujeme-li funkci x jako sign�al (spojit�e m�e�ren�� nebo pozorov�an��

n�ejak�ych dat), pak hodnota kxk22 je �um�ern�a energii sign�alu, tj. L2(I) p�redsta-
vuje t�r��du v�sech sign�al�u o kone�cn�e energii na intervalu I. Uva�zujeme-li elek-
trick�y sign�al o nap�et�� U(t) a proudu I(t) m�e�ren�y b�ehem n�ejak�eho �casov�eho
intervalu I na odporu R, pakW (t) = U(t)I(t) = U(t)(U(t)=R) = U(t)2=R je
okam�zit�y v�ykon m�e�ren�y v �case t 2 I a tedy integr�aln�� suma (

R
I jW (t)j2 dt)=R

odpov��d�a energii tohoto sign�alu na cel�em intervalu I.

Podobn�e se zav�ad�� analogick�e prostory posloupnost�� fxng := fxngn2N (d�ale
budou v n�ekter�ych p�r��padech indexov�any alternativn�e cel�ymi �c��sly):

`p := ffxng jxn 2 C 8n 2 N ;
P1

n=1 jxnjp <1g pro 1 � p <1 s normou

kfxngkp := (
P1
n=1 jxnjp)

1
p :

`1 := ffxng jxn 2 C 8n 2 N ; supn2N jxnj <1g s normou
kfxngk1 = supn2N jxnj.
hfxng; fyngi =

P1
n=1 xnyn je vnit�rn�� sou�cin pro fxng; fyng 2 `2.

Lp(I) (a podobn�e `p) jsou uzav�ren�e na s�c��t�an��, resp. od�c��t�an��, a n�asoben��
(komplexn��m) skal�arem a tvo�r�� tedy vektorov�y prostor nad C .

Pro ka�zd�e 1 � p � 1 plat�� n�asleduj��c�� z�akladn�� nerovnosti:
Minkovsk�eho nerovnost: kx+ ykp � kxkp + kykp.
H�olderova nerovnost: kxyk1 � kxkpkykq, kde

q = p

p�1
, p�ri�cem�z q = 1pro p =1 anaopak.

+ p = q = 2
Schwarzova nerovnost: jhx; yij � kxyk1 � kxk2kyk2.

Pozn�amka 1.1.
(1) I kone�cn�y interval ) L2(I) � L1(I)
(2) I nekone�cn�y interval ) L2(I) * L1(I) a L1(I) * L2(I), nap�r.

1
1+jtj 2 L2(I)� L1(I),
1p
t
I[0;1] 2 L1(I)� L2(I).

Lemma 1.2. x 2 Lp; 1 � p < 1 ) �n := 1
�

R (n+1)�

n�
jx(t)jp dt n!1�! 0 pro

ka�zd�e � > 0.



D�ukaz. Sporem: Kdyby tvrzen�� neplatilo, pak 9 n1 < n2 < : : : tak, �ze
�nk � " > 0 pro 8k 2 N a vhodn�e " > 0. Odtud:

1 >
R1
�1 jx(t)jp dt � limK!1

P
K

k=1 ��nk � limK!1K�" =1, spor.

D�ale uvedeme n�ekolik obecn�ych de�nic a tvrzen�� pro Banachovy, resp.
Hilbertovy prostory.

De�nice 1.3. Je-li X Banach�uv prostor nad C s normou k � kX (speci�aln�e
nap�r. X = Lp(I)) a G � X , pak L(G) zna�c�� line�arn�� obal mno�ziny G

a G jej�� uz�av�er v X . Jestli�ze X = L(G), budeme �r��kat, �ze G generuje

X . B�az�� prostoru X budeme rozum�et posloupnost E = fe1; e2; : : : g � X ,
kter�a jej generuje tak, �ze ka�zd�y prvek x 2 X lze jedin�ym zp�usobem vyj�ad�rit
jako (spo�cetnou) line�arn�� kombinaci x =

P1
i=1 xiei; xi 2 C (i 2 N ) v X-

konvergenci, tj. kx�xNkX ! 0 proN !1, kde xN =
PN

i=1 xiei zna�c��N -t�y
�c�aste�cn�y sou�cet. Jednozna�cn�e ur�cen�a �c��sla xi se naz�yvaj�� sou�radnice prvku
x v b�azi E. B�aze se naz�yv�a bezpodm��ne�cn�a, jestli�ze nez�ale�z�� na zp�usobu
uspo�r�ad�an�� jej��ch prvk�u, tj. pro ka�zd�e x 2 X plat�� x =

P1
i=1 xp(i)ep(i) p�ri

libovoln�e permutaci p : N ! N . Je-li X Hilbert�uv prostor, pak jeho b�aze se
naz�yv�a ortonorm�aln��, jestli�ze ei ? ej pro i 6= j a keik2 = 1 pro 8i; j 2 N .
Tvrzen�� 1.4. Necht' X je Hilbert�uv prostor a E = fe1; e2; : : : g � X, pak

n�asleduj��c�� v�yroky jsou ekvivalentn��:

1� E je ortonorm�aln�� b�aze v X.

2� X = L(E) a x 2 X libovoln�y ) x =
P1
i=1 xiei, kde xi jsou jed-

nozna�cn�e ur�ceny vztahem xi = hx; eii (speci�aln�e v X = L2(I) je xi =R
I
x(t)ei(t) dt), p�ri�cem�z sou�cet �rady je v X-konvergenci, tj.

kx� xNkX n!1�! 0, kde xN =
PN

i=1 xiei.

3� Plat�� tzv. Parsevalova identita:

x 2 X ) kxk22 =
P1

i=1 jxij2, neboli fxig 2 `2; xi = hx; eii (i 2 N ).
4� Plat�� tzv. Besselova-Parsevalova identita :

x; y 2 X ) hx; yi =
P1
i=1 xiyi; xi = hx; eii; yi = hy; eii (i 2 N ).

Dle 2�{4� p�ri�razen�� x 7! fxig de�nuje z�rejm�e izomor�smus L2(I) ' `2
zachov�avaj��c�� normu i vnit�rn�� sou�cin.

De�nice 1.5. B�aze E = fe1; e2; : : : g Hilbertova prostoruX s normou k�kX ;
(speci�aln�e nap�r.X = L2(I)) se naz�yv�aRieszovou b�az��, jestli�ze existuj�� kon-
stanty A;B; 0 < A � B <1 tak, �ze pro ka�zd�e x 2 X; x =

P1
i=1 xiei; fxig 2

`2 je spln�ena nerovnost

Akfxigk22 � kxk2X � Bkfxigk22: (1.1)

Plat�� n�asleduj��c�� tvrzen��:

Tvrzen�� 1.6. Ke ka�zd�e Rieszov�e b�azi E = fe1; e2; : : : g Hilbertova prostoru

X existuje jedin�a tzv. du�aln�� Rieszova b�aze E� = fe�1; e�2; : : : g � X; kter�a



je biortogon�aln�� k E v tom smyslu, �ze hei; e�j i = �i;j 8i; j 2 N . Zejm�ena

tedy sou�radnice xi jsou podobn�e jako v ortonorm�aln��m p�r��pad�e jednozna�cn�e

ur�ceny vztahem xi = hx; e�i i (speci�aln�e v X = L2(I) je xi =
R
I
x(t)e�

i
(t) dt).

Vid��me, �ze ortonorm�aln�� b�aze je speci�aln��m p�r��padem Rieszovy b�aze pro
A = B = 1 a E� = E. Rieszova b�aze p�redstavuje tedy jakousi skoro
ortonorm�aln�� b�azi , nebot' nen�� po�zadov�ana striktn�� platnost Parsevalovy iden-
tity. Toti�z kxk22 se m�u�ze pohybovat v rozmez�� vymezen�em konstantami A
a B.

Pro praktick�e v�ypo�cty jsou v�yhodn�e bezpodm��ne�cn�e b�aze. Ortonorm�aln��
b�aze z�rejm�etuto vlastnostmaj�� vzhledem k tvrzen�� 1.4, kde kxk22 =

P1
i=1 jxij2

konverguje absolutn�e a tedy bez ohledu na po�rad��. Ukazuje se, �ze tot�e�z plat��
pro ka�zdou Rieszovu b�azi. Existuje toti�z cel�a �rada ekvivalentn��ch podm��nek,
kter�e charakterizuj�� bezpodm��ne�cn�e b�aze dokonce obecn�e v Banachov�ych pro-
storech. N�asleduj��c�� v�eta ud�av�a jednu takovou nutnou a posta�cuj��c�� podm��n-
ku, kter�a se pr�av�e pro Rieszovu b�azi snadno ov�e�r��.

Tvrzen�� 1.7 ([15, vztah (17.12), str. 499{500]). Necht' X = L(E) je Ba-

nach�uv prostor generovan�y posloupnost�� E = fe1; e2; : : : g; ei 6= 0 8 i 2 N .
Pak E je bezpodm��ne�cn�a b�aze X pr�av�e kdy�z 9C; 1 � C <1 :
k
Pn

i=1 �i�ieikX � Ck
Pn

i=1 �ieikX pro ka�zd�e n 2 N a �i; �i 2 C ; j�ij � 1
(i 2 N ).

D�usledek 1.8. Ka�zd�a Rieszova b�aze Hilbertova prostoru je bezpodm��ne�cn�a.

D�ukaz. Necht' E je Rieszova b�aze Hilbertova prostoru X . P�ri ozna�cen�� jako
v 1.5 a 1.7 pro ka�zd�e n 2 N je f�i�ig; f�ig 2 `2, jestli�ze polo�z��me �i = �i = 0
pro i > n. P�ritom z�rejm�e kf�i�igk2 � kf�igk2 vzhledem k j�ij � 1; i 2 N ,
tak�ze podle (1.1) dost�av�ame nerovnosti

k
P
n

i=1 �i�ieikX �
p
Bkf�i�igk2 �

p
Bkf�igk2 ap

Akf�igk2 � k
P
n

i=1 �ieikX ; jejich�z slou�cen�� d�av�a
k
P
n

i=1 �i�ieikX �
p
Bkf�igk2 � (

p
B=
p
A)k

P
n

i=1 �ieikX .
Sta�c�� tedy polo�zit C =

p
B=A. Je C � 1, nebot' A � B.

V dal�s��ch �uvah�ach budeme v�ylu�cn�e pracovat s ortonorm�aln��mi a Ries-
zov�ymi b�azemi pouze v prostoru X = L2(I), i kdy�z existuj�� i obecn�ej�s��
p�r��stupy | viz nap�r. [9].

2. Fourierova a waveletov�a �rada

Z matematick�eho pohledu p�redstavuje waveletov�a anal�yza p�r��mou analogii
klasick�e Fourierovy anal�yzy T -periodick�ych funkc�� v L2([a; b]); b � a = T;

pou�zitou na p�r��pad neperiodick�ych funkc�� z L2 := L2(R).
Fourierov�e �rad�e, kter�a p�redstavuje vyj�ad�ren�� T -periodick�e funkce ve spo-

�cetn�e ortonorm�aln�� b�azi (indexovan�e cel�ymi �c��sly) fw(jt)gj2Z harmonick�ych



kmit�u odvozen�ych z komplexn�� sinusov�e vlny w(t) = ei2�t=T =
p
T =

(cos 2�t=T+i sin 2�t=T )=
p
T pouhou zm�enoum�e�r��tka (frekvence) v z�avislosti

na j, odpov��d�a waveletov�a �rada jako�zto rozvoj neperiodick�e funkce ve
vhodn�e spo�cetn�e b�azi op�et ur�cen�e jedinou funkc��  (t) naz�yvanoumate�rsk�y

wavelet (mother wavelet). Proto�ze w(t) je funkce maj��c�� kone�cnou energii

pouze na ohrani�cen�em intervalu (
R b
a
jw(t)j2 dt <1), je t�reba hledat  6= w,

kter�a m�a kone�cnou energii na cel�e re�aln�e ose. Takov�a funkce v�sak mus�� po-
dle 1.2 vymizet k nule pro t ! �1 a dokonce se ukazuje (viz d�ale odst.
3), �ze za dodate�cn�eho p�redpokladu integrovatelnosti (tj. x 2 L1 \ L2) mus��
m�enit i znam�enko, tj.  mus�� b�yt tlumen�y kmit neboli vlnka (=wavelet).
V d�usledku tohoto tlumen��, kter�e m�u�ze b�yt dokonal�e v tom smyslu, �ze
 je nenulov�a pouze na ohrani�cen�em intervalu (�r��k�ame, �ze m�a kompaktn��
nosi�c), nesta�c�� generovat b�azi pouhou zm�enou m�e�r��tka mate�rsk�eho waveletu,
ale nav��c je nutn�e jej i posouvat. Waveletov�a b�aze se pak dostane jako
spo�cetn�y dvojn�asobn�e cel�ymi �c��sly indexovan�y syst�em f j;k(t)gj;k2Z, kde
 j;k(t) = 2j=2 

�
t�k2�j
2�j

�
a 2j=2 je normaliza�cn�� konstanta zaji�st'uj��c�� kon-

stantn�� (jednotkovou) normu k j;kk2 = k k2. V z�avislosti na vlastnostech
obdr�zen�e waveletov�e b�aze (nen�� jedin�a) se pak prov�ad�� klasi�kace p�r��slu�sn�eho
mate�rsk�eho waveletu.

De�nice 2.1. Ozna�cme E = f j;kgj;k2Z. Mate�rsk�y wavelet  se naz�yv�a

1. ortogon�aln��, jestli�ze E je ortonorm�aln�� b�aze v L2:
h j;k;  l;mi = �j;l�k;m;

2. semiortogon�aln��, jestli�ze E je Rieszova b�aze v L2 a plat��:
h j;k;  l;mi = 0 pro j 6= l;

3. biortogon�aln��, jestli�ze E je Rieszova b�aze v L2 a existuje jedin�y (viz
1.6) tzv. du�aln�� wavelet  �(t) takov�y, �ze E� = f �

l;m
gl;m2Z je du�aln��

Rieszova b�aze k E (ze symetrie plyne tak�e, �ze  je du�aln�� k  �);

Mate�rsk�y wavelet  se naz�yv�awaveletem s kompaktn��m nosi�cem (com-

pactly supported wavelet), jestli�ze ft j (t) 6= 0g je ohrani�cen�a mno�zina.

Podle 1.6 je z�rejm�e (1) speci�aln��m p�r��padem (3), kde  � =  . Zejm�ena
tedy ka�zd�y ortogon�aln�� wavelet je semiortogon�aln�� i biortogon�aln��.
Nejjednodu�s�s��m a historicky nejstar�s��m p�r��kladem ortogon�aln��ho waveletu je
tzv. Haarova funkce  H de�novan�a p�redpisem

 H(t) =

8<:
1 pro 0 � t < 1

2

�1 pro 1
2
� t < 1

0 jinak

V ned�avn�e dob�e bylo nalezeno mnoho dal�s��ch ortogon�aln��ch wavelet�u,
uk�azky n�ekter�ych z nich i Haarova waveletu jsou na obr. 1a).
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Figure 1. Uk�azky ortogon�aln��ch wavelet�u



Ka�zd�a funkce x 2 L2([a; b]); b� a = T je sou�ctem sv�e Fourierovy �rady:

x(t) =

1X
j=�1

xj
1p
T
ei2�

j

T
t =

1X
j=�1

hx; eji
1p
T
ei2�

j

T
t =

1X
j=�1

cje
i2� j

T
t;

(2.1)

kde

cj := cj(x) =
1p
T
hx; eji| {z }
xj

=
1p
T

Z b

a

x(t)
1p
T
e�i2�

j

T
t dt =

1

T

Z b

a

x(t)e�i2�
j

T
t dt

(2.2)

je tzv. j-t�y Fourier�uv koe�cient a fcj(x)gj2Z je tzv. fourierovsk�e

spektrum funkce x(t) 2 L2([a; b]).

Podobn�e ka�zd�a funkce x(t) 2 L2(R) je sou�ctem sv�e waveletov�e �rady

x(t) =

1X
j;k=�1

cj;k 
�
j;k(t); (2.3)

kde v p�r��pad�e biortogon�aln��ho, resp. ortogon�aln��ho ( � =  ), mate�rsk�eho
waveletu a vzhledem k tvrzen�� 1.6

cj;k := cj;k(x) = hx;  j;ki =
Z 1

�1
x(t) j;k(t) dt =

= 2
j

2

Z 1

�1
x(t) 

�
t� k2�j
2�j

�
dt (2.4)

je tzv. (j; k)-t�y waveletov�y koe�cient a fcj;kgj;k2Z je tzv. waveletov�e
spektrum funkce x(t) 2 L2(R).

Konvergence Fourierovy, resp. waveletov�e �rady, je v norm�e prostoru
L2([a; b]), resp. L2(R), tj.

kx� xNk2 ! 0 pro N !1; resp.
kx� xN;Mk2 ! 0 pro N;M !1;

pro �c�aste�cn�e sou�cty

xN (t) =

NX
j=�N

cje
i2�

j

T
t; resp.

xN;M (t) =

NX
j=�N

MX
k=�M

cj;k 
�
j;k
(t):



Pokud nebude hrozit nedorozum�en�� budeme ps�at stru�cn�e cj m��sto cj(x)
a cj;k m��sto cj;k(x).

Besselova-Parsevalova identita

� pro Fourierovu �radu:

1

T

Z
b

a

x(t)y(t) dt =
1

T
hx; yi = 1

T

1X
j=�1

xjyj =

1X
j=�1

cj(x)cj(y):
(2.5)

� pro waveletovou �radu:

Necht'  je ortogon�aln�� nebo biortogon�aln�� wavelet, pakZ 1

�1
x(t)y(t) dt = hx; yi = h

1X
j;k=�1

cj;k(x) 
�
j;k ;

1X
l;m=�1

c�l;m(y) l;mi =

=

1X
j;k=�1

1X
l;m=�1

cj;k(x)c�l;m(y)h �j;k;  l;mi =

=

1X
j;k=�1

cj;k(x)c�j;k(y): (2.6)

Pro ortogon�aln�� wavelet dost�av�ame speci�aln�e c�
j;k
(y) = cj;k(y), nebot'

 �
j;k

=  j;k.

Z (2.5) a (2.6) dostaneme p�r��slu�sn�e Parsevalovy identity jako speci�aln��
p�r��pad pro x = y:

Parsevalova identita

� pro Fourierovu �radu:

1

T

Z
b

a

jx(t)j2 dt| {z }
st�redn�� v�ykon

=

1X
j=�1

cj(x)cj(x) =

1X
j=�1

jcj(x)j2: (2.7)

� pro waveletovou �radu:Z 1

�1
jx(t)j2 dt| {z }

energie

=

1X
j;k=�1

cj;k(x)c�j;k(x) pro biortogon�aln�� wavelet

=

1X
j;k=�1

jcj;k(x)j2 pro ortogon�aln�� wavelet: (2.8)

P�ri zpracov�an�� kone�cn�ych diskr�etn��ch dat vede numerick�y v�ypo�cet in-
tegr�alu ve (2.2) na zn�am�y oper�ator diskr�etn�� Fourierovy transformace



(DFT), jeho�z inverze (IDFT) koresponduje s (2.1), kde nekone�cnou �radu
nahrad��me pouze jej��m �c�aste�cn�ym sou�ctem. Podobn�e diskretizac�� (2.4) a (2.3)
dostaneme p�r��slu�sn�e oper�atory diskr�etn�� waveletov�e transformace

(DWT) a jej�� inverze (IDWT). Pro jejich v�ypo�cet existuj�� rychl�e algoritmy
(FWT=Fast Wavelet Transform) jako�zto prot�ej�sek rychl�e Fourierovy trans-
formace (FFT=Fast Fourier Transform). Diskr�etn��mi oper�atory se v tomto
p�r��sp�evku nebudeme nad�ale zab�yvat, podrobnosti m�u�ze �cten�a�r nal�ezt nap�r��-
klad v prac��ch [13, 14].

3. Fourierova a waveletov�a integr�aln�� transformace

V tomto odstavci uk�a�zeme, �ze z vyj�ad�ren�� waveletov�ych koe�cient�u lze
vhodn�ym in�nitesim�aln��m p�rechodem obdr�zet tzv. integr�aln�� waveletovou
transformaci (IWT), kter�a je op�et analogi�� integr�aln�� Fourierovy trans-
formace (IFT) z��skan�e z vyj�ad�ren�� pro Fourierovy koe�cienty p�ri T !
1. Existence inverzn�� waveletov�e transformace v�sak bude vy�zadovat, aby
wavelet  , kter�y je j�adrem t�eto transformace spl�noval tzv. podm��nku

p�r��pustnosti, resp. siln�ej�s�� podm��nku stability. J�adro  budeme v tomto
p�r��pad�e naz�yvat z�akladn��, resp. dyadick�y, wavelet.

P�redpokl�adejme tedy nyn�� I = R a x(t) 2 L2. Provedeme limitn�� p�rechod
pro T !1. Pak (2.2) p�rejde v dop�rednou integr�aln�� Fourierovu trans-
formaci

Tcj =

Z
T=2

�T=2
x(t)e�i2�

j

T
t dt

T!1�!
Z 1

�1
x(t)e�i2�ft dt =: bx(f)

(3.1)

a (2.1) ve zp�etnou integr�aln�� Fourierovu transformaci

x(t) =

1X
j=�1

1

T
Tcje

i2�
j

T
t T!1�!

Z 1

�1
bx(f)ei2�ft df: (3.2)

P���seme (Fx)(f) = bx(f) a (F�bx)(t) = x(t). Diskr�etn�� frekvence ffjgj2Z,
fj =

j

T
p�rejdou v kontinuum frekvenc�� ffgf2R a fcjgj2Zv kontinu�aln�� spek-

trum fbx(f)gf2R, z n�eho�z F� rekonstruuje x(t) za jist�ych podm��nek (viz d�ale
v�ety o inverzi) analogicky jako Fourierova �rada ve (2.1).

Proto�ze
R T=2
�T=2 x(t)y(t) dt =

P1
j=�1

1
T
Tcj(x)Tcj(y), p�rejdou p�ri T ! 1

Parsevalovy identity (2.5) a (2.7) analogicky jako v�y�se po�rad�e v

Parsevalovy identity pro IFTZ 1

�1
x(t)y(t) dt =

Z 1

�1
bx(f)by(f) df (3.3)Z 1

�1
jx(t)j2 dt =

Z 1

�1
jbx(f)j2 df: (3.4)



Ze (3.4) lze usuzovat, �ze bx 2 L2 a n�asleduj��c�� tzv. Plancherelova v�eta

toto potvrzuje a nav��c �re�s�� i probl�em inverze v L2.

Tvrzen�� 3.1 (Inverzn�� formule pro IFT v L2).
De�nujeme-li integr�aly v (3.1) a (3.2) jako Cauchyho hlavn�� hodnotu v L2-

konvergenci (nap�r. pro F : kbx� R N�N x(t)e�i2�ft dtk2 N!1�! 0), pak pro 8x 2
L2 je rovn�e�z bx 2 L2, plat�� (3.3), (3.4) a F; F

� jsou navz�ajem inverzn�� line�arn��

oper�atory L2 ! L2 (F
� = F

�1) zachov�avaj��c�� vnit�rn�� sou�cin a tedy i mormu.

Probl�em inverze lze vy�set�rovat i bodov�e, kdy integr�aly v (3.1) a (3.2)
ch�apeme jako Lebesgueovy integr�aly na R:

Tvrzen�� 3.2 (Inverzn�� formule pro IFT v L1).

x(t); bx(f) 2 L1 ) x(t) = (F�bx)(t) plat�� v ka�zd�em bod�e t, kde x je spojit�a

a 1
2
(x(t+0)+x(t� 0)) = (F�bx)(t) v ka�zd�em bod�e t, kde x m�a kone�cn�y skok.

D�usledek 3.3. M�a-li x 2 L1 kone�cnou variaci na ka�zd�em uzav�ren�em a ohra-

ni�cen�em intervalu, pak x(t) = (F�bx)(t) s.v.
Pozn�amka 3.4.

(1) x 2 L1 \ L2 ) Fx v L1 a Fx v L2 spl�yvaj�� v tom smyslu, �ze jsou
stejn�e s.v.

(2) Ve 3.3 lze rovnost x(t) = (F�bx)(t) pokl�adat za platnou pro ka�zd�e t 2 R,
jestli�ze p�rijmeme konvenci x(t) = 1

2
(x(t+0)+x(t�0)) v ka�zd�em bod�e t,

kde x(t) m�a kone�cn�y skok (x(t) m�a toti�z pouze nespojitosti tohoto typu,
a to nejv�y�se ve spo�cetn�e mnoha bodech).

Je d�ale z�rejm�e, �ze pomoc�� F m�u�zeme (2.2) p�repsat do ekvivalentn��ho tvaru

cj(x) =
1

T
(FxT )

�
j

T

�
; kde xT (t) =

�
x(t) pro t 2 [a; b]
0 pro t =2 [a; b] :

(3.5)

Pro libovoln�e x(t); y(t) 2 L2 a c 2 C ; 0 6= � 2 R; � 2 R se snadno ov�e�r��

n�asleduj��c�� vlastnosti oper�ator�u F a F�:

(Fcx) = c(Fx) (F�cbx) = c(F�bx) (3.6)

(F(x + y)) = (Fx) + (Fy) (F�(bx + by)) = (F�bx) + (F�by) (3.7)

(Fx(�t))(f) =
1

j�j (Fx)(f=�) (F�bx(�f))(t) = 1

j�j (F
�bx)(t=�) (3.8)

(Fx(t � �))(f) = e�i2�f�(Fx)(f) (F�bx(f � �))(t) = ei2�t�(F�bx)(t)
(3.9)

x(t) re�aln�a ) bx(�f) = bx(f) (3.10)

D�a se tak�e uk�azat, �ze

x 2 L1 ) bx(f) je stejnom�ern�e spojit�a funkce. (3.11)



Podobn�e limitn��m p�rechodem j ! 1 ve vyj�ad�ren�� (2.4) waveletov�ych
koe�cient�u cj;k dostaneme z diskr�etn��ch posloupnost�� parametr�u m�e�r��tka (di-
latace) fajgj2Z; aj = 2�j a parametr�u polohy fbkgk2Z; bk = k2�j po�rad�e
kontinuum hodnot faga2R+ a fbgb2R. P�ripust��me-li i z�aporn�e hodnoty a ,
pak cj;k p�rejdou v kontinu�aln�� waveletov�e spektrum z�avisl�e na a; b 2 R ve
smyslu n�asleduj��c�� de�nice.

De�nice 3.5. Integr�aln�� transformace W ur�cen�a vztahem

~x(b; a) = (W x)(b; a) = jaj�
1
2

Z 1

�1
x(t) 

�
t� b
a

�
dt; x 2 L2(R); a; b 2 R

(3.12)

se naz�yv�a dop�rednou (integr�aln��) waveletovou transformac�� induko-
vanou \waveletem"  .

Analogicky jako ve (3.5) je vzhledem k (2.4) (j; k)-t�y waveletov�y koe�-

cient funkce x(t) ur�cen waveletovou transformac�� vyhodnocenou pro dyadic-

kou pozici b = k

2j
a bin�arn�� dilataci a = 1

2j
:

cj;k = (W x)

�
k

2j
;
1

2j

�
: (3.13)

Podobn�e jako v p�r��pad�e F se nyn�� budeme zab�yvat ot�azkou platnosti Par-
sevalov�ych identit a probl�emem inverze oper�atoru W . Ukazuje se, �ze W 

bude m��t obdobn�e vlastnosti jako F, pokud se omez��me pouze na  2 L2 ve
smyslu n�asleduj��c�� de�nice.

De�nice 3.6. Funkce  2 L2 se naz�yv�a z�akladn�� wavelet, jestli�ze  

spl�nuje tzv. podm��nku p�r��pustnosti (admissibility condition)

0 < C :=

Z 1

�1

j b (f)j2
jf j df <1: (3.14)

Poznamenejme, �ze C > 0 ve (3.14) vylu�cuje trivi�aln�� z�akladn�� wavelet

 = 0 s.v., nebot' z�rejm�e plat�� C = 0, b (f) = 0 s.v. ,  (t) = 0 s.v.

Lemma 3.7. Necht'  2 L1 \ L2 je z�akladn�� wavelet, pak

b (0) = Z 1

�1
 (t) dt = 0 (3.15)

a tedy  je skute�cn�e mal�a vlna (wavelet), nebot' m�en�� znam�enko.

D�ukaz. b (f) je spojit�a funkce dle (3.11). Kdyby b (0) 6= 0, pak

j b (f)j2 � K > 0 v n�ejak�em �-okol�� bodu f = 0, tj.

C �
R �
��

K

jf j df = 2K
R �
0

1
f
df = 2K[ln jf j]�0 = 2K(ln � � ln 0) =1, spor.



Tvrzen�� 3.8 (Parsevalovy identity pro IWT).
Necht'  2 L2 je z�akladn�� wavelet, pak W spl�nuje pro 8x; y 2 L2 Parseva-

lovy identity ve tvaru

C 

Z 1

�1
x(t)y(t) dt =

Z 1

�1

Z 1

�1
~x(b; a)~y(b; a)

1

a2
da db (3.16)

C 

Z 1

�1
jx(t)j2 dt =

Z 1

�1

Z 1

�1
j~x(b; a)j2 1

a2
da db; (3.17)

kde ~x(b; a) = (W x)(b; a) a ~y(b; a) = (W y)(b; a).

D�ukaz. Viz [6, Theorem 3.10, str. 62].

V p�r��pad�e wavelet�u se probl�em inverze, tj. rekonstrukce x(t) z (W x)(b; a)
rozpad�a na �cty�ri p�r��pady v z�avislosti na m���re znalosti (W x)(b; a).

(1) (W )(b; a) zn�ame �upln�e pro ka�zd�e a; b 2 R.

Tvrzen�� 3.9 (1. inverzn�� formule pro IWT).
Necht'  2 L2 je z�akladn�� wavelet, pak pro 8x 2 L2 a ka�zd�y bod t, kde x je

spojit�a, plat�� rekonstruk�cn�� formule

x(t) =
1

C 

Z 1

�1

Z 1

�1
~x(b; a)

�
jaj� 1

2 

�
t� b
a

��
1

a2
da db:

(3.18)

V�simn�eme si, �ze zat��mco v dop�redn�e transformaci (3.12) se pou�z��v�a j�adro

 
�
t�b
a

�
, zde je u�zito  

�
t�b
a

�
s vahou jaj� 1

2 a�2, co�z op�et ukazuje na analo-

gick�y vztah j�adra e�i2�ft = ei2�ft pro F a j�adra ei2�ft pro F�1.
Wavelet, kter�y se u�z��v�a pro inverzn�� waveletovou transformaci W�1

 
se

naz�yv�a du�al k  (nezam�e�novat s pojmem du�aln�� wavelet zaveden�em v de�nici

2.1). V tomto p�r��pad�e je tedy  du�al k  .

(2) (W )(b; a) zn�ame �c�aste�cn�e jen pro ka�zd�e a > 0 a b 2 R.

V tomto p�r��pad�e je rekonstrukce mo�zn�a za tu cenu, �ze se v�yb�er p�r��pustn�ych  
je�st�e v��ce omez��. M��sto (3.14) budeme uva�zovat pon�ekud p�r��sn�ej�s�� podm��nku,
tzv. zes��lenou podm��nku p�r��pustnosti:

0 <
1

2
C =

Z 1

0

j b (f)j2
f

df =

Z 1

0

j b (�f)j2
f

df <1; (3.19)

kde C je ur�cena op�et vztahem (3.14). Skute�cn�e (3.19) ) (3.14), nebot'Z 1

0

j b (�f)j2
f

df =

Z 0

�1

j b (f)j2
�f df; (3.20)

tak�ze sou�cet obou integr�al�u d�av�a (3.14).
Nap�r��klad re�aln�a funkce  spl�nuj��c�� (3.14) spl�nuje i (3.19), nebot' dle (3.10)b (�f) = b (f) ) j b (�f)j = j b (f)j.



Tvrzen�� o inverzi zn�� nyn�� takto:

Tvrzen�� 3.10 (2. inverzn�� formule pro IWT).
Necht'  2 L2 spl�nuje (3.19), pak  je z�akladn�� wavelet a pro 8x 2 L2 a ka�zd�y

bod t, kde x je spojit�a, plat�� rekonstruk�cn�� formule

x(t) =
2

C 

Z 1

0

a�
5
2

�Z 1

�1
~x(b; a) 

�
t� b
a

�
db

�
da: (3.21)

Stejn�e jako v p�r��pad�e (1) je  op�et du�alem k  se stejnou vahou, nebot'

pro a > 0 je a�
5
2 = jaj� 1

2 a�2.

(3) (W )(b; a) zn�ame �c�aste�cn�e jen pro a = 2�j ; j 2 Z a b 2 R.

Op�et z�u�z��me v�yb�er  dle n�asleduj��c�� de�nice:

De�nice 3.11. Funkce  2 L2 se naz�yv�a dyadick�y wavelet, jestli�ze exis-
tuj�� konstanty 0 < A � B <1 takov�e, �ze plat�� tzv. podm��nka stability

A �
1X

j=�1
j b (2�jf)j2 � B pro s.v. f 2 R: (3.22)

Tvrzen�� 3.12. Dyadick�y wavelet  2 L2 spl�nuje

A ln 2 �
Z 1

0

j b (f)j2
f

df ;

Z 1

0

j b (�f)j2
f

df � B ln 2: (3.23)

D�ukaz. Pro f > 0 dost�av�ame z (3.22): A

f
�
P1
j=�1

jb (2�jf)j2
f

df � B

f

a po zintegrov�an��
R 2

1
:

A[ln jf j]21 �
P1
j=�1

R 2

1

jb (2�jf)j2
f

df
u=2�jf
=P1

j=�1
R 2�(j�1)

2�j
jb (u)j2
u

du � B[ln jf j]21 a po se�cten��

A ln 2 �
R1
0

jb (u)j2
u

du � B ln 2:

Podobn�e obdr�z��me pro f < 0 vyn�asoben��m � 1
f
a zintegrov�an��m

R �1

�2
nerov-

nosti pro druh�y integr�al: A ln 2 �
R1
0

jb (�u)j2
u

du � B ln 2:

D�usledek 3.13. Ka�zd�y dyadick�y wavelet je z�akladn��m waveletem spl�nuj��c��m

zes��lenou podm��nku p�r��pustnosti (3.14) ve tvaru

2A ln 2 � C � 2B ln 2; (3.24)

z n���z p�ri A = B dokonce plyne i (3.19), kde 1
2
C = A ln 2.

D�ukaz. (3.24) je p�r��m�ym d�usledkem (3.23), kde sta�c�� se�c��st oba integr�aly
spolu s mezemi v nerovnostech a uv�a�zit symetrii (3.20).

Tvrzen�� o inverzi lze nyn�� formulovat n�asledovn�e:



Tvrzen�� 3.14 (3. inverzn�� formule pro IWT).
Necht'  2 L2 je dyadick�y wavelet, pak existuje funkce  � 2 L2 naz�yvan�a

dyadick�y du�al k  tak, �ze pro ka�zdou funkci x 2 L2 a ka�zd�e t 2 R plat��

rekonstruk�cn�� formule

x(t) =

1X
j=�1

2
3j
2

Z 1

�1
~x
�
b; 2�j

�
 �
�
t� b
2�j

�
db: (3.25)

Speci�aln�e lze zvolit  � =  �, kde  � je ur�cena p�r��mo waveletem  prost�red-

nictv��m sv�e Fourierovy transformace b �(f) podle vztahu

b �(f) = b (f)P1
m=�1 j b (2�mf)j2 : (3.26)

Poznamenejme je�st�e, �ze (3.25) se dostane z (3.21) (po vyn�asoben�� v�ahovou
korekc�� 2=C ) jednodu�se form�aln��m nahrazen��m

R1
0

# da diskr�etn�� sumou

z��skanou diskretizac�� m�e�r��tka a na s��ti fajg; aj = 2�j ; j 2 Z s nerovnom�er-

n�ym krokem �j = aj�1 � aj = 2�(j�1) � 2�j = 2�j(2 � 1) = 2�j . Pak

a
� 5

2

j
�j = 2

5j
2 2�j = 2

3j
2 d�av�a pr�av�e v�ahovou konstantu v (3.25).

Pozn�amka 3.15. D�a se uk�azat (viz [6, str. 79{80]), �ze dyadick�y du�al ur�cen�y
rovnic�� (3.26) nen�� obecn�e jedin�y mo�zn�y, ale mohou existovat i dal�s�� dyadick�e
du�aly, z nich�z �z�adn�y ov�sem tuto rovnici nespl�nuje (nerozli�sujeme mezi funk-
cemi, kter�e se li�s�� na mno�zin�e nulov�e m��ry). N�asleduj��c�� tvrzen�� ud�av�a popis
v�sech dyadick�ych du�al�u k dan�emu dyadick�emu waveletu  .

Tvrzen�� 3.16 ([6, Theorem 3.16, str. 79{80]).
Necht'  2 L2 je dyadick�y wavelet a  � 2 L2 funkce, pro ni�z

ess supx2R

1X
j=�1

j b �(2�jf)j2 <1: (3.27)

Pak  � je dyadick�y du�al k  pr�av�e kdy�z spl�nuje identitu

1X
j=�1

b (2�jf) b �(2�jf) = 1 s.v. (3.28)

Pro dyadick�y du�al  � jsou podm��nky (3.27) a (3.28) p�r��m�ym d�usledkem

rovnosti
P1

j=�1 j b �(2�jf)j2 = 1, kterou (3.26) zjevn�e spl�nuje. Sou�casn�e

vid��me, �ze dyadick�y du�al  � je s�am dyadick�ym waveletem spl�nuj��c��m (3.22)
s konstantami A = B = 1.

(4) (W )(b; a) zn�ame jen diskr�etn�e pro a = 2�j a b = k2�j ; j; k 2 Z.

Jestli�ze v (3.25) diskretizujeme polohovou prom�ennou b pro ka�zd�e �xovan�e



j 2 Z tentokr�at rovnom�ern�e na s��ti fbkg; bk = k2�j ; k 2 Z, p�rejde podobn�e
jako v p�r��pad�e m�e�r��tka nav��c tak�e

R1
�1# db v diskr�etn�� sumu a (3.25) na

x(t) =

1X
j=�1

2
3j
2 2�j|{z}
krok

1X
k=�1

ex� k

2j
;
1

2j

�
| {z }
cj;k dle (3.13)

 �
�
t� k2�j
2�j

�
=

=

1X
j=�1

cj;k 
�
j;k(t): (3.29)

Tato rekonstruk�cn�� formule je podle o�cek�av�an�� ve tvaru waveletov�e �rady,
nebot' tento p�r��pad odpov��d�a dle (3.13) vlastn�e znalosti waveletov�ych koe�-
cient�u, kdy inverzn�� formule je d�ana waveletovou �radou (2.3). V�y�se popsa-
n�y postup je mo�zno modi�kovat pou�zit��m obecn�ej�s�� diskretiza�cn�� s��t�e bk =
kb02

�j , kter�a umo�z�nuje m�enit velikost kroku vhodnou volbou parametru b0 2
R ((3.29) p�redstavuje speci�aln�� p�r��pad pro b0 = 1). Dostaneme tak pon�ekud

obecn�ej�s�� pojet�� waveletov�e�rady, kdy b�azov�e funkce  j;k(t) = 2j=2 
�
t�k2�j
2�j

�
nahrad��me obecn�ej�s��mi funkcemi  b0;j;k(t) = 2j=2 

�
t�kb02�j

2�j

�
. Cel�a teorie

takto modi�kovan�ych waveletov�ych �rad v�sak z�ust�av�a s p�r��slu�sn�ymi zm�enami
v platnosti.

Pozn�amka 3.17. Odvozen�� (3.29) vy�zaduje vyjasn�en�� ot�azky, zda dyadick�y
wavelet  je automaticky mate�rsk�ym waveletem a jeho dyadick�y du�al  �

du�aln��m waveletem  � ve smyslu de�nice 2.1(3). Ukazuje se (viz [6, str. 71{
74]), �ze ka�zd�y biortogon�aln�� mate�rsk�y wavelet (a tedy pota�zmo i ortogon�aln��
a semiortogon�aln�� wavelet) je dyadick�ym waveletem. Dost�av�ame tedy celkem
tyto implikace

 (semi)ortogon�aln��)  biortogon�aln��)  dyadick�y)  z�akladn��:

Implikace v�sak nelze obecn�e obr�atit, zejm�ena tedy dyadick�y wavelet nemus��
b�yt nutn�e mate�rsk�ym waveletem (viz [6, str. 79]). Stejn�e tak dyadick�y du�al
 � nemus�� b�yt nutn�e du�aln��, tj. neplat��  � =  �, nebot'  � existuje jedin�y,
zat��mco  � nikoliv dle 3.15. Tedy odpov�ed' na polo�zenou ot�azku je z�aporn�a
a (3.29) nelze interpretovat tak, �ze plat�� pro ka�zd�y dyadick�y wavelet  a jeho
du�al  �, n�ybr�z pouze pro n�ekter�e speci�aln�� z nich.

Pozn�amka 3.18. D�ukazy inverzn��ch formul�� (3.18), (3.21) a (3.25) lze nal�ezt
nap�r��klad v monogra�i [6, kap. 3]. Jejich podrobn�y rozbor ukazuje, �ze
pokud p�rijmeme konvenci z pozn�amky 3.4(2), tak vztahy (3.18) a (3.21)
lze v analogii s tvrzen��m 3.2 pou�z��t i pro ta t, v nich�z x(t) m�a kone�cn�y skok.



4. �Casov�e-frekven�cn�� spektr�aln�� charakteristika

V klasick�e fourierovsk�e b�azi je ka�zd�a b�azov�a funkce sinusov�y kmit, kter�y
ovliv�nuje pr�ub�eh x(t) stejnom�ern�e na cel�e re�aln�e ose a m�a tedy glob�aln��

�u�cinek. Je to tedy funkce, kter�a nen�� lokalizov�ana v �case, ale naopak
je ide�aln�e lokalizov�ana ve frekvenci (jej�� spektrum je jednobodov�e).
V�ypo�cet ka�zd�eho jednotliv�eho spektr�aln��ho koe�cientu podle (2.2) tedy vy-
�zaduje �uplnou znalost funkce (sign�alu) x(t) v minulosti i budoucnosti. Nev�y-
hoda t�eto reprezentace se nejv�yrazn�eji projev�� u sign�alu, jeho�z dynamika (tj.
frekven�cn�� charakteristika) se s �casem v�yrazn�e m�en��. Takov�y sign�al si vynu-
cuje siln�e zastoupen�� velk�eho mno�zstv�� vysokofrekven�cn��ch komponent (nap�r.
skokov�e zm�eny se vymodeluj�� a�z v limit�e) neboli zab��r�a �sirok�e frekven-

�cn�� p�asmo. Prakticky nep�r��zniv�ym d�usledkem je velk�y objem dat spektra
fcj(x)gj2Z pot�rebn�y k vyhovuj��c��mu popisu x(t).

Vznik�a tak po�zadavek vy�set�rovat lok�aln�� frekven�cn�� charakteristiky
sign�alu postupn�e v �case. Standardn�� postup vyu�z��v�a tzv. Fourierovu

transformaci s v�ahov�ym oknem (WFT =Windowed Fourier Transform),
kter�e postupn�e \klou�ze" po datech (kontinu�aln�e nebo v diskr�etn��ch kroc��ch)
a vyb��r�a tak z dat pro frekven�cn�� anal�yzu pouze lok�aln�� �usek:

(Fwinx)(t; f) =

Z 1

�1
x(s)g(s � t)e�i2�fs ds; (4.1)

kde g(�) je v�ahov�e okno (zpravidla gaussovsk�e) se st�redem v 0. Pou�zit��m F
win

m��sto F ve (3.5) dostaneme spektrum fcj;tgj;t2Z, pokud se omez��me pouze
na diskr�etn�� �casov�e okam�ziky t 2 Z. Jeho podobnost se spektrem (2.4) nen��

jen form�aln��. Sta�c�� polo�zit j;t(s) = g(s� t)e�i2� j

T
s = g(s� t)ei2� j

T
s a (4.1)

bude p�resn�e tvaru (2.4). Jeden podstatn�y rozd��l zde v�sak p�rece jenom je. Na
rozd��l od  j;k �s���rka j;t ani posuv t nez�avis�� na j.

Proto�ze frekvence je nep�r��mo �um�ern�a d�elce cyklu, tak pro zachycen�� vyso-
kofrekven�cn�� informace vysta�c��me s krat�s��m intervalem, zat��mco pro zachyce-
n�� n��zkofrekven�cn�� informace je naopak pot�reba interval del�s��. Jin�ymi slovy,
pot�rebujeme m��t exibiln�� �casov�e okno, kter�e se automaticky zu�zuje, je-li
st�redn�� frekvence jeho spektra vy�s�s�� a roz�si�ruje, je-li tato frekvence ni�z�s��. Tuto
vlastnost maj�� pr�av�e  j;k (na rozd��l od j;t). Pro rostouc�� j se  j;k zu�zuje

(�s���rka=1=2j), podle (3.8) se pak ov�sem b j;k roz�si�ruje a st�redn�� frekvence
spektra spolu se �s���rkou p�asma tedy rostou. Se zu�zov�an��m je t�reba rovn�e�z
zjem�novat posuv k

2j
, aby nevznikly �casov�e d��ry nepokryt�e vysokofrekven-

�cn�� informac��. Aby se  j;k mohly pou�z��vat pro �casov�e-frekven�cn�� anal�yzu ve
v�y�se uveden�em smyslu, mus�� b�yt tedy dob�re lokalizov�any sou�casn�e v �case i ve
frekvenci. Vzhledem ke (3.8) jsou to ov�sem protich�udn�e po�zadavky, kter�ym

lze rozumn�e vyhov�et pouze v p�r��pad�e, �ze jak  (t) tak b (f) se rychle tlum��
(konverguj�� k nule) pro t; f ! �1. Nav��c mus��me pro  a b a n�asledn�e i pro



 j;k a b j;k b�yt schopni ur�cit jejich st�red a �s���rku, kter�e d�ale de�nujeme v 4.1.

Takov�a funkce  , resp. b se pak naz�yv�a v�ahovou funkc�� �casov�eho, resp.
frekven�cn��ho okna.

De�nice 4.1. Funkce 0 6= w(t) 2 L2 se naz�yv�a v�ahov�a funkce okna

(stru�cn�e okno), jestli�ze rovn�e�z tw(t) 2 L2. St�red t� a polom�er �w okna
w jsou pak de�nov�any vztahy

t� =
1

kwk22

Z 1

�1
tjw(t)j2 dt (4.2)

a

�w =
1

kwk2

�Z 1

�1
(t� t�)jw(t)j2

� 1
2

dt: (4.3)

�C��slo 2�w naz�yv�ame �s���rkou okna w.

Ve statistick�e terminologii m�u�zeme t� voln�e interpretovat jako \st�redn��
hodnotu" a �w jako \sm�erodatnou odchylku" rozlo�zen�� v�ykonu jw(t)j2 funkce
(sign�alu) w(t).

Pozn�amka 4.2.

(1) Ov�e�r��me nejprve, �ze za p�redpoklad�u uveden�ych v de�nici 4.1 integr�aly
(4.2) a (4.3) skute�cn�e existuj�� a jsou kone�cn�e, a �ze tedy pojmy st�red
a polom�er jsou de�nov�any korektn�e.
w(t); tw(t) 2 L2 ) jw(t)j2; t2jw(t)j2 2 L1, tak�ze
jtjjw(t)j2 � jw(t)j2 pro jtj � 1 ) jtjjw(t)j2 2 L1([�1; 1]) a
jtjjw(t)j2 � t2jw(t)j2 pro jtj > 1 ) jtjjw(t)j2 2 L1(R � [�1; 1]):
Celkem tedy jtjjw(t)j2 2 L1, co�z spolu s jw(t)j2 2 L1 a t2jw(t)j2 2 L1

zaru�cuje existenci a kone�cnost integr�al�u (4.2) a (4.3).
(2) Nav��c dokonce plat�� w(t) 2 L1: toti�z krom�e (1 + jtj)jw(t)j 2 L2 (p�r��m�y

d�usledek w(t); tw(t) 2 L2) je z�rejm�e tak�e (1 + jtj)�1 2 L2, tak�zeR1
�1 jw(t)j dt = h(1 + jtj)jw(t)j; (1 + jtj)�1i <1.

V dal�s��ch �uvah�ach bude roli w(t) hr�at z�akladn�� wavelet  (t) a jeho Fourierova

transformace b (f). Proto nav��c p�redpokl�ad�ame t (t); f b (f) 2 L2. Na
z�aklad�e pozn�amky 4.2(2) je zejm�ena  2 L1 \L2 a proto podle lemmatu 3.7
plat�� (3.15) a  je tedy vlnka.

Substituce u = t�b
a

v integr�alech (4.2) a (4.3) d�a z�rejm�e pro w
�
t�b
a

�
st�red

b+at� a polom�er jaj�w. Pak tedy waveletov�a transformace (3.12) lokalizuje
sign�al x(t) v \�casov�em okn�e"

[b+ at� � jaj� ; b+ at� + jaj� ]:



Je-li podobn�e f� a �
b 
po�rad�e st�red a polom�er v�ahov�e funkce b , pak vzhledem

k Besselov�e-Parsevalov�e identit�e (3.3) p�rejde (3.12) p�ri u�zit�� (3.8) a (3.9) v

(W x)(b; a) = jaj� 1
2

Z 1

�1
x(t) 

�
t� b
a

�
dt =

= jaj� 1
2 jaj

Z 1

�1
bx(f)e�i2�fb b (af) df =

= jaj 12
Z 1

�1
bx(f)ei2�fb b (af) df; (4.4)

tak�ze vzhledem k jei2�fb b (af)j = j b (af)j tat�a�z veli�cina (W x)(b; a) lokali-
zuje frekven�cn�� spektrum bx(f) tak�e ve \frekven�cn��m okn�e"�

f�

a
� 1

jaj�b 
;
f�

a
+

1

jaj�b 

�
:

Celkem tedy dost�av�ame \�casov�e-frekven�cn�� okno"

[b+ at� � jaj� ; b+ at� + jaj� ]�
�
f�

a
� 1

jaj�b 
;
f�

a
+

1

jaj�b 

�
:

V�enujme nyn�� pozornost speci�aln��mu p�r��padu a = 2�j ; j 2 Z, kter�y se
uplat�nuje p�ri rekonstrukci typu (3) a (4) v odst. 3. Dostaneme tak soubor
frekven�cn��ch oken

Bj :=
�
2jf� � 2j�

b 
; 2jf� + 2j�

b 

i
; j 2 Z: (4.5)

Jestli�ze c��len�e zvol��me  tak, aby st�red f� a polom�er �
b 
odpov��daj��c��ho

frekven�cn��ho okna b byly sv�az�any vztahem f� = 3�
b 
, pak

Bj = (2j+1�
b 
; 2j+2�

b 
] rozd�eluj�� kladnou frekven�cn�� osu (0;1) na dis-

junktn�� frekven�cn�� p�asma s d�elkou 2j+1�
b 
exponenci�aln�e rostouc�� v z�avislosti

na j.
Potom u�zit��m waveletov�e integr�aln�� transformace (3.12) zjist��me �casov�e

intervaly [b+2�jt� � 2�j� ; b+2�jt� + 2�j� ], na nich�z spektr�aln�� obsah
sign�alu x s frekvencemi v p�asmu Bj je signi�kantn��, tj. hodnota ~x(b; 2�j) =
j(W x)(b; 2

�j)j je nad jistou zvolenou prahovou hodnotou (threshold).
Z�akladem jak�esi zobecn�en�e waveletov�e �ltrace sign�alu x je potom n�asle-

duj��c�� obecn�y postup:

1. V�ypo�cet ~x(b; 2�j), resp. fcj;kgj;k2Z
2. Vhodn�a modi�kace t�echto veli�cin na z�aklad�e jejich signi�kantnosti
3. Zp�etn�a rekonstrukce modi�kovan�eho sign�alu podle (3.25), resp. podle

(2.3).

Modi�kaci v�et�sinou prov�ad��me s c��lem sign�al vyhladit, tj. vylou�cit z n�ej
n�ahodnou �sumovou slo�zku. Ta ov�sem nejv��ce p�risp��v�a k vysokofrekven�cn��m
komponent�am sign�alu, kter�e proto p�ri modi�kaci podle vhodn�e strategie



potla�cujeme. T�emto ot�azk�am se budeme podrobn�eji v�enovat v n�asleduj��c��m
odstavci.

5. Waveletov�e vyhlazov�an�� (filtrace)

Formulace �ulohy

Uva�zujme aditivn�� model

y(t) = x(t) + e(t); t 2 R;
kde y(t) jsou pozorovan�e hodnoty, x(t) 2 L2 je nezn�am�a odhadovan�a funkce
a e(t) je b��l�y �sum. V diskr�etn��m p�r��pad�e y(t) jsou ov�sem pozorov�any pouze
na kone�cn�e diskr�etn�� v�et�sinou ekvidistantn�� s��ti t = t1; t2; : : : ; tn.

Vzhledem k linearit�e (2.4) dost�av�ame

cj;k(y) = cj;k(x) + cj;k(e)

kde cj;k(y); cj;k(x) a cj;k(e) jsou waveletov�e koe�cienty po�rad�e ve wavele-
tov�ych �rad�ach pro y(t); x(t) a e(t). C��lem waveletov�eho vyhlazov�an�� je naleze-
n�� vhodn�eho modi�ka�cn��ho p�redpisu �(�) takov�eho, �ze �(cj;k(y)) = bcj;k(x) �
cj;k(x) je dobr�ym odhadem cj;k(x). Tento p�r��stup p�redstavuje op�et analogii
s fourierovskou �ltrac��, kde modi�kujeme Fourierovy koe�cienty cj(y). D�ule-
�zit�ym speci�aln��m p�r��padem je line�arn�� �ltrace, kde �(cj(y)) = �jcj(y); �j �
0 a f�jgj2Z je tzv. p�renosov�a charakteristika �ltru. Pro pevn�e k je
p�r��sp�evek ka�zd�eho koe�cientu cj;k(y) pouze lok�aln��, tak�ze waveletov�a repre-
zentace dovoluje t��mto zp�usobem konstruovat lok�aln�e adaptivn�� �ltry, co�z
je jej�� vynikaj��c�� nov�y rys ve srovn�an�� s klasick�ymi fourierovsk�ymi �ltry, kde
efekt je glob�aln��.

B�e�zn�e se pou�z��vaj�� �cty�ri modi�ka�cn�� techniky pro waveletov�e koe�cienty.
Prvn�� z nich operuje na datech (koe�cientech) line�arn�e, zb�yvaj��c�� t�ri ne-
line�arn�e.

1. Positive scaling

bcpos
j;k

= �j;kcj;k(y); �j;k � 0,

kter�a je p�r��m�ym zobecn�en��m v�y�se zm��n�en�e p�renosov�e charakteris-
tiky.

2. Tvrd�e prahov�an�� (hard thresholding)

V�sechny waveletov�e koe�cienty pod jistou prahovou hodnotou � > 0 se
vynuluj�� a ostatn�� se ponechaj�� beze zm�eny:

bchard
j;k

=

�
0 pro jcj;kj < �

cj;k pro jcj;kj � � .



3. M�ekk�e prahov�an�� (soft thresholding)

Velikosti v�sech waveletov�ych koe�cient�u se sn���z�� o prahovou hodnotu
� > 0:

bcsoft
j;k

= sign(cj;k)max(0; jcj;kj � �).

4. Kvantilov�e prahov�an�� (quantile thresholding)
Podobn�e jako (2), m��sto � se v�sak pou�zije kvantil z mno�ziny v�sech
waveletov�ych koe�cient�u, tj. nap�r. se vynuluje 30% nejmen�s��ch wavele-
tov�ych koe�cient�u.

Donoho a Johnstone [3, 4, 5] navrhli metodu pro v jist�em smyslu optim�aln��

volbu prahov�e hodnoty �, kter�a je bud' univerz�aln�� � =
p
2 lnn; kde n je

po�cet dat, nebo speci�ck�a pro ka�zdou �urove�n m�e�r��tka j (� = �j). Tyto
a jin�e podobn�e metody se staly zn�am�ymi pod anglick�ymi n�azvy wavelet

shrinkage nebo wavelet de-noising.
P�ri praktick�ych v�ypo�ctech ov�sem cj;k po�c��t�ame pomoc�� DWT s vyu�zit��m

vhodn�eho rychl�eho algoritmu FWT.
Na obr. 2 je uk�azka waveletov�eho vyhlazen�� sign�alu s nespojit�ymi skoky

kontaminovan�eho simulovan�ym �sumem. V lev�em sloupci jsou odshora dol�u
uvedeny po�rad�e data za�sum�en�a, vyhlazen�a a origin�aln�� bez �sumu. V prav�em
sloupci jsou grafy odpov��daj��c��ch waveletov�ych koe�cient�u, kde k je vyne-
seno na vodorovn�e ose a j na svisl�e ose (�c��slo 1 odpov��d�a maxim�aln�� �urovni).
Pro vyhlazen�� bylo pou�zito Donoho-Johnstonova m�ekk�eho prahov�an��. Ne-
spojit�e skoky jsou velmi dob�re zachyceny s podstatn�e men�s��m zkreslen��m
(rozvln�en��m v d�usledku tzv. Gibbsova jevu) ne�z by tomu bylo v p�r��pad�e
klasick�e fourierovsk�e �ltrace.

Dal�s�� uk�azky waveletov�eho vyhlazov�an�� dat z oblasti �zivotn��ho prost�red��
lze nal�ezt v [17].

6. MR-anal�yza

MR-anal�yza, neboli anal�yza o v��ce �urovn��ch rozli�sen�� (z angl. multire-
solution analysis), umo�z�nuje jednoduchou aplikac�� vhodn�e dvojice line�arn��ch
�ltr�u postupn�e sni�zovat nebo zvy�sovat rozli�sovac�� schopnost waveletov�e apro-
ximace.

Necht'  je n�ejak�y mate�rsk�y wavelet (ortogon�aln��, semiortogon�aln�� nebo
biortogon�aln��). Pro ka�zd�e j 2 Z uva�zujme (uzav�ren�e) podprostory v L2

generovan�e t�emito �c�aste�cn�ymi sou�cty waveletov�e �rady:

Wj = L(f j;kgk2Z) = fgj(t) j gj(t) =
1X

k=�1
cj;k j;k(t)g (6.1)
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Figure 2. Uk�azka vyhlazen�� m�ekk�ym prahov�an��m



a

Vj = L(f i;kgi;k2Z; i<j) = fxj(t) jxj(t) =
j�1X
i=�1

1X
k=�1

ci;k i;k(t)g:
(6.2)

Proto�ze waveletov�y rozvoj (2.3) libovoln�e funkce x 2 L2 lze p�repsat jako

x(t) =

1X
j=�1

(

1X
k=�1

cj;k j;k(t)) =

1X
j=�1

gj(t); kde gj 2 Wj ;

(6.3)

p�ri�cem�z gj 2 Wj jsou z�rejm�e ur�ceny jednozna�cn�e, m�u�zeme cel�y prostor L2

ps�at jako p�r��m�y sou�cet (u) podprostor�u Wj

L2 =

�X
j2Z

Wj = � � �uW�1 uW0 uW1 u : : : : (6.4)

Je-li mate�rsk�y wavelet  ortogon�aln�� nebo semiortogon�aln��, pak z�rejm�e
Wi ? Wj (podprostory jsou k sob�e kolm�e) pro i 6= j a p�r��m�y sou�cet (6.4)
p�rejde v ortogon�aln�� sou�cet (�):

L2 =
M
j2Z

Wj = � � � �W�1 �W0 �W1 � : : : : (6.5)

Plat�� n�asleduj��c�� tvrzen��

Tvrzen�� 6.1. Pro ka�zd�e j 2 Z plat��

Vj = L([j�1
i=�1Wi) =

j�1

�X
i=�1

Wi = � � �uWj�2 uWj�1 (6.6)

a syst�em podprostor�u fVjg := fVjgj2Zm�a n�asleduj��c�� vlastnosti:

1� : : : V�1 � V0 � V1 : : : neboli Vj�1 � Vj ; j 2 Z
2� L([j2ZVj) = L2

3� \j2ZVj = f0g
4� Vj+1 = Vj uWj , resp. Vj+1 = Vj �Wj ; j 2 Z
5� x(t) 2 Vj , x(2t) 2 Vj+1; j 2 Z

[) (x(t) 2 V0 , x(2jt) 2 Vj); j 2 Z]:
D�ukaz. Rovnice (6.6) a vlastnosti 1� � 4� jsou z�rejm�e. Vlastnost 5� plyne
z n�asleduj��c�� identity

 j;k(2
st) = 2�

s

2 2
j+s
2  (2j(2st)� k) = 2�

s

2 j+s;k(t); j; k; s 2 Z:
(6.7)

Pak toti�z x(t) 2 Vj ) x(t) je line�arn�� kombinac��  i;k(t); i � j � 1; k 2
Z ) x(2st) je line�arn�� kombinac��  i;k(2

st); i � j � 1; k 2 Z ) x(2st) je
line�arn�� kombinac��  i+s;k(t); i � j�1; k 2 Z) x(2st) je line�arn�� kombinac��



 n;k(t); n � j + s� 1; k 2 Z) x(2st) 2 Vj+s. Implikaci ) pak dostaneme
pro s = 1 a implikaci ( pro s = �1.

De�nice 6.2. �Rekneme, �ze funkce �(t) 2 L2 generuje MR-anal�yzu fVjg
v L2, jestli�ze generuje posloupnost podprostor�u fVjg s vlastnostmi 1�; 2�; 3�
a 5� p�redpisem

Vj = L(f�j;kgk2Z); kde �j;k = 2
j

2 �(2jt� k) = 2
j

2�

�
t� k2�j
2�j

�
;

(6.8)

p�ri�cem�z E0 = f�0;kgk2Z je Rieszovou b�az�� podprostoru V0. Snadno se ov�e�r��,
�ze pak tak�e Ej = f�j;kgk2Z jsou Rieszovy b�aze Vj pro ka�zd�e j 2 Z. Funkci
�(t) naz�yv�ame funkc�� m�e�r��tka (scaling function) pro MR-anal�yzu

fVjg. Z�rejm�e podobn�e jako pro  plat�� k�k2 = k�j;kk2 = 1 pro ka�zd�e
j; k 2 Z.

Tvrzen�� 6.3. Jestli�ze � 2 L2 generuje MR-anal�yzu fVjg, pak
6� x(t) 2 Vj , x(t+ 2�j) 2 Vj ; j 2 Z.

D�ukaz. 6� plyne podobn�e jako 5� v d�ukazu tvrzen�� 6.1 z identity

�j;k(t+ s2�j) = 2
j

2�(2j(t+ s2�j)� k) = 2
j

2�(2jt� (k � s))
= �j;k�s(t); j; k; s 2 Z (6.9)

pro s = �1.

Pozn�amka 6.4. D�a se uk�azat (viz [6, str. 121]), �ze

a) 6� ) 3�

b) 6� ) 4� v tom smyslu, �ze pro ka�zd�e j existuje Wj takov�e, �ze
Vj+1 = Vj uWj .

Nemus�� v�sak existovat funkce  , kter�a tyto Wj generuje vztahem (6.1).
V d�usledku toho se p�ri de�nici MR-anal�yzy a funkce m�e�r��tka n�ekdy m��sto
1�; 2�; 3�; 5� p�redpokl�ad�a platnost 1�; 2�; 5� a 6�, tak�ze potom MR-anal�yza
fVjg v L2 m�a v�sechny vlastnosti 1

��6�. Zde budeme v�sak v�zdy p�redpokl�adat
nav��c (6.1). V tomto p�r��pad�e se n�ekdy funkce m�e�r��tka � naz�yv�a otcovsk�y
wavelet (father wavelet), nebot' s mate�rsk�ym waveletem  tvo�r�� p�riro-

zenou dvojici. �R��k�ame pak tak�e, �ze dvojice (�;  ) generuje v L2 MR-

anal�yzu fVjg. Uk�azky dvojic (�;  ) jsou na obr. 1, kde mate�rsk�y wavelet
je ve sloupci a) a odpov��daj��c�� otcovsk�y wavelet ve sloupci b).

Necht' (�;  ) generuj�� MR-anal�yzu fVjg v L2. Podle (6.2) a (6.3) je

xj(t) =
P
j�1

i=�1 gi(t) � x(t) =
P1
i=�1 gi(t) pro ka�zdou funkci x 2 L2.

P�ritom xj 2 Vj ) xj
L2�! x pro j !1.



Tedy xj 2 Vj aproximuje x a�z do (j�1)-t�e �urovn�e rozli�sen�� neboli vzhledem
k (4.5) zachycuje frekven�cn�� obsah a�z do p�asma Bj�1 v�cetn�e. Pak
j !1 ) p�resn�ej�s�� aproximace (jemn�eji zachycuje variabilitu)

j ! �1 ) hrub�s�� aproximace
(ztr�ata energie modeluj��c�� variabilitu | rozmaz�an��)

Dost�av�ame n�asleduj��c�� vztahy:

xj 2 Vj ) xj(t)
(6:8)
=

1X
k=�1

c
j

k
�(2jt� k);

cj := fcj
k
gk2Z2 `2 8j 2 Z (6.10)

gj 2Wj ) gj(t)
(6:1)
=

1X
k=�1

d
j

k
 (2jt� k);

dj := fdj
k
gk2Z2 `2 8j 2 Z (6.11)

4� ) xj(t) = xj�1(t) + gj�1(t) 8j 2 Z; (6.12)

kde posloupnosti sou�radnic cj a dj jsou jednozna�cn�e ur�ceny, nebot'
f�(2jt� k)| {z }

2
�

j

2�j;k

gk2Z a f (2jt� k)| {z }
2
�

j

2 j;k

gk2Z tvo�r�� Rieszovu b�azi po�rad�e ve Vj a Wj .

Dekompozice v MR-anal�yze (v�ypo�cet cj�1 a dj�1 pomoc�� cj)

P�ri dekompozici sni�zujeme �urove�n rozli�seni o jedna. K tomu bude pot�reba
vyj�ad�rit �(2jt� k) 2 Vj z (6.10) ve tvaru (6.12).

Tvrzen�� 6.5. Existuj�� posloupnosti a := fangn2Z; b := fbngn2Z2 `2 takov�e,

�ze plat��

�(2t� l)| {z }
2V1

=

1X
k=�1

[a2k�l�(t � k)| {z }
2V0

+ b2k�l (t� k)| {z }
2W0

] 8l 2 Z a t 2 R:
(6.13)

D�ukaz. Tvrzen�� z�rejm�e plat�� pro l 2 f0; 1g, nebot' �(2t � l) 2 V1 a tedy p�ri
j = 1 existuje podle (6.10){(6.12) vyj�ad�ren��

�(2t) =
P1
m=�1[a2m�(t �m) + b2m (t�m)] pro l = 0

�(2t� 1) =
P1
m=�1[a2m�1�(t �m) + b2m�1 (t�m)] pro l = 1:

Uk�a�zeme nyn��, �ze (6.13) plat�� pro libovoln�e l 2 Z.
a) l = 2r sud�e:

�(2t� l) = �(2(t� r)) =
=

P1
m=�1[a2m�(t� r �m) + b2m (t� r �m)] =

k=r+m
=

P1
k=�1[a2k�2r�(t � k) + b2k�2r (t� k)]:



b) l = 2r + 1 lich�e:
�(2t� l) = �(2(t� r) � 1) =

=
P1
m=�1[a2m�1�(t� r �m) + b2m�1 (t� r �m)] =

k=r+m
=

P1
k=�1[a2k�2r�1�(t � k) + b2k�2r�1 (t� k)]:

D�usledek 6.6. Plat�� tzv. dekompozi�cn�� vztah (decomposition rela-

tion):

�(2jt� l)| {z }
2Vj

=

1X
k=�1

[a2k�l�(2
j�1t� k)| {z }

2Vj�1

+ b2k�l (2
j�1t� k)| {z }

2Wj�1

] 8j; l 2 Z a t 2 R:
(6.14)

D�ukaz. Plyne z (6.13), jestli�ze za t dosad��me 2j�1t.

Tvrzen�� 6.7 (Algoritmus dekompozice: v�ypo�cet cj�1 a dj�1 z cj).
Pro cj a dj ze (6.10) a (6.11) plat�� n�asleduj��c�� rekurentn�� vztah:

cj�1
k

=

1X
l=�1

a2k�lc
j

l

2k�l=n
=

1X
n=�1

anc
j

2k�n (6.15)

d
j�1
k

=

1X
l=�1

b2k�lc
j

l

2k�l=n
=

1X
n=�1

bnc
j

2k�n; (6.16)

kde a = fangn2Z a b = fbngn2Z jsou posloupnosti z dekompozi�cn��ho vztahu

(6.14).

D�ukaz.

xj(t)
(6:10)
=

P1
l=�1 c

j

l
�(2jt� l) =

(6:14)
=

P1
l=�1 cj

l

P1
k=�1[a2k�l�(2

j�1t� k) + b2k�l (2
j�1t� k)] =

=
P1
k=�1 (

1X
l=�1

a2k�lc
j

l
)| {z }

c
j�1

k

�(2j�1t� k)+

+
P1
k=�1 (

1X
l=�1

b2k�lc
j

l
)| {z }

d
j�1

k

 (2j�1t� k) =

= xj�1(t) + gj�1(t)

z jednozna�cnosti rozkladu (6.12) a posloupnost�� sou�radnic cj�1 a dj�1.

Ozna�c��me-li yj�1 = fyj�1
m gm2Za zj�1 = fzj�1

m gm2Zpro ka�zd�e j 2 Z, pak
(6.15) a (6.16) de�nuj�� dva line�arn�� konvolu�cn�� �ltry po�rad�e s impulzn��mi
odezvami a a b pro v�ypo�cet yj�1 = a � cj a zj�1 = b � cj , kde � je symbol



oper�atoru line�arn�� konvoluce. Po vynech�an�� hodnot s lich�ymi indexy (tzv.

downsampling) dost�av�ame cj�1
k

= y
j�1
2k a dj�1

k
= z

j�1
2k .

Sch�ematicky tedy m�u�zeme algoritmus dekompozice zn�azornit takto:

cj
% �ltr a! yj�1 ! downsampling ! cj�1

& �ltr b ! zj�1 ! downsampling ! dj�1

Rekonstrukce v MR-anal�yze (v�ypo�cet cj pomoc�� cj�1 a dj�1)

P�ri rekonstrukci naopak zvy�sujeme �urove�n rozli�seni o jedna. K tomu je
t�reba vyj�ad�rit �(2j�1t�k) a  (2j�1t�k) z (6.10) a (6.11) pomoc�� �(2jt�k).
Tvrzen�� 6.8. Existuj�� posloupnosti p := fpngn2Z; q := fqngn2Z2 `2 takov�e,

�ze plat��

�(t) =

1X
n=�1

pn�(2t� n) (6.17)

 (t) =

1X
n=�1

qn�(2t� n): (6.18)

D�ukaz. fpng a fqng existuj�� podle (6.10), nebot' � 2 V0 � V1 dle 1� a  2
W0 � V1 dle 4�.

D�usledek 6.9. Plat�� tzv. vztahy dvou m�e�r��tek (two-scale relations):

�(2j�1t� l) =

1X
k=�1

pk�2l�(2
jt� k) (6.19)

 (2j�1t� l) =

1X
k=�1

qk�2l�(2
jt� k): (6.20)

D�ukaz. V (6.17) a (6.18) dosad��me 2j�1t� l m��sto t:
�(2j�1t� l) =

P1
n=�1 pn�(2(2

j�1t� l)� n) =
=

P1
n=�1 pn�(2

jt� 2l� n) k=2l+n
=

P1
k=�1 pk�2l�(2

jt� k):
Podobn�e pro  .

Tvrzen�� 6.10 (Algoritmus rekonstrukce: v�ypo�cet cj z cj�1 a dj�1).
Pro cj a dj ze (6.10) a (6.11) plat�� n�asleduj��c�� rekurentn�� vztah:

c
j

k
=

1X
l=�1

[pk�2lc
j�1
l

+ qk�2ld
j�1
l

] =

1X
l=�1

pk�2lc
j�1
l

+

1X
l=�1

qk�2ld
j�1
l

;

(6.21)

kde p = fpngn2Z a q = fqngn2Z jsou posloupnosti ze vztah�u dvou m�e�r��tek

(6.19) a (6.20).



D�ukaz. U�zit��m (6.10){(6.12) dost�av�ame

xj(t) = xj�1(t) + gj�1(t) =

=

1X
l=�1

c
j�1
l

�(2j�1t� l) +
1X

l=�1
d
j�1
l

 (2j�1t� l)
(6:19)

(6:20)
=

=

1X
l=�1

"
c
j�1
l

1X
k=�1

pk�2l�(2
jt� k) + d

j�1
l

1X
k=�1

qk�2l�(2
jt� k)

#
=

=

1X
k=�1

" 1X
l=�1

(pk�2lc
j�1
l

+ qk�2ld
j�1
l

)

#
| {z }

c
j

k

�(2jt� k);

nebot' posloupnost sou�radnic cj je ur�cena jednozna�cn�e.

Ozna�c��me-li yj�1 = fyj�1
m
gm2Z a zj�1 = fzj�1

m
gm2Zpro ka�zd�e j 2 Z, kde

pro ka�zd�e l 2 Z klademe

y
j�1
2l = c

j�1
l

z
j�1
2l = d

j�1
l

y
j�1
2l+1 = 0 z

j�1
2l+1 = 0

�
tzv. upsampling;

pak vztah (6.21) ur�cuje dva line�arn�� konvolu�cn�� �ltry po�rad�e s impulzn��mi
odezvami p a q pro v�ypo�cet cj = p � yj�1 + q � zj�1.

Sch�ematicky tedy m�u�zeme algoritmus rekonstrukce zn�azornit takto:

cj
. + �ltr p yj�1  upsampling  cj�1

- + �ltr q  zj�1  upsampling  dj�1

Na obr. 3 je uk�azka MR-anal�yzy aplikovan�e na z�aznam pr�um�ern�ych
m�es���cn��ch pr�utok�u na �rece Morava v Krom�e�r���zi v letech 1916{1991 p�revzat�y
z [17].

�Sest graf�u uspo�r�adan�ych zleva doprava a odshora dol�u ukazuje vyhlazen��
dat s vynulovan�ymi waveletov�ymi koe�cienty po�rad�e v �urovn��ch 1,1{2, : : : ,
1{6. Zde 1 odpov��d�a nejvy�s�s�� �urovni aproximace, tj, xjmax

2 Vjmax
. Z graf�u

je z�rejm�y postupn�y �ubytek v rozli�sen�� detail�u pro j � jmax; jmax � 1; : : : .

7. Informace o softwaru

Existuje n�ekolik komer�cn��ch i nekomer�cn��ch podp�urn�ych softwarov�ych ba-
l��k�u pro pr�aci s wavelety, z nich�z bych zm��nil tyto:

WAVELET TOOLBOX:

Firemn�� komer�cn�� knihovna (toolbox) pro numerick�y v�ypo�cetn�� syst�em
MATLAB �rmy MathWorks, Inc. (USA). Doporu�cuje se pou�z��vat spolu



1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990
0

50

100

150

200

250

300

MONTH MEAN FLOW ON THE RIVER MORAVA 1916−1991, KROMERIZ, CZECH REPUBLIC

Data smoothed using threshold 1 (WAVELET: ORTH−DOLA−8) (year)
1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990

0

50

100

150

200

250

300

MONTH MEAN FLOW ON THE RIVER MORAVA 1916−1991, KROMERIZ, CZECH REPUBLIC

Data smoothed using threshold 1−2 (WAVELET: ORTH−DOLA−8) (year)

1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990
0

50

100

150

200

250

300

MONTH MEAN FLOW ON THE RIVER MORAVA 1916−1991, KROMERIZ, CZECH REPUBLIC

Data smoothed using threshold 1−2−3 (WAVELET: ORTH−DOLA−8) (year)
1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990

0

50

100

150

200

250

300

MONTH MEAN FLOW ON THE RIVER MORAVA 1916−1991, KROMERIZ, CZECH REPUBLIC

Data smoothed using threshold 1−2−3−4 (WAVELET: ORTH−DOLA−8) (year)

1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990
0

50

100

150

200

250

300

MONTH MEAN FLOW ON THE RIVER MORAVA 1916−1991, KROMERIZ, CZECH REPUBLIC

Data smoothed using threshold 1−2−3−4−5 (WAVELET: ORTH−DOLA−8) (year)
1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990

0

50

100

150

200

250

300

MONTH MEAN FLOW ON THE RIVER MORAVA 1916−1991, KROMERIZ, CZECH REPUBLIC

Data smoothed using threshold 1−2−3−4−5−6 (WAVELET: ORTH−DOLA−8) (year)

Figure 3. Uk�azka MR-anal�yzy



s dal�s�� �remn�� knihovnou pro zpracov�an�� sign�al�u (Signal Processing Tool-
box). Poch�az�� z Francie, kde jeho p�redchoz�� verze byla zn�ama pod n�azvem

MICRONDE ([10]). V �Cesk�e republice jej spolu se syst�emem MATLAB
a dal�s��mi �remn��mi toolboxy distribuuje �rma HUMUSOFT, s.r.o. Praha.

WAVBOX 4:

Jedn�a se o komer�cn�� ne�remn�� toolbox pro MATLAB (viz [16]), jeho�z star�s��
verze jsou nekomer�cn�� a voln�e dostupn�e p�res FTP. Autorem je Carl Taswell,
Stanford University, USA. Jedn�a se o velmi bohatou a na dal�s��ch toolboxech
pln�e nez�avislou knihovnu dod�avanou vlastn�e ve zdrojov�em tvaru (218 tzv.
m-soubor�u MATLABu, 850 kB). Uk�azky na obr�azc��ch 1{3 byly zpracov�any
pr�av�e t��mto softwarem.

S+WAVELETS:

Komer�cn�� �remn�� p�r��davn�y modul do statistick�eho syst�emu S-PLUS �rmy
StatSci (USA) v tuzemsku distribuovan�y �rmou Trilobyte, Ltd.

WAVETHRESH:

Nekomer�cn�� knihovna v jazyce S (p�redch�udce S-PLUS), jej��mi�z autory jsou
G. P. Nason a B. W. Silverman. N�avod k instalaci a pou�zit�� tohoto softwaru
je v [12].

8. Z�av�er

Pokud si na z�av�er polo�z��me ot�azku, zda se p�ri anal�yze dat vyplat�� pou�z��vat
wavelety �ci nikoli, pak odpov�ed' samoz�rejm�e z�avis�� na typu zpracov�avan�ych
dat. Vzhledem k mnoha dobr�ym vlastnostem p�redstavuj�� v�sak rozhodn�e
apar�at, kter�y nen�� vhodn�e ignorovat.

Ve prosp�ech wavelet�u hovo�r�� p�redev�s��m my�slenkov�a jednoduchost bl��zk�a
zab�ehan�ym fourierovsk�ym p�r��stup�um. Oproti nim v�sak nab��z�� v�et�s�� pru�znost
danou lok�aln��m charakterem p�r��sp�evk�u jednotliv�ych waveletov�ych koe�cient�u
ve waveletov�e �rad�e. Nap�r��klad p�ri waveletov�e �ltraci tedy postupujeme ob-
dobn�e jako p�ri fourierovsk�e �ltraci, ov�sem s t��m podstatn�ym rozd��lem, �ze
p�ri redukci cj;k je vliv shlazen�� pouze lok�aln�� v z�avislosti na zvolen�em k

a nikoliv glob�aln��. Waveletov�y �ltr tedy poskytuje v�yznamnou novou

kvalitu v tom, �ze se m�u�ze adaptovat na lok�aln�� charakter dat [1]. Tam
kde data vykazuj�� vy�s�s�� dynamiku, tj. nesou u�zite�cnou informaci ve vy�s�s��ch
frekven�cn��ch p�asmech, m�u�zeme m��ru redukce vysokofrekven�cn��ch komponent
sn���zit (neboli sn���zit prahovou hodnotu signi�kantnosti) a naopak postupovat
v m��stech, kde je zm�ena jen pozvoln�a. T��m se odstra�nuje hlavn�� nev�yhoda
fourierovsk�e �ltrace, kter�a v takov�em p�r��pad�e m�a tendenci dynamick�y �usek
p�rehladit. Typick�ym p�r��kladem m�u�ze b�yt rozvln�en�� v okol�� nespojit�ych zm�en
(Gibbs�uv jev), kter�e jsou ve fourierovsk�em rozvoji dob�re vymodelov�any a�z
v limit�e. V p�r��pad�e wavelet�u je tento efekt podstatn�e men�s�� (viz obr. 2),
nebot' dobr�eho zachycen�� skokov�e zm�eny dos�ahneme ponech�an��m pouze t�ech



waveletov�ych koe�cient�u, kter�e modeluj�� pr�ub�eh v okol�� nespojitosti. To co
je ov�sem v tomto p�r��pad�e v�yhodou waveletov�e �ltrace, m�u�ze v jin�e situaci
p�usobit pot���ze. Jestli�ze data jsou zat���zena siln�e nestacion�arn��m �sumem, pak
�useky s vy�s�s�� m��rou chybov�eho rozptylu mohou b�yt myln�e pova�zov�any za dy-
namick�e a tedy nedostate�cn�e vyhlazeny. Toto je ov�sem sp���se probl�em volby
spr�avn�e strategie vyhlazen��, ne�z samotn�eho principu waveletov�e �ltrace.

Dal�s��m nezanedbateln�ym argumentem ve prosp�ech wavelet�u je tak�e v�ypo-
�cetn�� efektivita. Jestli�ze pro v�ypo�cet DFT existuj�� rychl�e algoritmy FFT s v�y-
po�ctovou slo�zitost�� �r�adu O(n log2(n)), pak v p�r��pad�e FWT slo�zitost mnohdy
kles�a dokonce a�z na O(n).

Jako �z�adn�a jin�a metoda, nejsou ov�sem ani wavelety univers�aln�� v�sel�ek
pro v�sechny typy �uloh, ale v ka�zd�em p�r��pad�e v�yznamn�e obohacuj�� reperto�ar
dosud b�e�zn�e pou�z��van�ych technik.
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