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Abstract: We study o-complete filters of almost sure events of random
experiments and we show that some basic notions can be described by means
of almost sure events. We also investigate the possibility of the uniform
distribution on countably infinite sets.

Pezrome: Mbr ndyuaem 0-KOMILJIETHbIE (DUIBTPLI HOUTU HABEPHBIX
SIBJIGHUI U IIOKA3BIBAEM UTO HEKOTOPbIE OCHOBHBIE MOHATUI MOYKHO OIM-
CaTb CPEACTBOM IIOYUTH HABEPHBLIX sABJIeHUM. MbI Tawke m3ydaeM BO3-

MOKHOCTB POBHOMEPHOI'O pacCIipenesieHUsI Ha CUETHBIX MHOYKECTBAX.

1. Uvod

Obsahem tohoto pfispévku je studium nékterych vlastnosti o-uplnych filtra
skoro jistych jeva. Skoro jisté jevy jsou pfitom uvazovany v ponékud obec-
néjsim smyslu nad ramec obvyklé definice skoro jistého jevu jako méritelné
mnoziny miry jedna.

Nejprve budeme formalizovat nékteré jejich intuitivné ziejmé vlastnosti
a ukdzeme, ze standardni soucinové pravdépodobnostni prostory tyto vlast-
nosti maji a ovéiime, ze s nimi neni v rozporu ani model studovany v teorii
intervalové pravdépodobnosti, v kterém neplati silny zakon velkych ¢isel.
Potom uvedeme jednoduchou souvislost mezi o-iplnymi filtry skoro jistych
jevu a pravdépodobnosti. Na zdvér ukdzeme moznost vyuziti popsanych
o-uplnych filtra k modelovani rovnomérného rozdéleni na nékterych mnozi-
néch. Vsechna uvddénd tvrzeni jsou vybréna z [4].

2. Zakladni tvahy

Uvazujme ndhodny experiment £ s neprazdnou mnozinou moznych vysledka
Q. Necht F je neprazdny systém skoro jistych jeva spojenych s timto na-
hodnym experimentem, tj. neprazdny systém mnozin A C Q takovych,
ze vysledek daného ndhodného experimentu je skoro jisté prvkem A (ne-
pozadujeme pritom, aby systém F obsahoval vSechny skoro jisté jevy, pouze
pozadujeme, aby byl neprdzdny). Vyraz ‘skoro jisty jev’ zde nechdpeme
ve smyslu standardni teorie pravdépodobnosti, ale v néjakém intuitivnim
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smyslu, ktery muze zdviset na konkrétnich vlastnostech uvazovaného n§-
hodného experimentu. Poznamenejme, ze vzdy ma smysl takovy systém F
uvazovat, nebot vzdy muzeme polozit alesponn F = {Q}.

Co muzeme o systému F predpoklddat? Ziejmé () ¢ F. Ddle, jestlize
ACBCQaAEe€F, pak B je ziejmé také skoro jisty jev. Konecné, jsou-li
A, B € F dva libovolné skoro jisté jevy, pak AN B musi byt nutné také skoro
jisty jev. Bez Gjmy na obecnosti proto muzeme predpokladat, ze systém F
je filtr.

Vyraz ‘skoro jisté’ muze byt chapan ve dvou krajnich vyznamech. Pokud
ho budeme chépat v jeho nejslabsim mozném smyslu, pak budeme pozadovat
uzavienost skoro jistych jevi pouze na konec¢né pruniky. Pokud ho naopak
budeme chépat v jeho nejsilnéjsim mozném smyslu, tj. ve smyslu jisté’, pak
musime pozadovat uzavienost na libovolné pruniky. Zde zvolime kompro-
misni Feseni a budeme pozadovat uzavienost na spocetné pruniky. Déle tedy
budeme ptredpoklddat, ze F je o-uplny filtr na , tj. F je neprazdny systém
podmnozin ) takovy, ze

(1) 0 ¢ F;
(2) jestlize AC BCQa A€F, pak také B € F;
(3) jestlize A,, € F, n € N, pak také (2, A, € F.

Uvazujme nyni ndhodny experiment £’ s mnozinou moznych vysledku ',
ktery je ddn né&jakou transformaci 9 : Q — Q' vysledku daného ndhodného
experimentu £. Ozna¢me ¥(F) nejmensi o-tuplny filtr na Q' obsahujici viech-
ny mnoziny ¥(A), kde A € F. Jeli A € F skoro jisty jev ndhodného
experimetu &, pak ¥(A) je skoro jisty jev transformovaného ndhodného
experimentu &£’. To znamend, ze J(F) je systém (ne nutné vsech) skoro
jistych jevi ndhodného experimentu &' generovany systémem F. Snadno
se lze presveédcit, ze filtr 3(F) vzdy existuje, takze muzeme spolu s danym
nahodnym experimentem vySetiovat i jeho libovolné transformace.

Necht T je neprazdnd mnozina. Ptedpokladejme, ze pro kazdé t € T
provedeme jednu nezdvislou realizaci & ndhodného experimentu €. Oznacme
G o-iplny filtr skoro jistych jevi sdruzeného nidhodného experimentu p =
(E;t € T) a ptejme se, jaké vlastnosti musi systém G mit. Mnozinou
moznych vysledki sdruzeného experimetu £r je mnozina Q7 tedy G je
systém podmnozin Q7. Protoze viechny experimenty &, t € T', jsou “shod-
né” s experimentem &, musi se shodovat i jejich systémy skoro jistych jevi.
To znamend, ze muzeme pozadovat, aby se projekce systému G do libo-
volné soutadnice ¢t € T rovnala F. Déle, protoze vSechny experimenty &,
t € T, jsou nezavislé, je specidlné systém G nezdvisly na strukture mnoziny
T. Volné reteno, bude-li sdruzeny experiment 7 sledovat néjaky dalsi po-
zorovatel, ktery k rozliseni jednotlivych dil¢ich experimentu uzije jinou inde-



xovou mnozinu o stejné mohutnosti, pak musi pozorovat stejné stochastické
zékonitosti. Formélné muzeme tyto ivahy vyjadfit takto:

(i) p;(G) =F pro kazdé t € T, kde p, je kanonicka projekce QT — (;

(ii) mo(G) = G pro kazdé prosté zobrazeni « : T — T, kde 7, je zobrazen{
QF — QT definované jako 7o (%) = (za@),t € T) pro viechna z =
(¢, t €T) € Q.

Mnozinu véech o-tplnych filtri G na QT spliujicich podminky (i) a (ii)
oznacme [F|p.

Neni obtizné se piesvédcit, ze pro libovolny o-iplny filtr F a libovolnou
neprazdnou mnozinu T je [F|r # 0. Dvé nésledujici tvrzeni ukazuji, které
systémy jevi mohou o-tplné filtry s vlastnostmi (i) a (ii) obsahovat.

Tvrzeni 1. Necht Q, T jsou neprdzdné mnoziny a necht Z C expQ7T. Po-
tom jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

(a) existuje o-iplnyg filtr F na Q a o-idplny filtr G € [F]r tak, ¢ Z C G;

() Nicy 73 (Zs) # 0 pro viechna prostd zobrazeni a; : T — T a vSechny
mnoziny Z; € Z, 1 € N.

Tvrzeni 2. NechtQ, T jsou neprdzdné mnoziny, necht Z C exp QT a necht
F je o-uplny filtr na Q. Potom jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentni:

(a) existuje o-iplny filtr G € [F]r tak, Z2¢e Z C Gy

) pe (N2 731 (Zi) N N2y by, (4i)) € F pro viechna t € T, pro vsechna
prostd zobrazeni a; : T — T, pro vsechna t; € T a vSechny mnoZiny
Zi€el aA; €F,ieN

3. Standardni a intervalova teorie pravdépodobnosti

Nejprve se zaméfime na systémy skoro jistych jevi generovanych soué¢inovou
pravdépodobnostni mirou. Zavedme toto znaceni: pro kazdy pravdépodob-
nostn{ prostor (2, A, P) ozna¢me Sp systém vsech skoro jistych jeva genero-
vanych mirou P, tj. Sp je systém vsech jevi A € A takovych, ze P(A) =1,
a jejich nadmnozin.

Tvrzeni 3. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, necht T je ne-
prdzdnd mnoZina a necht QQ = Q Q¢ je soucinovd pravépodobnostni mira
na (Q7,®, A). Pak Sg € [Sp|r tehdy a jen tehdy, kdyz pro kazdét € T
jsou miry P a Q¢ ekvivalentni a pro kazdé prosté zobrazeni o : T — T jsou
miry Qe Q) o Q ekvivalentnd.



Dausledek. Pro kazdou neprdzdnou mnoZinu T' plati S p € [Sp]T.

Jinymi slovy, systémy skoro jistych jevu v sou¢inovém pravdépodobnost-
nim prostoru maji vlastnosti (i) a (ii).

Tvrzeni 4. Necht (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor, necht T je neko-
neénd mnozina a necht Q = Q; Q¢ je soucinovd pravdépodobnostni mira
na (7, ®, A) takovd, Ze Sq € [Sp]r. Potom ezistuje jednoznaéné uréend
pravdépodobnostni mira P na (2, A) takovd, Ze
So C S®T B
Rovnosti Sp = Sg a Sg = S® 5 plati tehdy a jen tehdy, kdyZ pro kaZdou
T
mnoZinu A € A bud infier Q¢(A) > 0 nebo Qi(A) =0 pro viechna t € T.

Navic lze ukazat, Ze bez ohledu na to, jsou-li rovnosti Sp = S5 a Sg =
S®T 7 splnény, pro kazdy jev A € Sz plati

(® Q:)({z € QT | z; € A pro nekonecné mnoho t}) = 1.
teT

Nyni prejdeme k intervalové teorie pravdépodobnosti. Pfipomenme, ze
zékladnim objektem této teorie je uspoiddand étvetice (Q2, A, P, P), kde (2 je
neprazdnd mnozina elementarnich jevi, A je vhodnd mnozinova struktura
na  (nejéastéji algebra nebo o-algebra) a P a P jsou tzv. dolni a horni
pravdépodobnost na A, tj. zobrazeni A — [0,1] takova, ze (1) P(A) +
P(A°) = 1 pro véechna A € A, (2) P(Q) = 1, (3) P je superaditivni a P
je subaditivni zobrazeni (viz napf. [3]). Je-li A o-algebra a P neprazdnd
mnozina pravdépodobnostnich mér na A, pak zobrazeni

P=inf P, P=supP,
peP PcpP

jsou dolni a horni pravdépodobnost (nicméné ne kazdou dolnf a horn{ prav-
dépodobnost lze generovat timto zpusobem).

Intervalova teorie pravdépodobnosti je jednim z alternativnich pfistupu
k modelovani ndhodnych déju, jehoz nékteré vysledky jsou v pfimém rozporu
se standardni teorii pravdépodobnosti, zejména s silnym zdkonem velkych
¢isel, viz [3]. Autofi takovych ¢ldnku se pfitom odvolavaji mimo jiné i
na nékteré fyzikdlni stochastické procesy, zejména tzv. 1/f Sum, jejichz
chovani v jistych smérech odporuje ustdlenym predstavam, viz napt. [1].
Protoze silny zakon velkych ¢isel je urcitou vypovédi o skoro jistych jevech
v soutinovém pravdépodobnostnim prostoru, ovérime, zda model bez silného
zékona velkych ¢isel neni v rozporu s nagimi dvahami.



Tvrzeni 5. Necht P je neprdizdnd mnoZina pravdépodobnostnich mér na
méritelném prostoru (2, A) a necht P a P jsou dolni a horni pravdépodobnost
generovand mnoZzinou P. PoloZme F = (\p.p Sp. Pak existuje o-uplny filtr
G € [F|n takovy, Ze pro kaZdou méritelnou mnozinu A C Q plati

1 & 1 & —
OV liminf =Y I4(z;) = P(A), i = Ia(z) =P(A ,
{z e’ im in n; Alz) = P(A), lgl_ilépn; Almi) (A)}eG

kde 14 je indikdtor mnoZiny A.

Poznamenejme, ze

1 n 1 n
(@ P)({xe”| lim inf — > Ia(x;) = P(A), limsup - > Ia(w) =
nen el A n—oo M

—P(4)}) =0

pro kazdou pravdépodobnostni miru P na (2, 4). Prvky o-uplného filtru G,
jehoz existenci tvrzeni zarucuje, tedy nemohou byt skoro jisté jevy ve smyslu
teorie pravdépodobnosti. Z hlediska intervalové pravdépodobnosti je oviem
1ze jako skoro jisté jevy chapat.

4. Pravdépodobnost a stfedni hodnota

Necht je ddn ndhodny experiment £, o-uplny filtr F jeho skoro jistych jevi a
o-uplny filtr G € [F|n. Pro kazdou mnozinu A C Q oznac¢me Z4 zobrazeni
QN — {0,1}N definované piedpisem Za(z) = (Ia(z,),n € N), kde I je
indikdtor mnoziny A, a polozme Pg(A) = Z4(G). Systém Pg(A) je o-tplny
filtr skoro jistych jevu transformovaného ndhodného experimentu, ktery pii
kazdé realizaci nabyva jen hodnoty 1 nebo 0 podle toho, zda jev A nastal ¢
nenastal.

Na o-tplny filtr Pg(A4) C exp{0,1} mizeme pohlizet jako na uréité
vyjadieni pravdépodobnosti jevu A. Pokud je dany ndhodny experiment &
modelovan néjakym pravdépodobnostnim prostorem ({2, A, P), pak F = Sp,
G = Sg),, p a podle silného zékona velkych ¢isel pro kazdy jev A € A existuje
prave jedno ¢islo p € [0, 1] takové, ze

N
{y € {0,1}"] nll_{rgoﬁzyizp}GPG(A);

i=1

pricemz plati p = P(A). Filtry Pg(A), A € A, tedy koresponduji s pravdépo-
dobnostmi jeva A € A. Analogickd korespondence plati v piipadé intervalové
pravdépodobnosti.



Podobnym zpusobem lze snadno najit korespondenci o-tuplnych filtra se
stfednimi hodnotami ndhodnych velicin. Uvazujme zobrazeni X :  — R
a oznac¢me symbolem EgX to redlné ¢islo (pokud existuje), pro které plati

Ny o Ly
{z e’ nlgréoﬁ;X(m’) =EcX}eG.
Z definice filtru plyne, ze pokud takové cislo existuje, pak je urceno jed-
nozna¢né. Pokud budeme opét uvazovat o-uplné filtry skoro jistych jevua
generovanych pravdépodobnostni mirou, pak z silného zdkona velkych ¢isel
snadno plyne, ze je-li X ndhodna veli¢ina s kone¢nou stiedni hodnotou FX,
pak c¢islo Eg X existuje a je rovno FX.

5. Rovnomérné rozdéleni

Na zavér ukdzeme moznost modelovani rovnomérného rozdéleni na spocet-
nych mnozindch pomoci o-tplnych filtra jevi, misto pomoci konec¢né adi-
tivnich mér, jak je to provedeno napt. v [2].

Nejprve zavedeme na obecné mnoziné ) rozdéleni, které je “absolutné”
rovnomérné v tom smyslu, ze neni ovlivnéno strukturou mnoziny 2 (stan-
dardni rovnomérné rovnomérné rozdéleni na méritelné podmnoziné R" je
rovnomeérné vzhledem k topologii R”). Uvazujme ndhodny experiment &
s mnozinou moznych vysledku  a o-uplnym filtrem skoro jistych jeva F
a predpokladejme, ze kazdy elementarni jev w € 2 méd “stejnou Sanci” byt
vysledkem experimentu £. Necht T je neprdzdnd mnozina a pro kazdé
t € T provedme jednu nezdvislou realizaci & ndhodného experimentu £.
Necht G € [F ]y je o-tuplny filtr skoro jistych jevu sdruzeného ndhodného
experimentu &y = (&;t € T). Bude-li experiment & sledovat dalsi po-
zorovatel, ktery zmeéni oznaceni elementarnich jevi, pak musi pfesto po-
zorovat stejné stochastické zdkonitosti, nebot vsechny vysledky jsou stejné
mozné. Formélné: 7°(G) = G pro kazdou bijekci b : @ — Q, kde 7° je
zobrazeni Q7 — QT definované jako w°(z) = (b(z;),t € T) pro vsechna
r = (z1,t € T) € Q. Mnozinu viech o-iplnych filtri G € [F |y s touto
vlastnost{ ozna¢me [F .

Zformulujeme zde pouze jedno tvrzeni o rovnomeérném rozdéleni v tomto
smyslu, a to pro mnoziny pfirozenych a celych ¢isel.

Tvrzeni 6. Necht Q@ =N (resp. Z) a necht F = {Q}. Pak existuje o-iplny
filtr G € [F Y takovy, Ze pro kazdé k € N plati

R 1
{z eV nlgfgoﬁzl[$ki+l < Thit2 <"'<$ki+k]=H}€G-

i=1



Volné feceno: budeme-li ndhodné a nezdvisle na sobé vybirat napt. dvo-
jice prirozenych (resp. celych) ¢isel z1, @2, pak v “poloving” pifpadu bude
x1 < x. Naproti tomu lze napf. snadno ukéazat, ze nelze ocekavat, ze
v poloviné piipadi bude z; sudé ¢islo, nebot neexistuje filtr G € [F]{
s touto vlastnosti.

Daéle se zminime o existenci o-tGplnych filtru souvisejicich s rozdélenim
rovnomérnym vzhledem k struktuie dané mnoziny 2. Konkrétné budeme
uvazovat mnozinu (0,1)p = (0,1) N Q racionalnich ¢isel na intervalu (0, 1).

Tvrzeni 7. Ezxistuje o-iplng filtr F na (0,1)g a o-dplnyg filtr G € [Fly tak,
Ze pro kazdy interval (a,b) C (0,1)q plati Egl, ) = b— a.

Pro zobrazeni X : [0,1]p — R nejsou ¢isla EqX rovna jejich stfedni hod-
noté, nebot filtr G neni generovan pravdépodobnostni mirou. Pro zajimavost
uvedme jejich hodnoty pro nékterd zobrazeni. Uvazujme zobrazeni ¢, 1 :
(0,1)p — N, kterd kazdému raciondlnimu éislu ptiradi jeho citatel a jmen-
ovatel (v zékladnim tvaru bez spolectnych délitelu), tj. ¢ = ¢(q)/%(q) pro
kazdé g € (0,1)g. Potom lze ukdzat, ze

1
EG(IOZEG'Qb:OO, Engia EG_:OO7

1 1/4 (1>1/w
Eg |~ o =1,
G(@) “\v
1\ 1\Y
Ec;<1+—> =e—1, Ec;<1+—> =00.
(0 ®
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