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Abstract: We study �-complete �lters of almost sure events of random

experiments and we show that some basic notions can be described by means

of almost sure events. We also investigate the possibility of the uniform

distribution on countably in�nite sets.

Rez�me: My izuqaem �-kompletnye fil~try poqti navernyh

�vleni� i pokazyvaem qto nekotorye osnovnye pon�ti� mo�no opi-

sat~ sredstvom poqti navernyh �vleni�. My tak�e izuqaem voz-

mo�nost~ rovnomernogo raspredeleni� na sq�tnyh mno�estvah.

1. �Uvod

Obsahem tohoto p�r��sp�evku je studium n�ekter�ych vlastnost�� �-�upln�ych �ltr�u

skoro jist�ych jev�u. Skoro jist�e jevy jsou p�ritom uva�zov�any v pon�ekud obec-

n�ej�s��m smyslu nad r�amec obvykl�e de�nice skoro jist�eho jevu jako m�e�riteln�e

mno�ziny m��ry jedna.

Nejprve budeme formalizovat n�ekter�e jejich intuitivn�e z�rejm�e vlastnosti

a uk�a�zeme, �ze standardn�� sou�cinov�e pravd�epodobnostn�� prostory tyto vlast-

nosti maj�� a ov�e�r��me, �ze s nimi nen�� v rozporu ani model studovan�y v teorii

intervalov�e pravd�epodobnosti, v kter�em neplat�� siln�y z�akon velk�ych �c��sel.

Potom uvedeme jednoduchou souvislost mezi �-�upln�ymi �ltry skoro jist�ych

jev�u a pravd�epodobnost��. Na z�av�er uk�a�zeme mo�znost vyu�zit�� popsan�ych

�-�upln�ych �ltr�u k modelov�an�� rovnom�ern�eho rozd�elen�� na n�ekter�ych mno�zi-

n�ach. V�sechna uv�ad�en�a tvrzen�� jsou vybr�ana z [4].

2. Z�akladn�� �uvahy

Uva�zujme n�ahodn�y experiment E s nepr�azdnou mno�zinou mo�zn�ych v�ysledk�u


. Necht' F je nepr�azdn�y syst�em skoro jist�ych jev�u spojen�ych s t��mto n�a-

hodn�ym experimentem, tj. nepr�azdn�y syst�em mno�zin A � 
 takov�ych,

�ze v�ysledek dan�eho n�ahodn�eho experimentu je skoro jist�e prvkem A (ne-

po�zadujeme p�ritom, aby syst�em F obsahoval v�sechny skoro jist�e jevy, pouze

po�zadujeme, aby byl nepr�azdn�y). V�yraz `skoro jist�y jev' zde nech�apeme

ve smyslu standardn�� teorie pravd�epodobnosti, ale v n�ejak�em intuitivn��m

1V�yzkum byl �nan�cn�e podporov�an Grantovou agenturou �Cesk�e republiky, �c. grantu
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smyslu, kter�y m�u�ze z�aviset na konkr�etn��ch vlastnostech uva�zovan�eho n�a-

hodn�eho experimentu. Poznamenejme, �ze v�zdy m�a smysl takov�y syst�em F

uva�zovat, nebot' v�zdy m�u�zeme polo�zit alespo�n F = f
g.
Co m�u�zeme o syst�emu F p�redpokl�adat ? Z�rejm�e ; =2 F. D�ale, jestli�ze

A � B � 
 a A 2 F, pak B je z�rejm�e tak�e skoro jist�y jev. Kone�cn�e, jsou-li

A, B 2 F dva libovoln�e skoro jist�e jevy, pak A\B mus�� b�yt nutn�e tak�e skoro

jist�y jev. Bez �ujmy na obecnosti proto m�u�zeme p�redpokl�adat, �ze syst�em F

je �ltr.

V�yraz `skoro jist�e' m�u�ze b�yt ch�ap�an ve dvou krajn��ch v�yznamech. Pokud

ho budeme ch�apat v jeho nejslab�s��m mo�zn�em smyslu, pak budeme po�zadovat

uzav�renost skoro jist�ych jev�u pouze na kone�cn�e pr�uniky. Pokud ho naopak

budeme ch�apat v jeho nejsiln�ej�s��m mo�zn�em smyslu, tj. ve smyslu `jist�e', pak

mus��me po�zadovat uzav�renost na libovoln�e pr�uniky. Zde zvol��me kompro-

misn�� �re�sen�� a budeme po�zadovat uzav�renost na spo�cetn�e pr�uniky. D�ale tedy

budeme p�redpokl�adat, �ze F je �-�upln�y �ltr na 
, tj. F je nepr�azdn�y syst�em

podmno�zin 
 takov�y, �ze

(1) ; =2 F;

(2) jestli�ze A � B � 
 a A 2 F, pak tak�e B 2 F;

(3) jestli�ze An 2 F, n 2 N, pak tak�e
T
1

n=1An 2 F.

Uva�zujme nyn�� n�ahodn�y experiment E 0 s mno�zinou mo�zn�ych v�ysledk�u 
0,

kter�y je d�an n�ejakou transformac�� # : 
 ! 
0 v�ysledk�u dan�eho n�ahodn�eho

experimentu E . Ozna�cme #(F) nejmen�s�� �-�upln�y �ltr na 
0 obsahuj��c�� v�sech-

ny mno�ziny #(A), kde A 2 F. Je-li A 2 F skoro jist�y jev n�ahodn�eho

experimetu E , pak #(A) je skoro jist�y jev transformovan�eho n�ahodn�eho

experimentu E 0. To znamen�a, �ze #(F) je syst�em (ne nutn�e v�sech) skoro

jist�ych jev�u n�ahodn�eho experimentu E 0 generovan�y syst�emem F. Snadno

se lze p�resv�ed�cit, �ze �ltr #(F) v�zdy existuje, tak�ze m�u�zeme spolu s dan�ym

n�ahodn�ym experimentem vy�set�rovat i jeho libovoln�e transformace.

Necht' T je nepr�azdn�a mno�zina. P�redpokl�adejme, �ze pro ka�zd�e t 2 T

provedeme jednu nez�avislou realizaci Et n�ahodn�eho experimentu E . Ozna�cme

G �-�upln�y �ltr skoro jist�ych jev�u sdru�zen�eho n�ahodn�eho experimentu ET =

(Et; t 2 T ) a ptejme se, jak�e vlastnosti mus�� syst�em G m��t. Mno�zinou

mo�zn�ych v�ysledk�u sdru�zen�eho experimetu ET je mno�zina 
T , tedy G je

syst�em podmno�zin 
T . Proto�ze v�sechny experimenty Et, t 2 T , jsou \shod-

n�e" s experimentem E , mus�� se shodovat i jejich syst�emy skoro jist�ych jev�u.

To znamen�a, �ze m�u�zeme po�zadovat, aby se projekce syst�emu G do libo-

voln�e sou�radnice t 2 T rovnala F. D�ale, proto�ze v�sechny experimenty Et,
t 2 T , jsou nez�avisl�e, je speci�aln�e syst�em G nez�avisl�y na struktu�re mno�ziny

T . Voln�e �re�ceno, bude-li sdru�zen�y experiment ET sledovat n�ejak�y dal�s�� po-

zorovatel, kter�y k rozli�sen�� jednotliv�ych d��l�c��ch experiment�u u�zije jinou inde-
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xovou mno�zinu o stejn�e mohutnosti, pak mus�� pozorovat stejn�e stochastick�e

z�akonitosti. Form�aln�e m�u�zeme tyto �uvahy vyj�ad�rit takto:

(i) pt(G) = F pro ka�zd�e t 2 T , kde pt je kanonick�a projekce 
T ! 
;

(ii) ��(G) = G pro ka�zd�e prost�e zobrazen�� � : T ! T , kde �� je zobrazen��


T ! 
T de�novan�e jako ��(x) = (x�(t); t 2 T ) pro v�sechna x =

(xt; t 2 T ) 2 
T .

Mno�zinu v�sech �-�upln�ych �ltr�u G na 
T spl�nuj��c��ch podm��nky (i) a (ii)

ozna�cme [F ]T .

Nen�� obt���zn�e se p�resv�ed�cit, �ze pro libovoln�y �-�upln�y �ltr F a libovolnou

nepr�azdnou mno�zinu T je [F ]T 6= ;. Dv�e n�asleduj��c�� tvrzen�� ukazuj��, kter�e

syst�emy jev�u mohou �-�upln�e �ltry s vlastnostmi (i) a (ii) obsahovat.

Tvrzen�� 1. Necht' 
, T jsou nepr�azdn�e mno�ziny a necht' Z � exp
T . Po-

tom jsou n�asleduj��c�� tvrzen�� ekvivalentn��:

(a) existuje �-�upln�y �ltr F na 
 a �-�upln�y �ltr G 2 [F ]T tak, �ze Z �G;

(b)
T
1

i=1 �
�1
�i

(Zi) 6= ; pro v�sechna prost�a zobrazen�� �i : T ! T a v�sechny

mno�ziny Zi 2 Z, i 2 N.

Tvrzen�� 2. Necht' 
, T jsou nepr�azdn�e mno�ziny, necht' Z � exp
T a necht'

F je �-�upln�y �ltr na 
. Potom jsou n�asleduj��c�� tvrzen�� ekvivalentn��:

(a) existuje �-�upln�y �ltr G 2 [F ]T tak, �ze Z � G;

(b) pt
�T

1

i=1 �
�1
�i

(Zi) \
T
1

i=1 p
�1
ti

(Ai)
�
2 F pro v�sechna t 2 T , pro v�sechna

prost�a zobrazen�� �i : T ! T , pro v�sechna ti 2 T a v�sechny mno�ziny

Zi 2 Z a Ai 2 F, i 2 N.

3. Standardn�� a intervalov�a teorie pravd�epodobnosti

Nejprve se zam�e�r��me na syst�emy skoro jist�ych jev�u generovan�ych sou�cinovou

pravd�epodobnostn�� m��rou. Zaved'me toto zna�cen��: pro ka�zd�y pravd�epodob-

nostn�� prostor (
;A; P ) ozna�cme SP syst�em v�sech skoro jist�ych jev�u genero-

van�ych m��rou P , tj. SP je syst�em v�sech jev�u A 2 A takov�ych, �ze P (A) = 1,

a jejich nadmno�zin.

Tvrzen�� 3. Necht' (
;A; P ) je pravd�epodobnostn�� prostor, necht' T je ne-

pr�azdn�a mno�zina a necht' Q =
N

T
Qt je sou�cinov�a prav�epodobnostn�� m��ra

na (
T ;
N

T
A). Pak SQ 2 [SP ]T tehdy a jen tehdy, kdy�z pro ka�zd�e t 2 T

jsou m��ry P a Qt ekvivalentn�� a pro ka�zd�e prost�e zobrazen�� � : T ! T jsou

m��ry
N

t2T
Q�(t) a Q ekvivalentn��.
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D�usledek. Pro ka�zdou nepr�azdnou mno�zinu T plat�� SN
T
P 2 [SP ]T .

Jin�ymi slovy, syst�emy skoro jist�ych jev�u v sou�cinov�em pravd�epodobnost-

n��m prostoru maj�� vlastnosti (i) a (ii).

Tvrzen�� 4. Necht' (
;A; P ) je pravd�epodobnostn�� prostor, necht' T je neko-

ne�cn�a mno�zina a necht' Q =
N

T
Qt je sou�cinov�a pravd�epodobnostn�� m��ra

na (
T ;
N

T
A) takov�a, �ze SQ 2 [SP ]T . Potom existuje jednozna�cn�e ur�cen�a

pravd�epodobnostn�� m��ra eP na (
;A) takov�a, �ze

SQ � SN
T
eP :

Rovnosti SP = S eP a SQ = SN
T
eP plat�� tehdy a jen tehdy, kdy�z pro ka�zdou

mno�zinu A 2 A bud' inft2T Qt(A) > 0 nebo Qt(A) = 0 pro v�sechna t 2 T .

Nav��c lze uk�azat, �ze bez ohledu na to, jsou-li rovnosti SP = S eP a SQ =

SN
T
eP spln�eny, pro ka�zd�y jev A 2 S eP plat��

(
O
t2T

Qt)(fx 2 
T jxt 2 A pro nekone�cn�e mnoho t g) = 1 :

Nyn�� p�rejdeme k intervalov�e teorie pravd�epodobnosti. P�ripome�nme, �ze

z�akladn��m objektem t�eto teorie je uspo�r�adan�a �ctve�rice (
;A; P ; P ), kde 
 je

nepr�azdn�a mno�zina element�arn��ch jev�u, A je vhodn�a mno�zinov�a struktura

na 
 (nej�cast�eji algebra nebo �-algebra) a P a P jsou tzv. doln�� a horn��

pravd�epodobnost na A, tj. zobrazen�� A ! [0; 1] takov�a, �ze (1) P (A) +

P (Ac) = 1 pro v�sechna A 2 A, (2) P (
) = 1, (3) P je superaditivn�� a P

je subaditivn�� zobrazen�� (viz nap�r. [3]). Je-li A �-algebra a P nepr�azdn�a

mno�zina pravd�epodobnostn��ch m�er na A, pak zobrazen��

P = inf
P2P

P ; P = sup
P2P

P ;

jsou doln�� a horn�� pravd�epodobnost (nicm�en�e ne ka�zdou doln�� a horn�� prav-

d�epodobnost lze generovat t��mto zp�usobem).

Intervalov�a teorie pravd�epodobnosti je jedn��m z alternativn��ch p�r��stup�u

k modelov�an�� n�ahodn�ych d�ej�u, jeho�z n�ekter�e v�ysledky jsou v p�r��m�em rozporu

se standardn�� teori�� pravd�epodobnosti, zejm�ena s siln�ym z�akonem velk�ych

�c��sel, viz [3]. Auto�ri takov�ych �cl�ank�u se p�ritom odvol�avaj�� mimo jin�e i

na n�ekter�e fyzik�aln�� stochastick�e procesy, zejm�ena tzv. 1=f �sum, jejich�z

chov�an�� v jist�ych sm�erech odporuje ust�alen�ym p�redstav�am, viz nap�r. [1].

Proto�ze siln�y z�akon velk�ych �c��sel je ur�citou v�ypov�ed�� o skoro jist�ych jevech

v sou�cinov�em pravd�epodobnostn��m prostoru, ov�e�r��me, zda model bez siln�eho

z�akona velk�ych �c��sel nen�� v rozporu s na�simi �uvahami.
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Tvrzen�� 5. Necht' P je nepr�azdn�a mno�zina pravd�epodobnostn��ch m�er na

m�e�riteln�em prostoru (
;A) a necht' P a P jsou doln�� a horn�� pravd�epodobnost

generovan�a mno�zinou P. Polo�zme F =
T
P2P

SP . Pak existuje �-�upln�y �ltr

G 2 [F ]N takov�y, �ze pro ka�zdou m�e�ritelnou mno�zinu A � 
 plat��

fx 2 
N j lim inf
n!1

1

n

nX
i=1

IA(xi) = P (A) ; lim sup
n!1

1

n

nX
i=1

IA(xi) = P (A) g 2 G ;

kde IA je indik�ator mno�ziny A.

Poznamenejme, �ze

(
O
n2N

P )(fx 2 
N j lim inf
n!1

1

n

nX
i=1

IA(xi) = P (A) ; lim sup
n!1

1

n

nX
i=1

IA(xi) =

= P (A) g) = 0

pro ka�zdou pravd�epodobnostn�� m��ru P na (
;A). Prvky �-�upln�eho �ltru G,

jeho�z existenci tvrzen�� zaru�cuje, tedy nemohou b�yt skoro jist�e jevy ve smyslu

teorie pravd�epodobnosti. Z hlediska intervalov�e pravd�epodobnosti je ov�sem

lze jako skoro jist�e jevy ch�apat.

4. Pravd�epodobnost a st�redn�� hodnota

Necht' je d�an n�ahodn�y experiment E , �-�upln�y �ltr F jeho skoro jist�ych jev�u a

�-�upln�y �ltr G 2 [F ]N. Pro ka�zdou mno�zinu A � 
 ozna�cme IA zobrazen��


N ! f0; 1gN de�novan�e p�redpisem IA(x) = (IA(xn); n 2 N), kde IA je

indik�ator mno�ziny A, a polo�zme PG(A) = IA(G). Syst�em PG(A) je �-�upln�y

�ltr skoro jist�ych jev�u transformovan�eho n�ahodn�eho experimentu, kter�y p�ri

ka�zd�e realizaci nab�yv�a jen hodnoty 1 nebo 0 podle toho, zda jev A nastal �ci

nenastal.

Na �-�upln�y �ltr PG(A) � expf0; 1gN m�u�zeme pohl���zet jako na ur�cit�e

vyj�ad�ren�� pravd�epodobnosti jevu A. Pokud je dan�y n�ahodn�y experiment E
modelov�an n�ejak�ym pravd�epodobnostn��m prostorem (
;A; P ), pak F = SP ,

G = SN
N
P a podle siln�eho z�akona velk�ych �c��sel pro ka�zd�y jev A 2 A existuje

pr�av�e jedno �c��slo p 2 [0; 1] takov�e, �ze

f y 2 f0; 1gN j lim
n!1

1

n

nX
i=1

yi = p g 2 PG(A) ;

p�ri�cem�z plat�� p = P (A). Filtry PG(A), A 2 A, tedy koresponduj�� s pravd�epo-
dobnostmi jev�u A 2 A. Analogick�a korespondence plat�� v p�r��pad�e intervalov�e
pravd�epodobnosti.
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Podobn�ym zp�usobem lze snadno naj��t korespondenci �-�upln�ych �ltr�u se

st�redn��mi hodnotami n�ahodn�ych veli�cin. Uva�zujme zobrazen�� X : 
 ! R

a ozna�cme symbolem EGX to re�aln�e �c��slo (pokud existuje), pro kter�e plat��

fx 2 
N j lim
n!1

1

n

nX
i=1

X(xi) = EGX g 2 G :

Z de�nice �ltru plyne, �ze pokud takov�e �c��slo existuje, pak je ur�ceno jed-

nozna�cn�e. Pokud budeme op�et uva�zovat �-�upln�e �ltry skoro jist�ych jev�u

generovan�ych pravd�epodobnostn�� m��rou, pak z siln�eho z�akona velk�ych �c��sel

snadno plyne, �ze je-li X n�ahodn�a veli�cina s kone�cnou st�redn�� hodnotou EX ,

pak �c��slo EGX existuje a je rovno EX .

5. Rovnom�ern�e rozd�elen��

Na z�av�er uk�a�zeme mo�znost modelov�an�� rovnom�ern�eho rozd�elen�� na spo�cet-

n�ych mno�zin�ach pomoc�� �-�upln�ych �ltr�u jev�u, m��sto pomoc�� kone�cn�e adi-

tivn��ch m�er, jak je to provedeno nap�r. v [2].

Nejprve zavedeme na obecn�e mno�zin�e 
 rozd�elen��, kter�e je \absolutn�e"

rovnom�ern�e v tom smyslu, �ze nen�� ovlivn�eno strukturou mno�ziny 
 (stan-

dardn�� rovnom�ern�e rovnom�ern�e rozd�elen�� na m�e�riteln�e podmno�zin�e Rn je

rovnom�ern�e vzhledem k topologii Rn ). Uva�zujme n�ahodn�y experiment E
s mno�zinou mo�zn�ych v�ysledk�u 
 a �-�upln�ym �ltrem skoro jist�ych jev�u F

a p�redpokl�adejme, �ze ka�zd�y element�arn�� jev ! 2 
 m�a \stejnou �sanci" b�yt

v�ysledkem experimentu E . Necht' T je nepr�azdn�a mno�zina a pro ka�zd�e

t 2 T proved'me jednu nez�avislou realizaci Et n�ahodn�eho experimentu E .
Necht' G 2 [F ]N je �-�upln�y �ltr skoro jist�ych jev�u sdru�zen�eho n�ahodn�eho

experimentu ET = (Et; t 2 T ). Bude-li experiment ET sledovat dal�s�� po-

zorovatel, kter�y zm�en�� ozna�cen�� element�arn��ch jev�u, pak mus�� p�resto po-

zorovat stejn�e stochastick�e z�akonitosti, nebot' v�sechny v�ysledky jsou stejn�e

mo�zn�e. Form�aln�e: �b(G) = G pro ka�zdou bijekci b : 
 ! 
, kde �b je

zobrazen�� 
T ! 
T de�novan�e jako �
b(x) = (b(xt); t 2 T ) pro v�sechna

x = (xt; t 2 T ) 2 
T . Mno�zinu v�sech �-�upln�ych �ltr�u G 2 [F ]N s touto

vlastnost�� ozna�cme [F ]UN .

Zformulujeme zde pouze jedno tvrzen�� o rovnom�ern�em rozd�elen�� v tomto

smyslu, a to pro mno�ziny p�rirozen�ych a cel�ych �c��sel.

Tvrzen�� 6. Necht' 
 = N (resp. Z) a necht' F = f
g. Pak existuje �-�upln�y

�ltr G 2 [F ]UN takov�y, �ze pro ka�zd�e k 2 N plat��

fx 2 
N j lim
n!1

1

n

nX
i=1

I [xki+1 < xki+2 < � � � < xki+k ] =
1

k!
g 2 G :
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Voln�e �re�ceno: budeme-li n�ahodn�e a nez�avisle na sob�e vyb��rat nap�r. dvo-

jice p�rirozen�ych (resp. cel�ych) �c��sel x1, x2, pak v \polovin�e" p�r��pad�u bude

x1 < x2. Naproti tomu lze nap�r. snadno uk�azat, �ze nelze o�cek�avat, �ze

v polovin�e p�r��pad�u bude x1 sud�e �c��slo, nebot' neexistuje �ltr G 2 [F ]UN
s touto vlastnost��.

D�ale se zm��n��me o existenci �-�upln�ych �ltr�u souvisej��c��ch s rozd�elen��m

rovnom�ern�ym vzhledem k struktu�re dan�e mno�ziny 
. Konkr�etn�e budeme

uva�zovat mno�zinu (0; 1)Q = (0; 1) \ Q racion�aln��ch �c��sel na intervalu (0; 1).

Tvrzen�� 7. Existuje �-�upln�y �ltr F na (0; 1)Q a �-�upln�y �ltr G 2 [F]N tak,

�ze pro ka�zd�y interval (a; b) � (0; 1)Q plat�� EGI(a;b) = b� a.

Pro zobrazen�� X : [0; 1]Q ! R nejsou �c��sla EGX rovna jejich st�redn�� hod-

not�e, nebot' �ltrG nen�� generov�an pravd�epodobnostn�� m��rou. Pro zaj��mavost

uved'me jejich hodnoty pro n�ekter�a zobrazen��. Uva�zujme zobrazen�� ',  :

(0; 1)Q ! N, kter�a ka�zd�emu racion�aln��mu �c��slu p�ri�rad�� jeho �citatel a jmen-

ovatel (v z�akladn��m tvaru bez spole�cn�ych d�elitel�u), tj. q = '(q)= (q) pro

ka�zd�e q 2 (0; 1)Q. Potom lze uk�azat, �ze

EG' = EG =1 ; EG
'

 
=

1

2
; EG

 

'
=1 ;
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�
1

'
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�
1

 

�1='
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