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Abstract: Theory of M -estimators in linear regression model is well

known. One of the classical regularity assumptions in the linear model Y =

X� + E is the existence of f 0. This paper studies the case when f 0 does

not exist in the sense, that f(x) = jx�sj j
�j qj(x), where j = 1; : : : ; k is

�nite number of \singular points" of the density f . It is shown, that in such

a case rate of the convergence ofM -estimators depends on the minimum of

�j .

Rez�me: ProblematikaM -ocenok v line�no� regresii horoxo

izvestna i razrabotana. V rabotah, kotorye interesu�ts� �to�

problematiko� uqityva�t, qto plotnost~ vektora oxibok E v

modeli Y = X� + E regul�rna. �to znaqit, qto suwestvuet f 0.

Mo� rabota rassmatrivaet situaci�, kogda f 0 ne suwestvuet v

tom smysle, qto f(x) = jx � sj j
�j qj(x), gde j = 1; : : : ; k koneq-

noe qislo singul�rnyh toqek plotnosti. Mo�no pokazat~, qto v

takom sluqae stepen~ skorosti shodimosti M -ocenok izmen�ets�

v zavisimosti ot minima �j .

P�redpokl�adejme platnost line�arn��ho modelu

(1) Y = X� +E

s podm��nkou na matici

(2)

nX
1

jjxijj
4 = O(n);

kde jj(�)jj ozna�cuje Euklidovskou normu, xi ozna�cuje i-t�y �r�adek matice a

E = ("i)
n
1 ; "i iid. M -odhadem nezn�am�eho parametru � je libovoln�e �re�sen��

minimalizace sou�ctu

(3)

nX
1

%(yi � x
0
ib) vzhledem k b:

Pokud existuje prvn�� derivace funkce % a pokud % je konvexn��, pak lze de�nici

(3) zjednodu�sit na tvar:
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(4)

nX
1

xi (yi � x
0
ib)

!
= 0:

Uva�zujme mno�zinu S = fs1; s2; : : : ; skg kde �1 < s1 < s2 < : : : sk <1,

a k n�� p�r��slu�snou mno�zinu �1; : : : ; �k, p�ri�cem�z �l 2 (0; 2); l = 1; : : : ; k.

Ozna�cme d�ale �0 = min15l5k �l jako . Necht' hustota chybov�ych slo�zek

existuje a nab�yv�a tvaru

(5) f(e) = ql(e)je� slj
(�l�1):

Pro �l 6= 1 necht' ql(e) spl�nuje Lipschitzovu podm��nku �r�adu �0=2.

P�redpoklady na funkci  :  =  1 +  2 p�ri�cem�z  1 je neklesaj��c��, absolutn�e

spojit�a funkce,  2 je neklesaj��c�� skokov�a funkce. D�ale p�redpokl�adejme spln�en��

jedn�e ze dvou n�asleduj��c��ch podm��nek:

(i)  01 je absolutn�e spojit�a a z�arove�n

(6)  001 spl�nuje podm��nku

Z
R

�
 001 (e+ t)

�2
dF (e) 5 C

p�ri jtj < � pro n�ejak�e re�aln�e konstanty C; � > 0

(ii)  1 je konstantn�� mimo omezen�y interval (a; b) a z�arove�n

 01;  
00
1 jsou omezen�e uvnit�r (a; b).

P�redpokl�adejme nav��c, �ze  1 a  
0
1 jsou ob�e integrovateln�e se �ctvercem

vzhledem k F (e).

Podm��nky na  2:

(7)  2(e) =

8>>><
>>>:

a0 �1 < e 5 s1

a1 s1 < e 5 s2

: : :

ak sk < e <1

a

(8)
X
l2K0

(al � al�1)ql(sl) > 0:

kde

K0 = fl : 1 5 j 5 k; �l = �0g:

Ozna�cme

1 =

Z
R

 01(e)dF (e) > 0:(9a)

2 =
1

� 0

X
l2K0

(al � al�1)ql(sl) > 0:(9b)
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Tvrzen�� dan�e v tomto �cl�anku bude je�st�e nutno roz�s���rit na obecn�ej�s��  1,

konkr�etn�e  01 = absolutn�e spojit�a + skokov�a funkce. D�ukaz pro tento p�r��pad

bude pod�an v dal�s�� pr�aci. Probl�em asymptotick�eho chov�an�� M -odhadu stu-

dovala v pr�aci [1] Jure�ckov�a pro p�r��pad parametru polohy jednorozm�ern�eho

rozd�elen��. Vznik�a p�rirozen�y probl�em, kter�e techniky d�ukaz�u projdou i pro

regresn�� parametr a kdy je nutno zes��lit podm��nky na rozd�elen�� a na  funkci.

Prvn��m �ukolem je zobecnit v�ysledek Lemmatu 3.1 z [1].

Za v�y�se uveden�ych podm��nek plat��: 8� = 1
2�0

:

lim
n!1

P0f max
jjtjj5C

����n� 1

2

nX
1

xi[ ("i + n��x0it)�  ("i)]

� n
1

2
���02

1

n

nX
1

xix
0
i(jtj j

�0sign tj)
p
j=1

� n
1

2
��1

1

n

nX
1

xix
0
it
���� = "g = 0 8" > 0; C > 0

Pro pevn�e t d�ukaz proch�az�� podobn�e jako v [1]. Za prv�e je nutno uk�azat, �ze

rozptyl v�yrazu je asymptoticky zanedbateln�y pro spojitou i diskr�etn�� �c�ast.

Za druh�e je zapot�reb�� uk�azat, �ze aproximace st�redn�� hodnoty se od skute�cn�e

hodnoty li�s�� pro n!1 pouze zanedbateln�e. Pro �radu nerovnost�� a omezen��,

kter�e budou uk�az�any, je posta�cuj��c�� podm��nkou
P
jjxijj

4 = O(n), jeliko�z

� = 1
4
. Necht' plat�� n��x0it > 0. Pro p�r��pad opa�cn�eho znam�enka plat��

n�asleduj��c�� technika stejn�ym zp�usobem, pouze se prohod�� integra�cn�� meze

a na prav�e stran�e posledn�� nerovnosti bude v�yraz n��x0it > 0 v absolutn��

hodnot�e.

var [ 1("i � n��x0it)�  1("i)]

5 E

� Z n��
x
0

it

0

Z n��
x
0

it

0

 01("i � u) 01("i � v)dudv

�

5

Z n��
x
0

it

0

q
E[ 01("i � u)]2[ 01(�i � v)]2dudv =

=

�Z n��
x
0

it

0

q
E[ 01("i � u)]2du

�2

5 n��x0it

Z n��
x
0

it

0

E[ 01("i � u)]2du 5 (n��x0it)
2
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Z toho plyne, �ze 8j 2 f1; : : : ; pg plat��:

var n�
1

2

X
i

xij [ 1("i � n��x0it)�  1("i)]

5
1

n

X
i

x2ij(n
��x0it)

2

5 C1n
�2�n�1jjtjj2

X
i

jjxijj
4

A tedy posta�cuj��c�� podm��nkou pro konvergenci k nule je v tomto p�r��pad�e

n�
3

2
+�
P

i jjxijj
4 = O(1); � > 0.

Pro diskr�etn�� slo�zku budeme nejprve pracovat s

 2(e) =

�
0 e 5 r

1 e > r

Tedy

 2("i � n��x0it)�  2("i) =

8><
>:

1 r+n��x0it<"i< r

�1 r+n��x0it>"i>r

0 jinak

Necht' n��x0it > 0. Pak

P
�
 2("i � n��x0it)�  2("i) = �1

�
= F (r + n��x0it)� F (r)

=

Z n��
x
0

it

0

f(r + u)du =

Z n��
x
0

it

0

ql(r + u)u�l�1du

5

Z n��
x
0

it

0

(jql(r + u)� ql(r)j + jql(r)j)u
�l�1du

5 u"l+�l�1du+ Cl

Z n��
x
0

it

0

u�l�1du 5 K�
l (n

��x0it)
�l

Tedy dost�av�ame, �ze plat��

var n�
1

2

X
i

xij [ 2("i � n��x0it)�  2("i)] 5 Kn�1
X
i

x2ijn
���l j(x0it)j

�l

5 Kn���0n�1jjtjj�0
X

x2ij jjxijj
�0 5 K2n

���0n�1
X

jjxijj
2+�0

Vzhledem k de�nici � plat��
x
0

i
t

n�
! 0. Nyn�� je zapot�reb�� uk�azat, jak mal�e jsou

rozd��ly mezi st�redn��mi hodnotami a jejich aproximacemi.

n�
1

2

X
i

xijE[ 1("i � n��x0it)�  1("i)� n��1x
0
it]

5 Kn�
1

2

X
i

jxij j jx
0
itj

2n�2�

5 Kn�
1

2n�2� jjtjj2
X

jjxijj
3
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Pro diskr�etn�� slo�zku nab�yv�a rozd��l tvaru:

E[ 2("i � n��x0it)�  2("i)] = asymptoticky

kX
j=1

(aj � aj�1)fF (sj)� F (sj � n��x0it)g

=

kX
j=1

(aj � aj�1)

Z 0

�n��x
0

i
t

f(sj + u)du

=

kX
j=1

(aj � aj�1)

Z 0

�n��x
0

i
t

juj�j�1qj(sj + u)du

Pozn�amka ke slovu "asymptoticky": St�redn�� hodnota na lev�e stran�e rovnice

ve skut�e�cnosti nab�yv�a hodnoty

X
k

X
j

(aj � aj�k)Pf"i + n��x0it > sj&"i < sj�k+1g

Pokud ov�sem n��x0it! 0, co�z je spln�eno z podm��nky (2) v�zdy, kdy�z � > 1=4,

pak 9n0 : Pf"i + n��x0it > sj&"i < sj�k+1; k = 2g = 08jjtjj 5 C; n = n0
a tedy nen�� nutno uva�zovat skoky v�et�s��ho ne�z prvn��ho �r�adu. Pro � = 1=4

v�sak nen�� podm��nka (2) posta�cuj��c�� ke spln�en�� n��x0it ! 0 a mus�� tedy b�yt

zes��lena podm��nka na matici X. Ode�cten��m aproximace na konec dost�av�ame

jjn�
1

2

X
i

xifE[ 2("i � n��x0it)�  2("i)]�

�
1

�0
n���0

X
j2K0

(aj � aj�1)qj(sj)(x
0
it)

�0gjj

5 K1n
� 1

2

X
i

jjxijjn
� 3

4 (x0it)
�0+"+

K2n
� 1

2

X
i

jjxijjn
�

�1
2�0 (x0it)

�1

5 K1jjtjj
�0+"n�

1

4n�1
X
i

jjxijj
1+�0+"+

+K2jjtjj
�1n��n�1

X
i

jjxijj
1+�1

kde �1 = minlf�l 6= �0g.
Pro �0 = �l 8l druh�y �clen zmiz��. Pro konvergenci cel�eho v�yrazu k nule je nyn��

posta�cuj��c�� pom��nkou (2), proto�ze bez �ujmy na obecnosti lze br�at " = �0=2.
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Toto lemma je u�zite�cn�ym n�astrojem pro d�ukaz hlavn�� v�ety, kter�a ukazuje

�r�ad konvergence. V�eta �r��k�a:

n
1

2�0 jjMn � �jj = Op(1)

p�ri�cem�z Mn je M -odhad de�novan�y ve (4), hustota spl�nuje (5) a funkce  

vyhovuje podm��nk�am (6) a�z (9a,b). Zde nelze p�r��mo pou�z��t techniku z pr�ace

[1], jeliko�z probl�em m�a obecn�e v��ce ne�z jeden rozm�er. Proto je nutn�e k d�u-

kazu v�ety pou�z��t jin�y zp�usob. Hlavn�� my�slenka tohoto postupu je uk�az�ana

v pr�aci [2]. Necht'  je absolutn�e spojit�a, tedy necht'  =  1. Pak

Pf sup
jjtjj=C

t0
X
i

x0i ("i � n�1=2�0x0it) = 0g ! 0

d�av�a, �ze �re�sen�� �ulohy

X
i

xi ("i � n�1=2�0x0i(Mn � �))
!
= 0

le�z�� v kouli se st�redem v 0 a polom�erem C. Pro dokon�cen�� d�ukazu je pou�zita

v�eta 6.3.4. z pr�ace [3]. Konvergence se uk�a�ze pomoc�� stejnom�ern�eho omezen��

v�yrazu

Pf sup
jjtjj=C

t0
X
i

x0i ("i � n�1=2�0x0it) = 0g:

A nyn�� dost�av�ame v�ysledek ze skute�cnosti, �ze �re�sen�� v�y�se uveden�eho probl�e-

mu je ekvivalentn�� skute�cnosti, �ze Mn je M -odhad.
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