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Abstract: In this paper we construct a class of regression rank scores

tests in the linear mixed model where some of the predictors are nonstochas-

tic and some are stochastic. The tests are based on regression rank scores,

introduced by Gutenbrunner and Jure�ckov�a (1992) as dual variables to the

regression quantiles of Koenker and Bassett (1978). Their properties are

analogous to those of the corresponding rank tests in location model.

Rez�me: V �to� stat~e my konstruiruem klass kriteriev

v line�no� smexanno� modeli, t. e. , nekotorye stolbce regres-

sionno� matricy sluqa�nye i nekotorye nesluqa�nye. Kriterii

vyved�ny na osnove regressionnyh rangovyh metok, kotorye vveli

C.Gutenbrunner i �.�reqkova (1992) kak dvuhstvennye peremen-

nye k regressyonnym kvantilam, kotorye vveli v 1978 godu R.Koe-

nker i G.Bassett. Svo�stva �tih kriteriev anlogiqny svo�stvam

sootvetstvu�xih rangovyh kriteriev v modeli sdviga.

1. �Uvod

Budeme uva�zovat n�asleduj��c�� line�arn�� regresn�� model

Y = X� +E; (1)

kde Y = (Y1; : : : ; Yn) je vektor pozorov�an��, X je n � p rozm�ern�a re-

gresn�� matice vysv�etluj��c��ch prom�enn�ych, � = (�1; : : : ; �p)
0

2 IR
p je vektor

nezn�am�ych parametr�u a E = (E1; : : : ; En) je vektor chyb.

Snaha po zobecn�en�� L-odhad�u parametru polohy na regresn�� model vedla

k zaveden�� pojmu regresn�� �-kvantil. R. Koenker a G. Basset [11] ho de�no-

vali v modelu (1) n�asledovn�e:

Regresn��m �-kvantilem b� (�) (0 < � < 1) v modelu line�arn�� regrese (1)

naz�yv�ame ka�zd�y vektor t 2 IRp, kter�y je �re�sen��m

nX
i=1

��(Yi � x0it) := min
t
; (2)

kde

��(x) = x �(x); x 2 IR
1
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a

 �(x) = �� I[x<0]; x 2 IR
1
:

Studiem asymptotick�ych vlastnost�� regresn��ch kvantil�u a konstrukc�� odhad�u

na nich zalo�zen�ych se d�ale nap�r. zab�yvali D. Ruppert a R. Carrol [13],

Jure�ckov�a [7, 8] , Antoch a Jure�ckov�a [1], C. Gutenbrunner [2].

Koenker a Basset v [11] charakterizovali regresn�� � - kvantil b�(�) jako
slo�zku b� optim�aln��ho �re�sen�� �ulohy parametrick�eho line�arn��ho programov�an��,

kter�a m�a n�asleduj��c�� tvar:

�10nu
+ + (1� �)10nu

� := min

Xb� + u+ � u� = Y (3)b� 2 IRp
;u+;u� 2 IRn

+ 0 < � < 1

Auto�ri t�e�z uva�zovali i du�aln�� �ulohu, ale jej�� �re�sen�� vyu�z��vali jen k v�ypo�ctu

regresn��ch kvantil�u. Optim�aln�� �re�sen�� â(�) = (â1(�); : : : ; ân(�))
0 2 IR

n jej��

ekvivalentn�� verze du�aln�� �ulohy

Y0â := max

X0â = (1� �)X01n (4)

â 2 [0; 1]n

nazvali Gutenbrunner a Jure�ckov�a [3] regresn��mi po�radov�ymi sk�ory a uk�azali,

�ze dualitu mezi po�r�adkov�ymi statistikami a po�rad��m v modelu polohy lze

p�rirozen�e zobecnit na klasick�y line�arn�� regresn�� model (1).

Motivac�� k zaveden�� regresn��ch po�radov�ych sk�or�u je, �ze v p�r��pad�e modelu

polohy (tj. X = 1n)

âi(�) � a
�(Ri; �) �

8<:
1 jestli�ze � � (Ri � 1)=n

Ri � �n jestli�ze (Ri � 1)=n < � � Ri=n

0 jestli�ze Ri=n < �

; (5)

kde Ri je po�rad�� Yi mezi Y1; : : : ; Yn. Funkce a
�(j; �); j = 1; : : : ; n; 0 < � < 1

je p�resn�e t�a�z, kterou zavedl H�ajek v r. 1965.

Navrhl tehdy roz�s���ren�� Kolmogorov-Smirnovova testu, jeho�z krit�erium je

funkcion�al procesu fTn(�) =
P

n

i=1 cnia
�
n
(Ri; �); 0 � � � 1g a uk�azal, �ze

asymptotick�e rozd�elen�� tohoto krit�eria je shodn�e s asymptotick�ym rozd�elen��m

oby�cejn�eho Kolmogorov-Smirnovova testu. Nejen Kolmogorov-Smirnov�uv

test, ale i standardn�� (line�arn��) po�radov�e testy mohou b�yt vyj�ad�reny jako

funkcion�aly procesu Tn(�).

P�rirozen�e se tedy naskytla ot�azka, zda lze konstruovat testy zalo�zen�e na

regresn��ch po�radov�ych sk�orech jako analogii po�radov�ych test�u. Prvn�� idea
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se objevila v pr�aci Gutenbrunnera a Jure�ckov�e v [3], teorie v�sak byla ap-

likovateln�a pouze na testy s useknutou sk�orovou funkc��. Obecn�a t�r��da test�u

zalo�zen�ych na regresn��ch po�radov�ych sk�orech byla zkonstruovan�a v �cl�anku

Gutenbrunnera, Jure�ckov�e, Koenkera a Portnoye [4]. Hlavn��m metodolo-

gick�ym n�astrojem pro odvozen�� asymptotick�ych vlastnost�� test�u je asymp-

totick�a reprezentace regresn��ch kvantil�u, stejnom�ern�a v �. Testy Kolmogo-

rov{Smirnovova typu zalo�zen�ych na regresn��ch po�radov�ych sk�orech odvodila

Jure�ckov�a [9]. Algoritmus pro v�ypo�cet regresn��ch po�radov�ych sk�or�u popsali

R.Koenker a V. d'Orey v [12]. V tomto p�r��sp�evku se budeme zab�yvat testy

zalo�zen�ymi na regresn��ch po�radov�ych sk�orech ve sm���sen�em modelu, tj. za

p�redpokladu, �ze n�ekter�e sloupce regresn�� matice jsou n�ahodn�e.

2. Vlastnosti regresn��ch po�radov�ych sk�or�u

Z duality mezi b�(�) a â(�) vypl�yv�a
âi(�) =

(
1 jestli�ze Ei > x0

i
(b�(�) � �(�))

0 jestli�ze Ei < x0
i
(b�(�) � �(�))

(6)

a X
i2M�

âi(�)xi = (1� �)

nX
i=1

xi �

nX
i=1

I [Ei > x0i(
b�(�)� �(�))]xi;

kde

M� = fi : Ei = x0i(
b�(�)� �(�))g:

Z vlastnost�� regresn��ch po�radov�ych sk�or�u p�ri kone�cn�em n je patrn�e nej-

d�ule�zit�ej�s�� jejich invariance vzhledem k regresi s matic�� X, plynouc�� p�r��mo

z de�nice (4):

â(�;Y +Xb) = â(�;Y); 8 b 2 IRp
; (7)

kter�a je roz�s���ren��m invariance po�rad�� (nebo po�radov�ych sk�or�u (5)) vzhledem

k posunut�� v poloze.

Na z�aklad�e reprezentace regresn��ch kvantil�u Gutenbrunner a kol. v [4]

odvodili asymptotickou reprezentaci a rozd�elen�� procesu regresn��ch po�rado-

v�ych sk�or�u v modelu (1), p�ri�cem�z uva�zovali n�asleduj��c�� p�redpoklady.

Chyby E1; : : : ; En jsou nez�avisl�e stejn�e rozd�elen�e n�ahodn�e veli�ciny s dis-

tribu�cn�� funkc�� F a hustotou f , kter�e spl�nuj�� tyto podm��nky

(A.1) jF�1(�)j � c(�(1 � �))�a pro 0 < � � �0; 1 � �0 � � < 1; kde

0 < a � 1=4� "; " > 0 a c > 0.
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(A.2)
1

f(F�1(�))
� c(�(1��))�1�a pro 0 < � � �0; 1��0 � � < 1; c > 0.

(A.3) Hustota f(x) je absolutn�e spojit�a, je kladn�a a omezen�a na na intervalu

(A;B) a klesaj��c�� pro x! A+ a x! B�, kde

�1 � A � supfx : F (x) = 0g a 1 � B � inffx : F (x) = 1g:

Derivace f 0 je omezen�a.

(A.4)

����f 0(x)
f(x)

���� � cjxj pro jxj � K � 0; c > 0.

Matice X vyhovuje t�emto po�zadavk�um

(B.1.) xi1 = 1; i = 1; : : : ; n:

(B.2.) limn!1Dn = D, kde matice Dn = n
�1X0X a D je pozitivn�e de�nitn��

p� p rozm�ern�a matice.

(B.3.) n�1
Pn

i=1 jjxijj
4 = O(1) pro n!1.

(B.4.) max1�i�n jjxijj = O

�
n
(2(b�a)��)=(1+4b)

�
pro n�ejak�e b > 0 a � > 0

takov�e , �ze 0 < b � a < "=2 .

Poznamenejme, �ze v�y�se uveden�e podm��nky spl�nuje nap�r. norm�aln��, logistick�e

a t rozd�elen�� s p�eti a v��ce stupni volnosti.

V�eta 1 Necht' dn = (dn1; : : : ; dnn)
0 je vektor spl�nuj��c�� n�asleduj��c�� podm��nky:

(C.1)

X0ndn = 0;
1

n

nX
i=1

d
2
ni ! �2

; 0 < �2
<1

(C.2)

n
�1

nX
i=1

jdnij
3 = O(1) pro n!1

(C.3)

max
1�i�n

jdnij = O

�
n
(2(b�a)��)=(1+4b)

�
;

kde �; a; b jsou d�any podm��nkou (B.4). D�ale necht' jsou v modelu (1) spln�eny

podm��nky (A.1)-(A.4) a (B.1)-(B.4). Potom plat��
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i)

sup
0���1

(�����n�1=2
nX
i=1

dni(âni(�) � ~ai(�))

�����
)
! 0 pro n!1; (8)

kde

~ai(�) = I [Ei > �] i = 1; : : : ; n: (9)

ii)

Proces

(
��1n�1=2

nX
i=1

dniâni(�) : 0 � � � 1

)
(10)

konverguje k Brownovu m�ustku v Prochorov�e topologii na C[0; 1].

3. Line�arn�� regresn�� po�radov�a statistika

Proto�ze ve t�r��d�e line�arn��ch po�radov�ych test�u d�ule�zitou roli zauj��maj�� line�arn��

po�radov�e statistiky, uva�zovali Gutenbrunner a kol. [4] analogicky line�arn��

regresn�� po�radovou statistiku

Sn = n
�1=2

nX
i=1

dnib̂ni (11)

se sk�ory b̂n = (b̂n1; : : : ; b̂nn)
0 generovan�ymi neklesaj��c�� sk�orovou funkc��

'(t) : (0; 1)! IR
1; 0 <

Z 1

0

'
2(t)dt <1 (12)

a de�novan�ymi jako integr�al

b̂ni = �

Z 1

0

'(t)dâni(t); i = 1; : : : ; n: (13)

Odvodili t�e�z asymptotickou reprezentaci statistiky Sn (11).

V�eta 2 Necht' '(t) je neklesaj��c�� funkce dan�a v (12) takov�a, �ze jej�� derivace

'
0(t) existuje pro 0 < t < �0; 1� �0 < t < 1 a spl�nuje

k'
0(t)k � c(t(1� t))�1��

�

(14)

pro n�ejak�e �� � �, kde � spl�nuje (B.4), a pro t 2 (0; �0)[ (1��0; 1). Jestli�ze

jsou spln�eny podm��nky (A.1)-(A.4), (B.1)-(B.4) a (C.1)-(C.3) potom Sn m�a

reprezentaci

Sn = n
�1=2

nX
i=1

dni'(F (Ei)) + op(1): (15)
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Tuto v�etu roz�s���r��me na situaci, kdy koe�cienty v line�arn�� regresn�� po�ra-

dov�e statistice jsou n�ahodn�e. Ozna�c��me-li koe�cienty jako z1n : : : znn, potom

m��sto podm��nek (C.1)-(C.3) budeme uva�zovat tyto p�redpoklady:

(D.1) zn = (z1n; : : : ; znn)
0 je nez�avisl�y n�ahodn�y v�yb�er z rozd�elen�� s dis-

tribu�cn�� funkc�� G, kter�a m�a spojitou hustotu g.

(D.2) IEjz1j
3
<1.

(D.3) Vektory zn a En jsou nez�avisl�e.

Jako H ozna�cme sdru�zenou distribu�cn�� funkci G � F .

V�eta 3 Necht' '(t) je neklesaj��c�� funkce dan�a v (12) takov�a, �ze jej�� derivace

'
0(t) existuje pro 0 < t < �0; 1� �0 < t < 1 a plat�� pro n��

j'
0(t)j � c(t(1� t))�1��

�

(16)

pro n�ejak�e �� < �, kde � spl�nuje (B.4), a pro t 2 (0; �0)[ (1��0; 1). Potom

za platnosti p�redpoklad�u (A.1)-(A.4), (B.1)-(B.4), (D.1)-(D.3) m�a statistika

Sn asymptotickou reprezentaci

Sn = n
�1=2

nX
i=1

(zni � bzni)'(F (Ei)) + op(1); (17)

kde bzni = Hnzni; i = 1; : : : ; n a Hn = Xn(X
0
nXn)

�1X0n

D�ukaz. Pro pot�reby d�ukazu ozna�cme ri = n
�1=2(bbi�'(F (Ei))); i = 1; : : : ; n

a statistiku S�
n
= n

�1=2
P

n

i=1(zni � bzni)'(F (Ei)). C��lem je tedy uk�azat, �ze

Sn � S
�
n
= op(1).

Z podm��nky (D.3) plyne, �ze r = (r1; : : : ; rn)
0 a (zn � bzn) jsou nez�avisl�e.

P�redpokl�adejme je�st�e, �ze rozptyl z1n = �
2.

Nejprve po�c��tejme n�asleduj��c�� podm��n�en�y moment

IEG

�
(Sn � S

�
n
)2
����E1; : : : ; En

�
= IEG

�
(zn � bzn)0 r (zn � bzn)0 r����E1; : : : ; En

�
= r0 IEG

�
(In �Hn)znz

0
n(In �Hn)

0

����E1; : : : ; En

�
r =

= r0(In �Hn)�
2In(In �Hn)r

Sta�c�� si uv�edomit, �ze vzhledem k (B.1) plat�� (In � Hn)1n = 0n, a tedy

(In �Hn)IEZn = 0n. D�ale v��me, �ze projek�cn�� matice je idempotentn�� a sy-

metrick�a.
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Z de�nice podm��n�en�e st�redn�� hodnoty tak z��sk�av�ameZ
B
(Sn � S

�
n)

2
dH(E1); : : : ; dH(En) =

= �
2

Z
B
((I�H)r)

0
((I�H)r) dF (E1); : : : ; dF (En)

pro ka�zd�e B 2 IRn.

Tvrzen�� potom vypl�yv�a z v�ety 2 ((In �Hn)r = op(1)). 2

4. Testy ve sm���sen�em modelu

Uva�zujme nyn�� line�arn�� regresn�� model (1) ve tvaru

Yn = Xn� + Zn +En; (18)

kde � a  jsou r a q rozm�ern�e nezn�am�e parametry, Xn je pevn�a n � r

rozm�ern�a pevn�a matice, Zn je n � q rozm�ern�a n�ahodn�a matice, Y je n

rozm�ern�y vektor pozorov�an�� a E je n rozm�ern�y vektor nez�avisl�ych stejn�e

rozd�elen�ych chyb.

Zaj��mat n�as bude probl�em testu hypot�ezy

H0 :  = 0; � je neur�ceno (19)

proti Pitmanov�e alternativ�e

Hn :  = n
�1=20; (0 2 IR

q pevn�e): (20)

P�redm�etem na�sich �uvah budou line�arn�� testy zalo�zen�e na regresn��ch po�ra-

dov�ych sk�orech, kter�e jsou podobn�e jako obvykl�e po�radov�e testy zalo�zeny

na line�arn��ch regresn��ch po�radov�ych statistik�ach. Proto�ze za platnosti H0

regresn�� po�radov�e sk�ory odpov��daj�� submodelu

Yn = Xn� +En (21)

pracujeme p�ri jejich v�ypo�ctu pouze s matic�� Xn, tj. tedy s nen�ahodnou

matic��. Lze tedy vyu�z��t v�ysledk�u z p�redch�azej��c�� �c�asti.

Budeme proto uva�zovat, �ze matice Zn spl�nuje n�asleduj��c�� podm��nky:

(E.1) Matice Zn m�a nez�avisl�e stejn�e rozd�elen�e �r�adky zi; i = 1; : : : ; n. Jde

tedy o nez�avisl�y n�ahodn�y v�yb�er z rozd�elen�� vektoru z = (z1; : : : ; zq)
0

s q rozm�ernou distribu�cn�� funkc�� G, kter�a m�a spojitou hustotu g.
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(E.2) IEkzk3 <1.

(E.3) Matice Zn a vektor En jsou nez�avisl�e.

Jako H ozna�cme sdru�zenou distribu�cn�� funkci G �F , resp. h jako sdru�ze-

nou hustotu g � f .

Zaved'me je�st�e n�asleduj��c�� ozna�cen��

Qn = n
�1(Zn � bZn)0(Zn � bZn); (22)

kde bZn =HnZn a Hn = Xn(X
0
nXn)

�1X0n: (23)

Tedy bZn je projekce matice Zn do prostoru tvo�ren�eho sloupci matice Xn.

Jako testovou statistiku pro test hypot�ezy (19) uva�zujeme

Tn =
S0
n
Q�1
n
Sn

A
2(')

; (24)

kde

A
2(') =

Z 1

0

('(t) � ')2dt; ' =

Z 1

0

'(t)dt

a

Sn = n
�1=2(Zn � bZn)0b̂n;

p�ri�cem�z sk�ory bn = (b̂n1; : : : ; b̂nn)
0 jsou vypo�cteny na z�aklad�e regresn��ch

po�radov�ych sk�or�u odpov��daj��c��ch submodelu (21).

Test je zalo�zen na asymptotick�em rozd�elen�� Tn za platnosti H0 dan�em

n�asleduj��c�� v�etou, kter�a z�arove�n ud�av�a asymptotick�e rozd�elen�� Tn za lok�aln��

alternativy Hn.

V�eta 4 P�redpokl�adejme, �ze matice Xn spl�nuje podm��nky (B.1)-(B.4) a mat-

ice Zn podm��nky (E.1)-(E.3). D�ale p�redpokl�adejme, �ze F spl�nuje (A.1)-

(A.4). Necht' Tn je statistika de�novan�a v (24), p�ri�cem�z sk�orov�a funkce '

dan�a v (12) spl�nuje (16). P�redpokl�adejme, �ze existuje limn!1 IEGQn = Q

a je to pozitivn�e de�nitn�� matice. Potom

i) za hypot�ezy H0 m�a statistika Tn asymptoticky �2 s q stupni volnosti.

ii) Za platnosti alternativy Hn m�a Tn asymptoticky necentr�aln�� �2 rozd�e-

len�� s q stupni volnosti a s parametrem necentrality

�
2 = �00Q�0 � 

2('; F )=A2('); (25)

kde


2('; F ) = �

Z 1

0

'(t)df(F�1(t)): (26)
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D�ukaz.(i) Z v�ety 3 plyne, �ze za nulov�e hypot�ezy H0 m�a statistika Sn asymp-

toticky stejn�e rozd�elen�� jako statistika

S�
n
= n

�1=2(Zn � bZn)0'(F (E)):
Asymptotick�e rozd�elen�� t�eto statistiky je podle centr�aln�� limitn�� v�ety q{

rozm�ern�e norm�aln�� s nulovou st�redn�� hodnotou (z podm��nky B.1) a s va-

rian�cn�� matic�� Q � A2('). Tedy statistika Tn m�a asymptoticky �2 s q stupni

volnosti.

(ii) Posloupnost lok�aln��ch alternativ Hn je kontiguitn�� vzhledem k posloup-

nosti rozd�elen�� s hustotami f
Q

n

i=1 h(Yi � x0
i
�)g (rozd�elen�� za nulov�e hy-

pot�ezy). Potom v�eta 3 plat�� t�e�z za Hn a statistika Sn m�a tedy asymptoticky

stejn�e rozd�elen�� jako statistika S�n za Hn. Z faktu, �ze asymptotick�e rozd�elen��

S�
n
je za Hn norm�aln�� se st�redn�� hodnotou ('; F )Q�0 a s varian�cn�� matic��

QA2('), plyne po�zadovan�e tvrzen��. 2

Jako p�r��klad volby ', m�u�zeme vzhledem ke klasick�ym po�radov�ym test�um

uv�est '(t) = t � 1=2; 0 < t < 1 (co�z odpov��d�a Wilcoxonovu testu). Potom

sk�ory b̂ni =
R
âni(t)dt� 1=2 a A2(') = 1=12.
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