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Abstrakt. V �cl�anku se studuj�� testy pro nalezen�� zm�eny v jednoduch�e

line�arn�� regresi za p�redpokladu spojit�e regresn�� funkce, kde �cas hraje roli

nez�avisle prom�enn�e. Probl�em byl motivov�an snahou nal�ezt zm�eny v meteo-

rologick�ych m�e�ren��ch.

Abstract: Tests for detection of a change in simple linear regression are

studied assuming the regression function is continuous at the change-point

and the independent variable is equally spaced. Problem was motivated by

e�ort of meteorologists to discover a change in meteorological measurements.

Rez�me: V �to� stat~e predlaga�ts� testy dl� naho�deni�

razladki v modeli line�no� regressii, kotora� nepreryvna v to-

qke razladki. Problema vyhodit iz analiza meteorologiqeskih

dannyh.

1. �Uvod.

Uva�zujeme probl�em testov�an�� posloupnosti nez�avisl�ych stejn�e rozd�elen�ych

n�ahodn�ych veli�cin proti alternativ�e, �ze v nezn�am�em �case dojde ke spojit�e

zm�en�e ve st�redn�� hodnot�e takov�e, �ze po okam�ziku zm�eny bude st�redn�� hod-

nota r�ust line�arn�e s �casem. P�resn�eji �re�ceno to znamen�a, �ze chceme testovat

nulovou hypot�ezu H0 proti alternativ�e A:

H0 :Xi = �+ ei; i = 1; :::; n;

A : 9 k 2 f 0; :::; n� 1g takov�e, �ze

Xi = �+ ei; i = 1; :::; k; (1.1)

Xi = �+ b � (i � k) + ei; i = k + 1; :::; n;

kde ei; i = 1; :::; n jsou nez�avisl�e stejn�e rozd�elen�e, p�ri�cem�z E ei = 0;E e2i = �2

a E jeij2+� < 1 (� > 0). Alternativa m�u�ze b�yt jednostrann�a, jestli�ze b > 0

(resp. b < 0), nebo oboustrann�a, jestli�ze b 6= 0.

2.P�r��pad zn�am�eho �.

Nejprve studujme p�r��pad, kde parametry � a �2 jsou zn�am�e. Bez �ujmy

na obecnosti m�u�zeme p�redpokl�adat, �ze � = 0. Kdybychom uva�zovali situaci,

kde �cas zm�eny k je v modelu (1.1) zn�am�y, pak statistika
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b̂k =

Pn
i=k+1Xi(i� k)

(n�k)(n�k+1)(2n�2k+1)

6

(2.1)

je odhadem parametru b metodou nejmen�s��ch �ctverc�u. V p�r��pad�e, �ze �cas

zm�eny nezn�a-me, pak je p�rirozen�e pou�z��t pro testov�an�� nulov�e hypot�ezy proti

jednostrann�e alternativ�e b > 0 statistiku

max
0�k �n�1

~bk=�; (2.2)

kde

~bk =

Pn
i=k+1Xi(i� k)q

(n�k)(n�k+1)(2n�2k+1)

6

(2.3)

Poznamenejme, �ze tato statistika je ekvivalentn�� s pom�erem v�erohodnosti,

jestli�ze chyby ei; i = 1; :::; n jsou norm�aln�e rozd�elen�e. Pro oboustrannou

alternativu m�u�zeme pou�z��t obdobn�e

max
0�k �n�1

j~bkj=�: (2.4)

Z�rejm�e plat��

E~bk = 0; Var~bk = �2;

Corr (~bk;~bl) =

(n�l)(n�l+1)(2(n�l)+1)

6
+ (l � k)

(n�l)(n�l+1)

2q
(n�k)(n�k+1)(2(n�k)+1)

6

q
(n�l)(n�l+1)(2(n�l)+1)

6

; k � l:

(2.5)

Rozd�elen�� statistiky max0�k �n�1 ~bk=� (resp. max0�k �n�1 j~bkj=�) je vel-
mi komplikovan�e, a proto je p�rirozen�e studovat asymptotick�e rozd�elen�� t�eto

statistiky pro velk�a n. Na intervalu h0; 1) de�nujme proces ~bn(t); t 2 h0; 1)
tak, �ze ~bn(t) = ~b[nt]. Tento proces pro ka�zd�e T < 1 konverguje v distribuci

na Dh0; T i ke standardizovan�emu gaussovsk�emu procesu

IW (t) =

R 1
t
(W (1)�W (s)) dsq

(1�t)3

3

=

R 1
t
(s � t) dW (s)q

(1�t)3

3

; t 2 h0; 1): (2.6)

(W (t); t � 0 ozna�cuje Wiener�uv proces.) Plat�� limt!1 IW (t) =1 s.j., stejn�e

jako limn!1max0�k �n�1 ~bk=� = 1 s.j. Abychom dostali nedegenerovan�e

limitn�� rozd�elen��, je t�reba zkoumat p�rekro�cen�� hranice, kter�a s n roste nade

v�sechny meze.

Plat��

lim
n!1

P

�
max

0�k �n�1

~bk=� > un

�
= 1� exp

��e�x� ; (2.7)
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lim
n!1

P

�
max

0�k �n�1
j~bkj=� > un

�
= 1� exp

��2e�x� ; (2.8)

kde

un =
p
2 ln lnn+

1p
2 ln lnn

 
ln

p
3

4�
+ x

!
; x 2 R1: (2.9)

Pokud parametr � nezn�ame, je mo�zno jej nahradit odhadem

�̂2 =

qX
X2

i =n

nebo uva�zovat statistiku

max
0�k �n�1

~bk=�̂k

kde �̂k =

q
(
P

X2
i � ~b2k)=(n� 1). Limitn�� vztahy (2.7) a (2.8) z�ustanou

v platnosti.

Jin�a mo�znost se nab��z�� v p�r��pad�e, kdy v��me jist�e, �ze ke zm�en�e nemohlo

doj��t v posledn��ch (1��)100% �casov�ych okam�zik�ach. Pak je vhodn�e uva�zovat

statistiku max0�k �[(1��)n] ~bk=�. Kritick�e hodnoty je mo�zno odvodit pomoc��

aproximace limitn��m procesem

P

�
max

0�k �[(1��)n]

~bk=� > x

�
= P

�
max

0�t�(1��)
IW (t) > x

�
; (2.10)

p�ri�cem�z

P

�
max

0�t�(1��)
IW (t) > x

�
'
r
3

8

�(x)p
�

ln
1

�
; (2.11)

kde �(x) je hustota N(0; 1) rozd�elen��.

3.P�r��pad nezn�am�eho �.

Jestli�ze parametr � nezn�ame, je odhadem b metodou nejmen�s��ch �ctverc�u

v modelu (1.1)

B̂k =

Pn
i=k+1(Xi � �X)(i� k)

(n�k)(n�k+1)(2n�2k+1)

6
� (n�k)2(n�k+1)2

4n
:

(3.1)

P�rirozenou testovou statistikou pro jednostrannou alternativu b > 0 je

max
0�k �n�1

~Bk=�; (3.2)

resp. pro oboustrannou alternativu b 6= 0,

max
0�k �n�1

j ~Bkj=�; (3.3)
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kde

~Bk =

Pn
i=k+1(Xi � �X)(i� k)q

(n�k)(n�k+1)(2n�2k+1)

6
� (n�k)2(n�k+1)2

4n
:

(3.4)

Op�et budeme zkoumat rozd�elen�� t�echto statistik pro velk�a n. Na intervalu

h0; 1) de�nujeme proces ~Bn(t); t 2 h0; 1) tak, �ze ~Bn(t) = ~B[nt]. Pro ka�zd�e

T < 1 proces ~Bn(t) konverguje v distribuci na Dh0; T i ke standardizovan�emu
gaussovsk�emu procesu

IB(t) =

R 1
t
(s� t)dW (s)�W (1)

(1�t)2

2q
(1�t)3

3
� (1�t)4

4

; t 2 h0; 1): (3.5)

Vzhledem k tomu, �ze op�et plat�� limn!1max0�k �n�1 ~Bk=� = 1 s.j., je

t�reba pro z��sk�an�� nedegenerovan�eho rozd�elen�� uva�zovat pravd�epodobnosti

meze p�rekro�cen��, kter�a jde s rostouc��m n do nekone�cna. Plat��

lim
n!1

P

�
max

0�k �n�1

~Bk=� > un

�
= 1� exp

��e�x� ; (3.6)

lim
n!1

P

�
max

0�k �n�1
j ~Bkj=� > un

�
= 1� exp

��2e�x� ; (3.7)

kde

un =
p
2 ln lnn+

1p
2 ln lnn

 
ln

p
3

4�
+ x

!
; x 2 R1:

Pokud parametr � nezn�ame, je mo�zno jej nahradit odhadem

�̂2 =

qX
(Xi � �X)2=n

nebo uva�zovat statistiku

max
0�k �n�1

~Bk=�̂k;

kde

�̂k =

q
(
X

(Xi � �X)2 � ~B2
k)=(n� 2):

Limitn�� vztahy (3.6) a (3.7) z�ustanou v platnosti.

Tabulka 1 porovn�av�a kritick�e hodnoty statistiky max0�k �n�1 ~Bk=�̂k pro

n�ekter�e hodnoty n spo�cten�e z asymptotick�eho rozd�elen�� (3.7) s kritick�ymi

hodnotami z��skan�ymi simulac��. Simulovan�e kritick�e hodnoty byly odhadnuty

odpov��daj��c��mi kvantily empirick�e distribu�cn�� funkce statistiky

max
0�k �n�1

~Bk=�̂k
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vytvo�ren�e na z�aklad�e 100 000 realizac��.

5% kritick�e hodnoty 1% kritick�e hodnoty

n by (3.7) simul. n by (3.7) simul.

100 2.71 2.63 100 3.64 3.21

200 2.75 2.65 200 3.64 3.22

300 2.77 2.65 300 3.64 3.22

500 2.79 2.68 500 3.64 3.22

Tabulka 1. N�ekolik p�r��klad�u 5% and 1% kritick�ych hodnot statistiky

max0�k �n�1 j ~Bkj=b�k spo�cten�ych pomoc�� (3.7) a odhadnut�ych ze simulace.

V p�r��pad�e, kdy v��me jist�e, �ze ke zm�en�e nemohlo doj��t v posledn��ch (1 �
�)100% �casov�ych okam�zik�ach, m�u�zeme uva�zovat statistiku max0�k �[(1��)n]
~Bk=�. Kritick�e hodnoty je mo�zno odvodit pomoc�� aproximace limitn��m pro-

cesem

P

�
max

0�k �[(1��)n]

~Bk=� > x

�
= P

�
max

0�t�(1��)
IB(t) > x

�
; (3.8)

p�ri�cem�z

P

�
max

0�t�(1��)
IB(t) > x

�
' (1��(x)) +

+

 p
3

2
log

�
1 +

p
1� �

1�p
1� �

�
� arctan

p
3(1� �)

!
e�x

2=2

2�
: (3.9)

4. P�r��klad.

P�r��kladem postupn�e line�arn�� zm�eny m�u�ze slou�zit postupn�e zmen�sov�an��

mno�zstv�� sr�a�zek v oblasti Sahelu. Obr�azek 1 ukazuje v�yvoj standardizo-

van�ych ro�cn��ch sr�a�zkov�ych odchylek pro obdob�� 1901{ 1990 (xi��x
s

; i = 1; :::;

90) sestaven�y Nicolsonem (1993).
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Obr�azek 1.Standardizovan�e ro�cn�� sr�a�zkov�e odchylky v Sahelu, 1901 { 1990.

Statistick�a anal�yza prokazuje line�arn�� �ubytek sr�a�zek, p�ri�cem�z zm�ena na-

stala kolem roku 1960. Hodnota statistiky max0�k �n�1 j ~Bkj=�̂k = 6:4452

vysoko p�rekra�cuje 1% kritickou hodnotu 3.64 z��skanou z (3.7). Hodnoty

autoregresn�� funkce spo�cten�e z residu�� pro n�ekolik prvn��ch zpo�zd�en�� jsou:

ar(1) = 0:21; ar(2) = 0:13; ar(4) = 0:9; ar(5) = 0:13; ar(6) = �0:03, ar(7) =
�0:01 : : : Zd�a se tedy, �ze by p�uvodn�� veli�ciny m�ely b�yt sp���s modelov�any

n�ejakou ARMA posloupnost��. Vzhledem k tomu, �ze hodnoty autoregresn��

funkce nejsou p�r��li�s vysok�e, z�av�er o statisticky v�yznamn�em sn���zen�� mno�zstv��

sr�a�zek z�ustane v platnosti, viz Antoch et al (1995).
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